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Einleitung

In dieser Arbeit untersuchen wir Eigenschaften von Codes mit Mitteln der Alge-
braischen Geometrie. Unser Ziel ist es, eine untere Schranke fiir den Minimalab-
stand von bestimmten algebraisch geometrischen Codes — sogenannten Auswerte-
Codes —anzugeben. Der Name riithrt daher, dafs man die Codewdorter eines solchen
Codes C(I'), erhilt, indem homogene Polynome vom Grad a an allen Punkten ei-
ner endlichen Punktmenge I' C IP™ ausgewertet werden.

Wir folgen hier den Ausfithrungen im Artikel , Cayley-Bacharach and Evalua-
tion Codes on Complete Intersections” von Gold, Little und Schenck (2005). Ent-
scheidendes Hilfsmittel ist eine moderne Formulierung des Satzes von Cayley-
Bacharach in der Sprache der Schemata. Der Satz ist nach A. Cayley und I. Ba-
charach benannt, die sich im 19. Jahrhundert mit Schnitten von Kurven in der
projektiven Ebene IP? beschiftigten. Die Wurzeln dieses Satzes reichen zuriick bis
Pappus von Alexandria, der im 4. Jahrhundert nach Christus eine erste Version be-
wies. Einen Uberblick iiber verschiedene Varianten findet man im Artikel ,Cayley-
Bacharach Theorems and Conjectures” von Eisenbud, Green und Harris (1996).

In den angesprochenen Versionen des Satzes ist die Punktmenge I" ein vollstan-
diger Durchschnitt von Hyperflichen. Wesentlich ist nun, dafd I" in gewissen Fal-
len keine unabhéngigen Bedingungen auf Hyperflichen vom Grad a liefern kann.
Gerade diese Tatsache hat Einflufy auf den Minimalabstand und erlaubt so eine
Fehlerkorrektur.

Um eine untere Schranke fiir den Minimalabstand d von Auswerte-Codes C(I'),
zu gewinnen, benutzen wir die Hilbertfunktion und den Satz von Cayley-Bacha-
rach; I' ist dabei ein reduzierter vollstindiger Durchschnitt von Hyperflichen H;
vom Grad d; im projektiven Raum IP”". Unser Hauptresultat ist folgende Abschét-
zung;:

C(I'), hat Minimalabstandd > s —a+2,falls1 <a<s=Yd;,—m—1.

In dem dieser Arbeit zugrunde liegenden Artikel von Gold u.a. (2005) wird
der Artikel , Linkage and Codes on Complete Intersections” von Hansen (2003)
verallgemeinert. Dort wird, ohne den Satz von Cayley-Bacharach anzuwenden,
eine dhnliche Schranke fiir Auswerte-Codes im P? hergeleitet.

Gliederung der Arbeit: Wir legen in Kapitel 1 einige Bezeichnungen fest, die
wir im Laufe der Arbeit immer wieder verwenden werden. Auflerdem erinnern
wir kurz an den projektiven Raum, an graduierte Ringe und an die Lokalisation
von Moduln (,,Bruchrechnung”).



Einleitung

Grundbegriffe der Codierungstheorie erldutern wir in Kapitel 2. Hier fiihren wir
die Auswerte-Codes ein und behandeln dann Reed-Muller-Codes, Reed-Solomon-
Codes und geometrische Goppa-Codes.

Das Kapitel 3 ist der projektiven Algebraischen Geometrie gewidmet; dabei be-
trachten wir insbesondere nulldimensionale Schemata und den Satz von Cayley-
Bacharach.

Die vorgestellten Mittel der Algebraischen Geometrie benutzen wir im letzten
Teil der Arbeit (Kapitel 4), um unser Hauptresultat zu gewinnen, also um Minimal-
abstinde von Auswerte-Codes abzuschitzen, die durch einen nulldimensionalen
reduzierten vollstindigen Durchschnitt I gegeben sind.

Wir setzen gute Kenntnisse in Algebra voraus; zum Beispiel sollten der Hilbert-
sche Basissatz und der Hilbertsche Nullstellensatz bekannt sein, die wir ohne Re-
ferenz benutzen werden. Aufierdem werden Grundkenntnisse iiber Schemata be-
notigt. Aus Platzgriinden konnen wir den Satz von Cayley-Bacharach hier nicht
beweisen, da dazu Aussagen iiber Gorensteinringe aus der Kommutativen Alge-
bra benutzt werden.

Definitionen und Beispiele numerieren wir kapitelweise, getrennt von Sétzen,
Lemmata, Korollaren und Notizen durch. Im Anhang verwenden wir fiir die Nu-
merierung Buchstaben anstelle von Zahlen. Wir kennzeichnen das Beweisende mit
dem Symbol m und das Ende einer Notiz bzw. eines Beispiels mit {.

Danksagung: Herrn Prof. Dr. Jens Gamst danke ich fiir die interessante Aufga-
benstellung sowie fiir die freundliche und kompetente Betreuung meiner Diplom-
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Zweitgutachten zu erstellen, und fiir viele hilfreiche Gesprache und konstruktive
Verbesserungsvorschlige.
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Gelingen dieser Arbeit beigetragen haben. Claas hat meine komplette Arbeit ge-
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Diskussionen gefiihrt.

Bei meinen Eltern mochte ich mich dafiir bedanken, daf3 sie mir mein Studium
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1. Praliminarien

Vorab legen wir einige Bezeichnungen fest, die im folgenden immer wieder ver-
wendet werden. Aufierdem erinnern wir kurz an den projektiven Raum (vgl. Beu-
telspacher u. Rosenbaum, 2004; Fulton, 1969; Silvermann u. Tate, 1992), an gradu-
ierte Ringe (vgl. Matsumura, 1980, Kap. 4, § 10) sowie an die Lokalisation von
Moduln (vgl. Kunz, 1997, Anhang B).

* *T' bezeichne die Anzahl der Elemente einer endlichen Menge TI'. Fiir einen
Vektorraum V sei V* = V' \ {0}.

¢ Wir arbeiten bei Problemen der Codierungstheorie iiber einem endlichen
Korper IF; mit g Elementen (g Primzahlpotenz).

Ansonsten ist ein beliebiger Korper K unser Grundkorper. K™ ist der m-
dimensionale Vektorraum der m-Tupel (ay, ..., a,) mita; € K, welcher auch
m-dimensionaler affiner Raum tiber K genannt und mit A} = A™(K) = A™
bezeichnet wird.

e Mit P} = P"(K) = P" wird der m-dimensionale projektive Raum tiber K be-
zeichnet, also der Raum aller Ursprungsgeraden im K" *1:

1\ *
pr = (K™ )/N mitx ~y:=IAeK:y=A-x.

Die Aquivalenzklassen schreibt man als p = (po : ... : p) und nennt dies
die homogenen Koordinaten von p € IP™.

Identifiziert man die Punkte (ay,...,a,) € A" und (1:4a1:...:4a,) € P"
miteinander, so findet man den A" im IP™ wieder. Die restlichen Elemente
des P sind Punkte mit homogenen Koordinaten (0: p1 : ... : pm), d.h.

P" >~ A" P

Beziiglich dieser Einbettung werden die Punkte des P! unendlich ferne
Punkte genannt, weil sie als Schnittpunkte von parallelen Geraden im A™
interpretiert werden konnen. Insofern stellt der IP”* eine Vervollstindigung
des A dar.

¢ Unter einem Ring verstehen wir stets einen kommutativen Ring mit Einsele-
ment.

Ein graduierter Ring ist ein Ring S mit einer Zerlegung in eine direkte Summe
S = @,en Sa abelscher Gruppen S,, wobei fiir a,b € N gilt: S, - S C S,4p.
Die Elemente von S, heifSen homogen vom Grad a.



1. Pridliminarien

Ein graduierter Modul M ist ein S-Modul mit einer Zerlegung in eine direkte
Summe M = @, M,, wobei fiira,b € N gilt: S, - M, C M, 4p.

* Sei S ein graduierter Ring. Ein Ideal a C S nennt man homogen, falls gilt:
a=@en(aNS;) = Buen 0, mit anderen Worten, falls fiir jedes Element
f = Y fa € aauch alle homogenen Komponenten f, in a liegen. Dies ist
genau dann der Fall, wenn a von homogenen Elementen erzeugt wird. Fer-
ner sind Summen, Produkte, Schnitte und Radikale von homogenen Idealen
selbst homogen.

Um zu testen, ob ein homogenes Ideal a ein Primideal ist, gentigt es, fiir zwei
homogene Elemente f, g zu zeigen, dafS aus f - ¢ € astets f € aoder g € a
folgt.

* Bekannte Beispiele fiir graduierte Ringe sind Polynomringe iiber einem Kor-
per K. Passend zum IP" betrachten wir Polynome in m 4 1 Unbestimmten:

R = K[XO,...,Xm] — @ Ra.
acelN

Die homogenen Komponenten R, enthalten hier die homogenen Polynome
vom Grad a und das Nullpolynom; sie sind aufSerdem endlichdimensionale
K-Vektorraume. Das homogene Ideal

Ry =R,

aclN
a>0

heifdt irrelevantes Ideal (vgl. Hartshorne, 1977, S. 11).

Weitere Beispiele fiir graduierte Ringe sind Quotienten von graduierten Rin-
gen nach homogenen Idealen. Im Falle eines homogenen Ideals I = @, L
des Polynomringes R hat man offenbar:

=@M,

acN
Man setzt daher: (R/ I)a =R,/ 1,.
¢ Auf dem affinen Raum kann man Polynome als Funktionen auffassen, denn
man kann ein Polynom f € R an allen Stellen x € A"*! auswerten.

Die Punkte des projektiven Raumes P sind wie beschrieben als Aquiva-
lenzklassen gegeben. Funktionen auf dem IP™ miissen daher fiir alle Repra-
sentanten einer Aquivalenzklasse denselben Wert liefern, um wohldefiniert



zu sein: f(A-x) = f(x) fiir alle A € K*. Dies erfiillen Quotienten von homo-
genen Polynomen gleichen Grades, denn fiir f, g € R, mit ¢ # 0 hat man:

Fin = FA%) _ 1) f)

g g(Ax) T Arg(x)  g(x)

Dariiber hinaus ist es sinnvoll, von Nullstellen von homogenen Polynomen
zu reden. Ist ndmlich f(x) = O fiir ein f € R, und einen Repréisentanten x,
so folgt fiir alle A € K*:

f(Ax) = A"f(x) = 0.
Im allgemeinen setzen wir fiir f € R:

f(x) =0:& f,(x) = 0 fir alle homogenen Komponenten f, von f.

Mit I wollen wir stets eine Menge {p1, ..., p»} von n verschiedenen Punk-
ten im P bezeichnen. Der Menge I' ordnen wir das (homogene) Verschwin-
dungsideal Ir zu:

Ir :=({f € R| f homogen,V p eTI: f(p) =0})
={feR|Vpel:f(p) =0}

Zum Beispiel wird das Verschwindungsideal zu I = Ag, (mitn = r=qm

Punkten) von den homogenen Polynomen Xg_lX]- — X? erzeugt:
I = (XX = X0, X0 X — X3,

Sei A ein Ring, M ein A-Modul und T C A\ {0} eine multiplikativ abge-
schlossene Teilmenge von A. Die Lokalisation Mt von M beziiglich T ist die
Menge der Briiche § mit Zihler v € M und Nenner t € T:

MT::{g‘veM,teT}.

Ein Bruch ¥ ist dabei eine Aquivalenzklasse zu folgender Aquivalenzrelation
auf M x T: (v,t) ~ (v, 1) : Fs € T: s(t'v—tv') = 0. My ist ein A-Modul
mit den iiblichen Bruchrechnungsregeln. Fiir M = A ist At sogar ein Ring.
Im Falle eines graduierten Moduls M {iiber einem graduierten Ring S kann
man auch die homogene Lokalisation beziiglich einer Nennermenge T' C S aus
homogenen Elementen betrachten:

M7y = {% ’ v € Mund t € T homogen vom gleichen Grad}.



1. Pridliminarien

Speziell fiir ein nicht nilpotentes f € A bzw. fiir ein Primideal p C A sei:
Ap:=ArzaT:={Lf,f* ...}, Ap:=ArzuT:= A\p.

Entsprechend fiihren wir fiir ein homogenes, nicht nilpotentes f € S bzw.
fiir ein homogenes Primideal p C S folgende Bezeichner ein:

Sy :=SmzuT:= {1,f,f2,...}, Sp)=SmzuT:= S\ p.

In einem Integrititsring ist (0) ein Primideal. Ist A ein solcher, so liefert die
Lokalisation Ay von A nach (0) nichts anderes als den Quotientenkérper
von A. Der Quotientenkdrper des Polynomringes K[X] ist echt groSer als
der Grundkorper K; hier gilt: K = (K[X]) (0y)-



2. Codierungstheorie

In der Codierungstheorie werden Problemstellungen aus der Nachrichtenverar-
beitung mit Methoden der Informatik, Stochastik und insbesondere der abstrakten
Algebra bearbeitet. Eine schematische Darstellung der Nachrichteniibertragung
zeigt Abbildung 1: Von einer Quelle (Telefon, Computer, CD, Raumsonde) soll ei-
ne Nachricht (irgendwelche Informationen) tiber einen Kanal (Telefon- oder Glas-
faserkabel, Funkverbindung) an einen Empfanger tibermittelt werden. Dazu mufs
die Nachricht allerdings erst mit den Zeichen dargestellt werden, die durch den
Kanal gesendet werden konnen. Diesen Prozefs nennt man Codierung, die Men-
ge der moglichen Zeichen heifst Alphabet. Der Empfanger erhilt die tibermittelte
Nachricht und mufs die Codierung riickgangig machen. Die decodierte Nachricht
muf$ aber nicht mehr mit der urspriinglich gesendeten Nachricht iibereinstimmen,
da wihrend der Ubertragung Stérungen Fehler verursachen kénnen. Wird z.B.
das Alphabet {0,1} verwendet, so konnte etwa statt einer 0 auch eine 1 empfan-
gen werden.

[ Quelle )

Nachricht Stérungen
Codierer Kanal —— > Decodierer
codierte empfangene
Nachricht Nachricht decodierte

Nachricht
( Empfanger )

Abbildung 1: Schematische Darstellung der Nachrichtentibertragung

Die Aufgabe der Codierungstheorie ist nun, die Codierung so zu gestalten, daf3
Ubertragungsfehler erkannt und korrigiert werden kénnen. Dazu werden einer
Nachricht bei der Codierung zusétzliche redundante Informationen hinzugefiigt,
die es dem Decodierer bei einer fehlerhaft tibermittelten Nachricht erlauben, auf
die urspriinglich gesendete zurtickzuschlieSen. Die Existenz von derartigen Co-
des, mit denen eine im wesentlichen fehlerfreie’ Kommunikation auch tiber einen
gestorten Kanal moglich ist, garantiert das Theorem von Shannon.

 Im wesentlichen fehlerfrei” bedeutet hier, daf die Wahrscheinlichkeit, daf trotz Korrektur Fehler
verbleiben, durch Wahl eines geeigneten Codes theoretisch beliebig klein wird.



2. Codierungstheorie

Das genannte Theorem bewies Claude Elwood Shannon 1948 in seinem Artikel
,Mathematical Theory of Communication” (Shannon, 1948), welcher den Beginn
der Codierungstheorie markiert. Der Artikel ist erschienen zu einer Zeit, in der die
ersten Computer entwickelt wurden. Um auf einem Computer Rechungen ausfiih-
ren zu konnen, miissen Daten iibermittelt werden. Nun waren die ersten Compu-
ter nur in der Lage, Fehler zu erkennen; sie konnten diese aber nicht korrigieren,
weshalb Rechnungen bei Auftreten eines Ubertragungsfehlers abgebrochen wer-
den mufiten. Mit dem Wissen, daf$ es gute Codes hinsichtlich der Fehlerkorrektur
gibt, versuchten die Wissenschaftler damals, auch solche zu konstruieren. Einer
dieser Wissenschaftler war Richard W. Hamming, der die sogenannten Hamming-
Codes erfand und 1950 im Artikel , Error Detection and Error Correction Codes”
publizierte (Hamming, 1950). Die Hamming-Codes kénnen alle Ubertragungsfeh-
ler korrigieren, wenn in jedem empfangenen Wort hochstens ein Fehler vorkommt.

Im restlichen Teil dieser Arbeit werden wir uns nicht mehr mit der Informati-
onstheorie beschéftigen. Wer dennoch mehr wissen mochte, findet eine ausfiihr-
liche Behandlung des Shannonschen Theorems bei van Lint (1999) im Kapitel 2
oder auch bei Liitkebohmert (2003). Die Urspriinge dieses Theorems sind im Ar-
tikel von Liike (1999) dargelegt. Interessant ist auch die Einleitung des bereits er-
wiahnten Artikels von Hamming (Hamming, 1950), da Hamming hier den Ent-
wicklungsstand der ersten Computer und den Unterschied zu Rechenanlagen der
damaligen Telefonzentren beschreibt.

Im folgenden Abschnitt fithren wir die fiir diese Arbeit benttigten Grundbe-
griffe der Codierungstheorie ein und stellen die Reed-Muller-, die Reed-Solomon-
sowie die geometrischen Goppa-Codes vor.

2.1. Grundbegriffe der Codierungstheorie

Definition 2.1: Fiira = (ay,...,a,) und b = (by,...,by) aus ]Fg sei

d(a,b) = #{l ’ a; 7'é bl}

Die hierdurch gegebene Abbildung d heifit Hammingabstand auf Fy. Das Gewicht von
einem Element a € I ist der Abstand von a zur 0:

d(a,0) :=*{i | a; #0}.

Wie man leicht nachrechnet, ist der Hammingabstand d eine Metrik auf ]FZ’



2.1. Grundbegriffe der Codierungstheorie

Definition 2.2: Ein Code' C (iiber dem Alphabet qu) ist ein linearer Unterraum des [F",
dessen Elemente als Codeworter bezeichnet werden. Wir nennen n die (Wort-)Linge
und dimg, C die Dimension von C. Ein [n, k]-Code ist ein Code der Lange n und der
Dimension k. Unter dem Minimalabstand d(C) eines Codes C verstehen wir die Grifse

d(C) :=min{d(a,b) | a,b € Cund a # b}
=min{d(c,0) | 0 # c € C}.

Dementsprechend ist ein [n, k, d]-Code ein [n, k]-Code mit Minimalabstand d.

Ein [n, k]-Code C iiber F, besitzt als k-dimensionaler [F,-Vektorraum ¢* Code-
worter. Mit einem solchen Code kénnen also hochstens g¢ verschiedene Worter
codiert werden; die Codierung ist dabei eine geschickte Zuordnung (mittels einer
injektiven linearen Abbildung) der Worter (in IF',;), aus denen eine Nachricht zu-
sammengesetzt ist, zu den Codewortern (in C C IFZ).

Eine zu sendende Nachricht kdnnen wir uns jetzt als Folge von Codewortern
vorstellen, wihrend die empfangenen Worter beliebige Elemente des I sein kon-
nen. Da jetzt aber pro tibertragenem Wort nicht die k Stellen der urspriinglichen
Worter der Nachricht tibermittelt werden, sondern die n Stellen der Codeworter,
liegt die Informationsrate bei k/n. Maximal wird die Informationsrate natiirlich fiir
k = n. Dann sind aber alle Worter des IFj Codewdorter, so daf$ Ubertragungsfehler
nicht erkannt und erst recht nicht korrigiert werden kénnen. Eine Korrektur kann
nur fiir n > k erfolgen und wird gerade durch die zusétzlichen, redundanten Stel-
len ermoglicht. Man nennt daher n — k die Redundanz des Codes.

Zur Korrektur verwendet man die Nichste-Nachbarn-Decodierung. Nachste Nach-
barn bestimmen sich dabei iiber den Hammingabstand, denn dieser z&hlt, an wie
vielen Stellen sich zwei Worter unterscheiden. Bei der Decodierung wollen wir
einem empfangenen Wort w natiirlich das Codewort zuordnen, das w am ,dhn-
lichsten” ist. Gibt es nur ein Codewort v mit geringstem Hammingabstand zu w,
so nutzen wir v zur Korrektur von w und erhalten damit eine eindeutige Deco-
dierung. Ein empfangenes Codewort wird auf diese Weise sich selbst zugeordnet.
Gibt es keinen (eindeutig bestimmten) ndchsten Nachbarn, so ist eine korrigieren-
de Decodierung nicht moglich.

Offenbar hat man dann die beste Chance, Fehler zu korrigieren, wenn die Code-
worter untereinander einen moglichst groffen Hammingabstand besitzen. Ein gu-
ter Code fiihrt daher zu einer moglichst gleichméfSiigen Verteilung der Codeworter

*Allgemeiner wird auch eine nichtleere Teilmenge C C A" als Code bezeichnet, wobei A # @ eine
beliebige endliche Menge ist. Da dann alle Codeworter die gleiche Lange n haben, ist C ein Block-
code der Blocklidnge 7. Falls A = IF; und C C IF;‘ ein linearer Unterraum ist, heifst C linearer Code.
In dieser Arbeit beschranken wir uns auf lineare Codes.
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auf den IFZ. Besonders schlecht ist es also, jedes Wort einer Nachricht durch Hin-
zufiigen von n — k Nullen zu einem Codewort zu machen.

Ist eine Nachste-Nachbarn-Decodierung méglich, so werden die Ubertragungs-
fehler berichtigt. Wie der folgende Satz zeigt, ist die Anzahl der korrigierbaren
Fehler mit dem Minimalabstand des Codes verkniipft:

Satz 2.1: Sei C ein [n,k,d]-Code. Treten bei der Ubertmgung eines Codewortes hoch-
stens | (d — 1) /2] Fehler auf,* so lassen sich diese korrigieren. Eine reine Fehlererken-
nung ist bis zu d — 1 aufgetretenen Fehlern moglich.

Beweis: Treten s Fehler bei der Ubertragung eines Codewortes v auf, so unterschei-
det sich das empfangene Wort w von v an s Stellen, d.h. d(v, w) = s. Da der Mi-
nimalabstand des Codes d ist, kann w fiir 1 < s < d — 1 kein Codewort sein und
wird somit als Fehler erkannt.

Seinuns = d(v,w) < t:= [(d —1)/2]. Fiir ein von v verschiedenes Codewort
u gilt dann: d(u, w) > |d(u,v) —d(v,w)| > d —t > t+ 1. Folglich ist v das n4chste
Codewort zu w, so daf3 die Nachste-Nachbarn-Decodierung die Fehler korrigiert.
Mit anderen Worten: Das empfangene Wort w kann dann eindeutig einem Code-
wort zugeordnet werden (was der Fehlerkorrektur entspricht), wenn sich die um
die Codewdorter gelegten Hamming-Kugeln mit Radius s nicht schneiden. Dies ist
offensichtlich fiirs < | (d — 1) /2] der Fall. [

Ziel der algebraischen Codierungstheorie muf also sein, solche Codes zu kon-
struieren, deren Dimension und Minimalabstand im Vergleich zur Linge grofs
sind. Denn dann ist einerseits die Informationsrate hoch, und es konnen anderer-
seits viele Fehler korrigiert werden. Dies ist aber nicht uneingeschrankt moglich,
da grob gesagt die Dimension eines Codes klein ist (in Bezug auf die Lange), falls
der Minimalabstand grofs ist. Die einfachste Schranke hierfiir ist folgende:

Satz 2.2 (Singleton-Schranke): Fiir einen [n,k,d]-Code gilt: d < n —k+ 1.

Beweis: Punktiert man den Code (d — 1)-mal, d. h. 1&68t man an (d — 1) festen Posi-
tionen die Eintrdge der Codeworter weg, so bleiben die Codewdorter verschieden.
Man erhélt also einen [n — d + 1, k]-Code, weshalb gilt: k < n —d + 1. (]

Definition 2.3: [n,k,d]-Codes, fiir die die Singleton-Schranke angenommen wird, d. h.
fiir die k = n — d + 1 ist, heiffen MDS-Codes (maximum distance separable codes).

MDS-Codes erfiillen die obige Anforderung an eine geschickte Codierung: Hier
sind die Codeworter so gleichméfiig verteilt, daff Hammingkugeln mit Radius

*Fiir r € R bezeichnet || := max{k € Z | k < r} die GauBklammer.
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|(d —1)/2], die um alle Codewdorter gelegt werden, den ganzen [} disjunkt aus-
schopfen.

Im allgemeinen ist es viel schwieriger, eine untere Schranke fiir den Minimal-
abstand d eines Codes anzugeben. Mit Hilfe des Theorems von Cayley-Bacharach
wird uns dies aber fiir einige Auswerte-Codes gelingen.

2.2. Auswerte-Codes

Auswerte-Codes sind Codes, die durch Auswerten von Polynomen an endlich vie-
len Stellen gebildet werden. Affine Auswerte-Codes werden z. B. in Heholdt u. a.
(1998) betrachtet. Da wir nur Auswerte-Codes fiir den projektiven Raum benutzen
werden, beschranken wir uns bei der Definition auf diesen Fall (vgl. Hansen, 1994,
2003). Zuvor erinnern wir noch an die in den Prédliminarien (== Kapitel 1) getrof-
fene Konvention, da8 I' = {py, ..., pn} eine Menge von n verschiedenen Punkten
im IP™ ist, und daf R, alle homogenen Polynome in 7 + 1 Unbestimmten iiber IF,
vom Grad 4 und das Nullpolynom enthilt.

Definition 2.4: Sei fr € R, mit fr(p) # 0 fiir alle p € I'. Der zu I assoziierte Aus-
werte-Code C(I'), ist definiert als das Bild folgender linearer Auswerteabbildung

R f(p1) f(pn)
ea(I'): Ra — Ty, fH(fr(Pll)"”'fr(Pn))

C(I'), ist also ein linearer Code der Blocklinge n. Bei Wahl eines anderen fr erhilt man
einen zu C(I"), isomorphen Code, d. h. durch die Punktmenge I' ist der Code bis auf Iso-
morphie festgelegt.

Der Kern der Auswerteabbildung e,(I") ist der Vektorraum (Ir), = Ir N R,.
Nach der aus der linearen Algebra bekannten Rangformel gilt dann:

*I > k, = dimp, C(I'), = dimg, R, — dimg, (Ir),.

Schoner lafsit sich die Dimension {tiber die Hilbertfunktion beschreiben. Bevor wir
in Satz 2.8 auf Seite 13 dazu kommen, fithren wir die Hilbertfunktion ein und
untersuchen einige ihrer Eigenschaften.

2.2.1. Die Hilbertfunktion

Definition 2.5: Sei I ein homogenes Ideal im Polynomring R = K[Xo, ..., Xy] iiber
einem beliegiben Korper K. Die Hilbertfunktion von R/1 ist die Funktion

HR/[INHN, HR/I(a) = dil’nK<R/I>a.
Entspricht I dem einer Punktmenge I' zugeordneten Verschwindungsideal Ir (v= Kapi-
tel 1), so schreiben wir fiir die Hilbertfunktion auch Hr.

11



2. Codierungstheorie

Notiz 2.3: Wegen (R/I), = R,/I, (= Kapitel 1) gilt fiir die Hilbertfunktion:
Hg/1(a) = dimg R, — dimg I, = codimg I,.
Héufig wird die Hilbertfunktion auch hiertiber definiert. O

Lemma 2.4: Ist I eine endliche Punktmenge im P™, so gilt fiir a > *I" — 1:
Hr(a) ="T.

Beweis: Wie vereinbart schreiben wir I' = {py, ..., pn }. Mindestens eine Koordina-
te p;, einesjeden p; = (pj, : ... : pj,) € I ist nicht Null.

Zu je zwei verschiedenen Punkten p;, p; € I' gibt es ein homogenes Polynom
fij vom Grad 1 (d. h. eine Linearform) mit f;;(p;) = 0 und f;;(p;) # 0. Aus den f;;
gewinnt man fiir jedes j € {1,...,n} ein Polynom

. ya—(n-1) &
i#
das homogen vom Grad a ist und f;(p;) = 0 ftir i # j sowie f;(p;) # 0 erfiillt. Da

sich alle Polynome vom Grad 4, die auf I" nicht identisch verschwinden, modulo
(Ir)q durch diese f; darstellen lassen und da die f; linear unabhéngig sind, folgt:

#r o Jime. R —
I' = n = dimg V(Ir)a_HF(a)' (]
Offenbar ist die Hilbertfunktion einer endlichen Punktmenge fiir grofie a kon-
stant. Dies ist im Hinblick auf den Satz von Hilbert interessant:

Satz 2.5 (Hilbert): Sei I ein homogenes Ideal im Polynomring R. Dann gibt es genau
ein Polynom Pg,1(a), so daf fiir alle geniigend grofien a € N gilt: Pr/;(a) = Hgy(a).
Pr,1(a) heifit daher Hilbertpolynom.

Beweis: Siehe Eisenbud u. Harris (2001, S. 128). ]

Notiz 2.6: Fiir eine endliche Punktmenge I ist das Hilbertpolynom Pr(a) gemaf
obigem Lemma 2.4 konstant:

Pr(a) := Pr/y,(a) = *T. O

Wir konnen die Aussage des Lemmas 2.4 leicht umformulieren. Dazu betrachten
wir die von der Auswerteabbildung e,(I'), 2 € IN, herriihrende exakte Sequenz
von F,-Vektorrdumen:

0 — (Ir) = Kerey(I') — Ry “™s ! — Cokere, (I') — 0.
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2.2. Auswerte-Codes

Bei einer exakten Sequenz verschwindet stets die alternierende Summe der Dimen-
sionen; wegen Hr(a) = dim R, — dim(Ir), und dim IF;’ =n = *I"ist also:

0 = dim R, — dim(Ir), + dim Cokere,(I') — dim [F}
— Hr(a) = *I' — dim Cokere,(T).
Zu Lemma 2.4 ist daher dquivalent:
Lemma 2.7: Ist I eine endliche Punktmenge im P™, so gilt fiir a > *I" — 1:

dim Cokere,(I') = 0.

2.2.2. Parameter eines Auswerte-Codes

Wie schon bemerkt, hat der Auswertecode C(I'), die Lange n = #T" und die Di-
mension k, = dim R, — dim I,, was nach Notiz 2.3 auf der vorherigen Seite dem
Wert Hr(a) der Hilbertfunktion entspricht. Wir haben damit gezeigt:

Satz 2.8: Die Hilbertfunktion gibt die Dimension des Auswerte-Codes C(I"), an:
k, = dim C(I'), = Hr(a).

Lemma 2.9: Sei I'" C I eine Teilmenge von Punkten, und sei C(I'"), die Menge der
Codewodrter, die an den Stellen 0 sind, die zu den Punkten in I'" gehiren, d. h.

C(I')a = {ea(I")(f) | f € Ramit f(p) =O0fiirallep € T"}.
Dann gilt fiir die Dimension von C(I""),:
dim C(I'"), = Hr(a) — Hr:(a).

Beweis: Wegen I'' C I'ist Ir C I C R. Schriankt man die Auswerteabbildung
eqo(I') auf R, N I = (If), ein, so erhélt man die exakte Sequenz:

0= (Ir)e — (Ir)a < (1), — 0.

Das liefert mit Notiz 2.3 die Behauptung;:
dim C(I'"), = dim(I), — dim(Ir), = —Hp (a) + Hr(a). [

Falls nun dim C(I"), # 0 ist fiir ein I’ C T mit *I’ = ¢, so enthalt C(I'),
ein von Null verschiedenes Codewort mit mindestens ¢ = #I"/ Nullen, weshalb
d < n — { ist. Negation ergibt folgenden Satz und eine untere Schranke fiir den
Minimalabstand:
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Satz 2.10: Genau dann enthiilt C(I"), keine Codewdrter (# 0) mit mindestens ¢ Nullen,
wenn fiir alle Teilmengen I'" C T mit *I'" = ¢ gilt:

Hr(a) = Hr(a).
Dannistd > n — £+ 1.
Da nach der Singleton-Schranke (*= Satz 2.2) stets d < n — k — 1 ist, folgt:

Satz 2.11: Der Code C(I'), der Linge n = *I' und der Dimension k, = Hr(a) ist
genau dann ein MDS-Code, wenn fiir alle I' C I mit *I" = k, gilt:

Hr(a) = Hri(a).
Wir konnen also entscheiden, wann ein Auswerte-Code ein MDS-Code ist.

Bemerkung: Seik, = Hr(a) = dimg R,/ (Ir), Dann sind dquivalent:
 Firalle I" C I mit*I" =k, gilt: Hr(a) = Hp(a).
* Jedes f € R,, das in k, Punkten von I" verschwindet, verschwindet bereits
identisch auf I'.

2.3. Reed-Muller-Codes

Reed-Muller-Codes sind urspriinglich bindre Codes, die mittels einer (u,u + v)-
Konstruktion induktiv aus einfachen Codes konstruiert werden (vgl. Liitkeboh-
mert, 2003, Kap. 1.5). Einen schénen Uberblick iiber verschiedene Weiterentwick-
lungen dieser Codes findet man bei Delsarte u. a. (1970).

Wir betrachten hier die sogenannten verallgemeinerten (affinen) Reed-Muller-Codes;
sie sind Beispiele fiir Auswerte-Codes, wie wir sehen werden (vgl. Renteria u.
Tapia-Recillas, 1997 oder auch Assmus u. Key, 1992, Kap. 5, insb. Kap. 5.4). Im
folgenden seien Py, ..., P, die n = g™ Elemente des affinen Raumes A™ (IFq).

Definition 2.6: Fiir jedes a € IN, a < m(q — 1), ist der verallgemeinerte (affine)
Reed-Muller-Code der Ordnung a, kurz GRM-Code, folgender Unterraum im I} :

GRM(a,m) := {(g(P1),...,8(Pn)) | § € Fy[X1,..., Xp], gradg < a}.

Notiz 2.12: Der affine Raum A" (IF;) = {P;, ..., P, } kann vermoge der Einbettung
aus Kapitel 1

¢: A" (F;) — P"(Fy), (ar,...,am)— (L1iap:...:a,)
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mit I' = {py,...,pn} C P"(IF,;) identifiziert werden, wobei wir p; = ¢(P;) setzen.
Seinuna € IN, a2 < m(q — 1). Dann gilt mit fr := X{ € R,:

GRM(a,m) = {(g(P1),...,8(Px)) | § € Fy[X1,..., Xu], gradg < a}

_ {(J{fg;;l)),...,ﬁ(g;jj)) ’ fEF,[Xo,..., Xn], grad f = a} — (..
d.h. feR, O

Der verallgemeinerte Reed-Muller-Code GRM (a, m) ist also ein Code der Lénge
n = ¢" und besitzt nach Satz 2.8 als Auswerte-Code die Dimension k = Hr(a). Fiir
den Minimalabstand gilt:

Satz 2.13: Ista = {(qg—1)+r < m(g—1) mit 0 < r < g — 1, so hat der verallge-
meinerte Reed-Muller-Code GRM (a, m) den Minimalabstand d = (q — r)qg" ‘1.

Beweis: Siehe Assmus u. Key (1992, S. 166, Cor. 5.5.4). []

2.4. Reed-Solomon-Codes

Die Reed-Solomon-Codes gehoren zu den meistverwandten Codes iiberhaupt, da
sie sich besonders fiir die Korrektur von Fehlern eignen, die in ganzen Paketen auf-
treten (sogenannten , bursts”), und sich auch relativ einfach decodieren lassen. Sie
werden daher in vielen Bereichen der Dateniibertragung eingesetzt, etwa bei der
Kommunikation mit Raumsonden oder zur Fehlerkorrektur beim Einlesen von
Daten einer CD.

Neben den Reed-Solomon-Codes, die hdufig als Spezialfall (n = g — 1) von BCH-
Codes eingefiihrt werden (vgl. Liitkebohmert, 2003, Kap. 4), gibt es noch die verall-
gemeinerten Reed-Solomon-Codes (vgl. van Lint, 1999, S. 99 oder van Lint u. van der
Geer, 1988, S. 20).

Definition 2.7: Sei k < n = q — 1, und sei « ein primitives Element der multiplikativen
Gruppe F;, d.h. F; = {al,...,a&"}. Dann heifit

RSi() = {(f(a'),..., f(a") | f € Bg[X], grad f < k}
Reed-Solomon-Code oder kurz RS-Code.
Ein RS-Code ist also das Bild der Abbildung:
Ly —TF, e (flah),..., fa"),

wobei Ly := {f € Fy[X] | gradf < k} den k-dimensionalen Vektorraum der
Polynome vom Grad < k bezeichnet. Diese Abbildung ist IF,-linear und injektiv,
da ein Polynom f € IF,[X] \ {0} vom Grad < n weniger als n Nullstellen hat. Das
gibt: £ = RSy (a), weshalb RSy («) ein [n, k]-Code tiber [, ist.
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Da fiir das Gewicht eines Codewortes ¢ € RSy («) gilt

d(c,0) =n—*{ic{1,...,n} | f(&') =0}
>n—gradf >n—(k—1),

erfiillt der Minimalabstand d von RSi(«) die Ungleichung d > n — k + 1. Mit der
Singleton-Schranke (%= Satz 2.2) folgt, dafs die RS-Codes MDS-Codes sind.

Reed-Solomon-Codes lassen sich leicht verallgemeinern:

Definition 2.8: Sei k < n < g, seien &« = (aq,...,0,) € IF; n paarweise verschiedene
Punkte und v = (vy,...,0,) € ]F;‘ mit v; # O fiir alle i. Dann heifSt

GRS(#,0) = { (01 f(@), ., 00f () | f € Fy[X], grad f < k}
Verallgemeinerter Reed-Solomon-Code oder kurz GRS-Code.

Wie bei den RS-Codes zeigt man, dal GRSy («, v) ein MDS-Code der Lange n und
der Dimension k ist.

Beispiel 2.1: Wir betrachten die Punktmenge

F={pi,...,pn}:={(ro:0:...:0:1y) €P" | rg #0, 1 € Fy}
mit n := *I" = g Elementen. Die Menge I' entspricht F,, denn die Abbildung

1 Tm

¢:F_>]Fq, (rQ:OZ...ZOZT’m)HT’m‘(rO)_:ro

ist bijektiv mit Umkehrung ¢=!: 7 — (1 : 0 : ... : 0 : r). Fiir ein f € R, gilt
daher: f(Xo,..., Xm)o @™t = f(l 0,...,0,Xp) =: g(X) € Fy[Xy). Mit diesen
Bezeichnern ist f(p;) = (fo ¢ ') (e(p )) 8(@(p;)), weshalb fir den zu I' mit
fr == X§ € R, gebildeten Auswerte- Code folgt:

CT)a={(£8,- - F25) | £ € Raj

= {(g(fp(m))w,g(fp Pn)) \ g € Fy[X], gradg < a}~

Das ist offenbar ein verallgemeinerter Reed-Solomon-Code, mit P; := ¢(p;) gilt:

C(IMa = GRSu1((Py,..., Py), (1,...,1)). O
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2.5. Geometrische Goppa-Codes

Bei den geometrischen Goppa-Codes, welche iibrigens manchmal auch geometrische
Reed-Solomon-Codes genannt werden, handelt es sich um Codes, die mit algebrai-
schen Kurven gebildet werden. Bevor wir allerdings diese Codes definieren (1= Ka-
pitel 2.5.5 auf Seite 22), fithren wir die hierfiir benttigten Begriffe ein. Dabei orien-
tieren wir uns an Liitkebohmert (2003, Kap. 6), van Lint (1999, Kap. 10) — gekiirzte
Version von Heholdt u. a. (1998, Kap. 2) — sowie Stichtenoth (1993, Kap. I; Kap. II;
Anhang B) und Fulton (1969, Kap. 8).
Im folgenden bezeichne [F den algebraischen Abschlufs von IF,.

2.5.1. Algebraische Kurven

Fiir unsere Zwecke gentigt es, eine Varietit als gemeinsame Nullstellenmenge der
Polynome eines Primideals anzusehen. Alles weitere zu Varietdten findet man bei
Hartshorne (1977, Kap. I).

Definition 2.9: Eine affine (bzw. projektive) Varietit ist ein Nullstellengebilde
X =V(p) ={x € Af (bzw. Pg) |V f € p: f(x) =0}

fiir ein Primideal p C F[Xy, ..., X, (bzw. homogenes Primideal p C F[Xo, ..., Xu]).t
Varietiiten X der Dimensiont 1 heifien affine (bzw. projektive) algebraische Kurven.

Wird p erzeugt von den Polynomen fi, ..., f;, und sind deren Koeffizienten alle in IF,,
so sagen wir, X ist eine Kurve iiber IF;, die durch die Gleichungen f; = 0 1<i<r)
gegeben wird. Die Punkte von X, fiir die alle Koordinaten in I, liegen, heiffen rationale
Punkte.

Fiir die Konstruktion von Codes iiber Kurven werden wir rationale Punkte beno-
tigen, denn dann liegen die Koordinaten im gewihlten Alphabet IF,.

Definition 2.10: Eine algebraische Kurve X sei gegeben durch die Gleichungen f; = 0
(1 <i <'r).Ist fiir einen Punkt x € X wenigstens eine der partiellen Ableitungen 8X/ fi
nicht Null, so heif$t x ein nicht singulirer Punkt der Kurve. Eine Kurve heifst glatt oder
nicht singuldr, wenn alle Punkte nicht singulir sind.

tMit dieser Definition sind algebraische Kurven stets irreduzibel, vgl. Hartshorne (1977, S. 3; S. 4).

Siehe Definition 3.15 auf Seite 34, dhnlich wie bei Schemata wird der affine Raum topologisiert,
indem Mengen V (a) zu einem Ideal a als abgeschlossen angesehen werden (Hartshorne, 1977, S. 2
bzw. S. 10).
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Beispiel 2.2: Der eindimensionale projektive Raum P, 148t sich zum Beispiel fol-
gendermafen in den IP% einbetten:

Pp = {(x:y:2) € PE | x =0} = V((X)).

Da (X) ein Primideal in F[X, Y, Z] ist und da aulerdem 0, X = 1 ist, ist die projek-
tive Gerade P}, eine glatte Kurve in der projektiven Ebene IP%.
Unabhéngig von einer Einbettung gilt fiir die projektive Gerade:

Pp={(1:a) [a € F}U{(0:1)} = V({0)).

Da (0) ein Primideal ist, sehen wir erneut, daf8 P}, eine Variett ist.
Uber F, erhdlt man keine Varietdt, weil P'(IF,) = V((X-Y1—X7-Y)) gilt,
aber (X - Y7 — X7-Y) kein Primideal ist.
Uber F, ist sogar jedes Nullstellengebilde endlich, also nicht irreduzibel, falls es
mehr als einem Punkt enthalt. O

2.5.2. Funktionen auf algebraischen Kurven

Wie in den Priliminarien beschrieben (.= Kapitel 1), lassen sich Polynome auf dem
affinen Raum als Funktionen auffassen, nicht aber auf dem projektiven Raum. Hier
bilden Quotienten von homogenen Polynomen gleichen Grades wohldefinierte
Funktionen.

Ganz dhnlich kann man sogenannte rationale Funktionen auf algebraischen Kur-
ven oder allgemeiner auf Varietdten definieren. Dafiir benotigen wir die in den
Praliminarien eingefiihrte Notation der Lokalisation:

Definition 2.11: Sei X = V(p) eine affine Varietiit. Der (affine) Koordinatenring von
X ist der Ring A = F[Xy, ..., Xu|/p, und man nennt

F(X) := Ay = Quotientenkorper von A
:{é‘F,GeA, G;Ao}
den Funktionenkorper von X. Die Elemente von IF(X') heifien rationale Funktionen.

Definition 2.12: Sei X = V (p) eine projektive Varietiit. Der (projektive oder homoge-
ne) Koordinatenring von X ist der Ring S = FF[Xo,..., Xm|/p = @uen Sa, und

F(X):= S0 = {£ | F.GESafireinacN, G#0}

heifSt Funktionenkdrper von X . Die Elemente von IF(X') werden rationale Funktionen
genannt.

Fiir eine rationale Funktion g ist dann also é((z)) fiir x € X definiert, falls G(x) # 0.
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Beispiel 2.3: Da die projektive Gerade tiber IF gemaf Beispiel 2.2 durch (0) gege-
ben ist, ist der Koordinatenring der ganze Polynomring F[X, Y]. Hier besteht der
Funktionenkorper also gerade aus den Quotienten von homogenen Polynomen
gleichen Grades:

F(P}) = {% ‘ F,G € F[X, Y] homogen vom gleichen Grad und G # O}. O
Definition 2.13: Sei nun X = V (p) eine affine oder projektive Varietit. Dann bezeichnet

Oy i= {g € F(X) ] G(x) # o}

die Menge der in einem Punkt x € X reguliren Funktionen. Dementsprechend sind die
auf einer offenen Menge U C X requliren Funktionen die Funktionen in

O/y(U) = ﬂ OX,x-
xel
Bemerkung: Fir jedes x € & ist Oy , ein lokaler Ring, dessen maximales Ideal m,
gerade aus den Funktionen in Oy , besteht, die in x verschwinden.

Ab jetzt sei X eine glatte projektive Kurve iiber einem algebraisch ab-
geschlossenen Korper F wie in Definition 2.9.

Dannist Oy , sogar ein diskreter Bewertungsring (vgl. Liitkebohmert, 2003, S. 169,
Satz 8.1.5 oder Fulton, 1969, Kap. 3.2, Thm. 1). Die zugehorige Bewertung ist eine
Abbildung ord,: F(X) — Z U {oo}, die jeder rationalen Funktion in F(X') ih-
re Null- bzw. Polstellenordnung im Punkt x zuordnet (vgl. Liitkebohmert, 2003,
S. 109 oder Heholdt u. a., 1998, Kap. 2.2).1

2.5.3. Divisoren

Definition 2.14: Ein Divisor D auf X ist eine formale Summe D = Y .y nyx mit
ny € Z und ny = 0 fiir fast alle Punkte x. Der Triger eines Divisors D ist die Menge
der Punkte mit Koeffizienten # 0: supp D := {x € X | ny # 0}. Ein Divisor D heifst
effektiv, falls alle Koeffizienten n, nicht negativ sind; wir schreiben dann D = 0. Der
Grad eines Divisors D ist deg(D) := )_n,.

fGenauer hat man zunachst nur eine diskrete Bewertung auf dem Quotientenkérper Q(Oy ), d.h.
eine surjektive Abbildung ord,: Q(Oy ) — Z U {oo} mit ordy(h) = co <= h =0 und
ordy(fg) = ordy(f) + ordy(g), ordy(f + g) > min{ord,(f),ordx(g)}.

Dabei ist: Oy, = {h € Q(Ox,) | ordy(h) > 0} und my = {h € Q(Oy ) | ordy(h) > 0}. Die
Bewertung 148t sich dann durch ordy(F/G) := ordy(F) — ord,(G) von Q(Oy ) auf den Funktio-
nenkorper F(X') fortsetzen. Fiir ein H € F(X) sagt man dann bei ordy(H) = r > 0: ,,H hat eine
Nulistelle der Ordnung r in x“ und bei ordy(H) = —r < 0: ,,H hat einen Pol der Ordnung r in x”.
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Wie erwidhnt, haben wir fiir eine glatte projektive Kurve X und jedes x € X eine
Bewertung ord, auf dem Funktionenkorper F(X').

Definition 2.15: Sei f € F(X') \ {0} eine rationale Funktion. Weil ord,(f) = 0 ist fiir
fast alle x € X, konnen wir den durch f bestimmten Divisor

div(f) :== ) ord«(f)-x

xeX

definieren. Er wird Hauptdivisor genannt.

Ein Hauptdivisor div(f) enthélt also Informationen tiber die Nullstellen und iiber
die Pole der rationalen Funktion f. Es gilt:

Satz 2.14: Fiir Hauptdivisoren ist: deg div(f) = 0.
Beweis: Siehe Liitkebohmert (2003, S. 199, Satz 8.3.8). ]

Sei D = Y} n;x; — },m;y; ein Divisor, wobei alle n;,m; > 0 seien. Gibt es nun
rationale Funktionen, die in den y; Nullstellen von mindestens der Ordnung m;
und nur in den x; Pole von hichstens der Ordnung 7; haben? Dies ist der Fall,
falls £(D) (= Definition 2.16) nicht nulldimensional ist.

Definition 2.16: Fiir einen Divisor D auf X setzen wir:
L(D):={f € F(X) | div(f) + D = 0}.
Gemifl dem nachfolgenden Satz ist der Vektorraum £(D) endlichdimensional:
Satz 2.15: Fiir einen Divisor D auf X gilt:
dim £(D) < max{0;1+ deg(D)}.
Beweis: Siehe Liitkebohmert (2003, S. 199, Satz 8.3.9). [ ]

Genauer 146t sich die Dimension von £(D) mit Hilfe der reguliren Differential-
formen bestimmen (vgl. Fulton, 1969, Kap. 8.4). Wir benutzen hier jedoch den Satz
von Riemann, iiber den auch das Geschlecht einer Kurve ohne weitere Theorie de-
finiert werden kann, sowie ein Korollar des Satzes von Riemann-Roch.

Satz 2.16 (Riemann): Es gibt eine natiirliche Zahl g, so dafs fiir alle Divisoren D auf
X gilt:
dim £(D) > deg(D) +1—g.

Die kleinste dieser Zahlen g heifst Geschlecht der Kurve X.

Beweis: Siehe Fulton (1969, Kap. 8.3) oder Liitkebohmert (2003, S. 201, Satz 8.3.12).
|
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Bemerkung: Fiir den Nulldivisor Dy = 0 auf X enthilt £(Dy) alle rationalen Funk-
tionen f € F(X), deren Hauptdivisoren div(f) effektiv sind. Das erfiillen we-
gen degdiv(f) = 0 aber nur die konstanten rationalen Funktionen, das heif3t,
1 = dim£(Dg) > 0+ 1 — g. Das zeigt, dafl das Geschlecht g jeder projektiven
Kurve & nicht negativ, also tatsdchlich eine natiirliche Zahl ist.

Korollar 2.17: Fiir einen Divisor D auf X mit deg(D) > 2g — 2 gilt:
dim £(D) = deg(D) +1 — g.

Beweis: Siehe Fulton (1969, Kap. 8.6, Cor. 2) oder auch Liitkebohmert (2003, S. 197,
Kor. 8.3.3 oder S. 114, Kor. 6.1.14). ]

2.5.4. Anderungen fiir endliche Korper

Da in der Codierungstheorie nur ein endliches Alphabet (ein IF;) zur Verfiigung
steht, miissen wir die bisher fiir den algebraischen Abschluf IF von F, beschriebe-
ne Theorie ein wenig anpassen (vgl. Stichtenoth, 1993, Anhang B.11 & B.12).

Wie bereits erwdhnt, sprechen wir von einer Kurve & {iber IF;, wenn das Prim-
ideal p von Polynomen erzeugt wird, deren Koeffizienten alle in IF; liegen. Die
Menge X (IF;) der rationalen Punkte auf X' lafst sich elegant tiber die Galoisgruppe
Gal(IF/TF,) beschreiben, also tiber die Gruppe der Automorphismen von F, die IF,
punktweise fest lassen. Analog fiihrt man IF-rationale Funktionen von X ein:

X(F,) ={xe X |VoeGal(F/F,): o(x) = x}
= {x € X | alle Koordinaten von x liegen in F, },
F,(X) = {f € F(X) | Vo € Gal(F/Fy): o(f) = f}.

Ein Divisor D = Y,y nyx auf X heil3t definiert iiber IF,, falls (D) = D fiir alle
o € Gal(IF/TF,;), also wenn stets n,(,) = n, gilt. Beachte, D ist insbesondere galois-
invariant, wenn alle x rational sind. Die Forderung c(D) = D ist allgemeiner,
denn mit x mufs der ganze Galoisorbit von x im Trager liegen, und auf diesem
mulf$ zuséatzlich die Vielfachheit n, konstant sein.

Fiir einen tiber IF; definierten Divisor D bilden wir:

Lg, (D) = Fg(X) N L(D).
Laut Stichtenoth (1993, Anhang B.12) gilt:
dim]pq (ﬁ]pq(D)) = dlmIp(,C(D)),

weshalb wir den Satz von Riemann und das Korollar aus dem Satz von Riemann-
Roch auch fiir L, (D) anwenden konnen.
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2.5.5. Codierung mit algebraischen Kurven

Wir konnen nun die geometrischen Goppa-Codes definieren. V. D. Goppa hat aller-
dings in Goppa (1981) urspriinglich den hierzu dualen Code eingefiihrt, wobei Re-
siduen von Differentialen benutzt werden. Wir richten uns bei der Bezeichnung nach
Stichtenoth (1993, S. 42, Def. 11.2.1) und Liitkebohmert (2003, S. 115, Def. 6.2.1).
Andere Autoren nennen diese Codes auch algebraisch geometrische Codes, kurz
AG-Codes (vgl. Tstasman u. Vladut, 1991, S. 266, Kap. 3.1.1) oder geometrische (ver-
allgemeinerte) Reed-Solomon-Codes (vgl. van Lint, 1999, S. 160, Def. 10.6.2).

Sei X eine glatte projektive algebraische Kurve tiber IF; vom Geschlecht g. Seien
X1,..., X, paarweise verschiedene rationale Punkte auf X und sei D der Divisor
D=x1+x2+4...+x,.5ei G = }_,c y nxx ein weiterer Divisor mit zu D disjunktem
Trdger, d.h. ny, = 0 ftir alle j.

Definition 2.17: Der zu den Divisoren D und G assoziierte geometrische Goppa-Code
Cr(D, G) ist das Bild der linearen Abbildung:

epc: L(G) = Fy,  fr (f(x1),..., f(xn)).

ep,c ist wohldefiniert, denn fiir f € L£(G) hat man stets ordy;(f) > 0, weil die
Trager von D und G disjunkt sind.
Die Lange des Codes C (D, G) ist offensichtlich n = deg D.

Satz 2.18: C.(D, G) ist ein [n, k, d]-Code mit den Parametern:
k =dim £(G) —dim £L(G — D), d > n—deg(G).

Beweis: Die Auswerteabbildung ep ¢ ist eine surjektive Abbildung von £(G) nach
Cr(D,G) = Im(ep ) mit Kern

Ker(ep,g) = {f € L(G) | ordy,(f) > 0fiirj=1,...,n} = L(G — D).

Folglich ist k = dimIm(ep,g) = dim £(G) — dim £L(G — D).

Zum Beweis der Aussage iiber den Minimalabstand wéhlen wir ein f € L(G)
mit Gewichtd(epc(f),0) = d. Dann verschwindet f inn —d Punkten x;,, ..., xj,_,,
weshalb div(f) +G —xj, —... — x;,_, ein effektiver Divisor ist. Betrachtet man den
Grad, so erhidlt man, da Hauptdivisoren Grad Null haben (s Satz 2.14):

0 < deg(div(f) +G—xj, —... —x;, )
= degdiv(f) + deg(G) — (n —d) = deg(G) —n +d. [
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2.5. Geometrische Goppa-Codes

Korollar 2.19: Gilt deg(G) < n = deg(D), so ist die Auswerteabbildung ep ¢ injek-
tiv. Ce (D, G) hat dann die Parameter:

k=dim £(G) > deg(G) +1—g, d > n—deg(G).
Fiir 2¢ — 2 < deg(G) < deg(D) hat man sogar Gleichheit: k = deg(G) +1 — ¢.
8 13 3 8 8 8

Beweis: Nach Annahme ist deg(G — D) = deg(G) —n < 0, weshalb nach Satz 2.15

gilt: Ker(ep,g) = L(G — D) = {0}; also ist ep ¢ injektiv und k = dim L(G).
Die restlichen Behauptungen folgen unmittelbar mit dem Satz von Riemann
(= Satz 2.16) und dem Korollar aus dem Satz von Riemann-Roch (== Korollar 2.17).
[

Beispiel 2.4: Sei X' die projektive Gerade iiber F, d.h. X = P! (== Beispiel 2.2 auf
Seite 17 sowie Beispiel 2.3 auf Seite 19), und sei n = g — 1. Fiir ein erzeugendes
Element 8 der zyklischen Gruppe IF; sind die Punkte x; = (1: /), j € {1,...,n},
rational auf X'. Diese geben den Divisor D := } ', x;. Sei G = axo + bxeo mit
x0=1(1:0),%0=(0:1)und a,b > 0.

Da L, (G) alle Fy-rationalen Funktionen — hier also alle Quotienten von homo-
genen Polynomen gleichen Grades — enthilt, die in xy bzw. x., hochstens Pole der
Ordnung a bzw. b haben, bilden

(%)), —a<i<b

eine IF;-Basis von L, (G), d.h. dimg, (LE,(G)) =a+b+1 = deg(G) + 1.
Der zu D und G assoziierte geometrische Goppa-Code C.(D, G) hat dann die
Dimension k = a + b + 1 (== Korollar 2.19). Man erhalt:

h IFq—Lin.—Komb. von (%)Z
x]- = (1 : ﬁ])
={(h(B"),...,h(B")) | h € F4[Z], gradf <k=a+b+1}

= RS(B)-

Der geometrische Goppa-Code C (D, G) liefert also einen Reed-Solomon-Code.

Ce(D,G) = {(h(x1), ..., h(x.)) | h € Lk, (G)}

In Buch von Stichtenoth (1993, Kap. I1.3, Prop. 11.3.3) wird sogar bewiesen, daf je-
der verallgemeinerte Reed-Solomon-Code einem geometrischen Goppa-Code ent-
spricht. O

Als letztes betrachten wir Hermitesche Codes. Das sind spezielle geometrische
Goppa-Codes, die zu Divisoren von Hermiteschen Kurven gebildet werden.
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Beispiel 2.5 (Hermitesche Codes): Wir betrachten die glatte Kurve:
X, =V(f) CPE mitf(X,Y,Z)=Y""" - X1Z-XZ".

Diese Hermitesche Kurve hat das Geschlecht ¢ = 3(q* — q) (vgl. van Lint, 1999,
S. 158, Theorem 10.4.6 oder Stichtenoth, 1993, S. 211 und S. 247). Auf & gibt es
einen eindeutig bestimmten unendlich fernen Punkt’, namlich x. := (1 : 0 : 0).
Dariiber hinaus liegen genau ¢° affine [Fo-rationale Punkte x; = (a; : B; : 1) auf
Xy (= Satz A.2 im Anhang); «; und B; erfiillen dabei: ﬁ?“ = (x? + a;.

Ein Hermitescher Code C, mit r € Z ist der zu den Divisoren D = 2;73:1 xj und
G = rx assoziierte geometrische Goppa-Code C. (D, G). Dieser Code hat die
Blockldnge n = deg D = g°. Gemaf Korollar 2.19 gilt fiir die Dimension und fiir
den Minimalabstand von C,, wenn 0 < r < q3 ist:

k,zr—i—l—%(qz—q), dr2q3—r.

Firg> —q—2 <r < ¢’ giltsogark, = r+ 1 — J(4* — q).
In gewissen Fillen kennt man sogar den tatsdchlichen Minimalabstand (siehe
auch Stichtenoth, 1988, Theorem 5):

Behauptung: Fiirr = i-gmit0 < i < g*> hat der Hermitesche Code C, = C(D, rx«)
den Minimalabstand d, = ¢° — .

Beweis: Da stets d, > ¢°> — r ist, geniigt es zu zeigen, daf es fiir r = i-q mit
0 < i < ¢? eine rationale Funktion 0 # f € L(rx.) gibt, die genau r verschie-
dene einfache Nullstellen besitzt.

Division mit Rest liefert jedenfalls die Darstellung?

r=i-g=s(g+1)+t mit0<t<gunds< g —g.

Es gibt dann paarweise verschiedene Elemente a1, ..., a; € {a € ]qu | a7+ a =0}
und a;4q,. .., 4045 € {a € IF 2 | a7+ a # 0}, vergleiche Lemma A.1 im Anhang.
Dann hat die durch
ﬁ X — OC]Z
=
induzierte rationale Funktion f € L(rx«) auf X; die folgenden Nullstellen:
(oc]-:O:l) furl <j<t,

*Das Polynom f ist die Homogenisierung des Polynoms Y7+! — X7 — X; folglich sind die unendlich
fernen Punkte auf Xj; die Punkte, deren Z-Koordinate Null ist. Das erfiillt nur xoo = (1:0:0).
tFirs > ¢ —ghatman:r =s(g+ 1)+t > (g2 —q+1)(g+1) = ¢° + 1 > r, Widerspruch.
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Im zweiten Fall gibt es zu jedem j genau g + 1 verschiedene f; mit [3?“ = tx? +a;.
Insgesamt erhdlt man daher -1+ s - (g + 1) = r unterschiedliche einfache Null-
stellen. O

Speziell fiir r = (g — A) (4% + q) mit 0 < A < g — 1 hat der Hermitesche Code C,
also die Parameter (es gilt hier > — g —2 < r < ¢°):

n=g°, k=g + 352 +q) +1, d, = (A —1)g* + Aq.

Weitere Betrachtungen zur Struktur von Hermiteschen Codes findet man im
Artikel von Little, Saints und Heegard (1997). O
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3. Projektive Algebraische Geometrie

In diesem Kapitel stellen wir die zur Abschidtzung von Minimalabstdnden von
Auswerte-Codes (== Kapitel 4 auf Seite 45) benotigten Grundlagen der Algebrai-
schen Geometrie zusammen. Insbesondere behandeln wir nulldimensionale Sche-
mata.

Wir orientieren uns hauptsichlich an den Biichern von Hartshorne (1977) und
Kunz (1997). Eine ausfiihrliche Behandlung des Satzes von Cayley-Bacharach fin-
det man im Artikel von Eisenbud u. a. (1996).

3.1. Spektren von Ringen

Definition 3.1: Fiir einen Ring A bzuw. fiir einen graduierten Ring S = @,cz Sq mit
irrelevantem Ideal S, = @,~( S, ist das Primspektrum Spec A bzw. das homogene
Primspektrum Proj S folgendermaflen definiert:

Spec A= {p C A | p Primideal}),  Proj$ := {pcspecs] e )

p2St

Diese Primspektren werden mit der Zariskitopologie zu topologischen Riumen; die ab-
geschlossenen Mengen sind hier die Primoberideale eines Ideals a C A bzw. homogenen
Ideals b C S:

V(a) := {p € SpecA | a C p}, Vi (b) := {p € ProjS | b C p}.

Eine Basis der Topologie bilden die offenen Basismengen D(g) zu § € A bzw. Dy (f)
zu homogenem f € S;.:

D(g) :={p € SpecA | g € p}, Dy (f):={p €ProjS | f € p}.

Nach Definition ist die Zariskitopologie auf Proj S die Relativtopologie der Za-
riskitopologie auf Spec S.

Definition 3.2: Eine (nichtleere) Teilmenge Y eines topologischen Raumes X nennt man
irreduzibel, wenn sie nicht dargestellt werden kann als Vereiniqung Y = Yq U Y, zweier
echter Teilmengen von Y, die in Y abgeschlossen sind.

Beispiel 3.1: Ist A bzw. S ein Integritatsring, z.B. A = S = K[Xo,..., Xu], so
sind Spec A und Proj S irreduzibel. Denn wire Proj S = Vi (a) UV (b) = Vi (ab),
so wire ab in jedem (homogenen) Primideal enthalten. Weil (0) ein Primideal ist,
hitte man ab = (0), also 0.B.d. A. a = (0). Aber V, ((0)) = Proj S. O
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Satz 3.1: Jede (nichtleere) irreduzible abgeschlossene Teilmenge Y von Spec A (bzw.
Proj S) besitzt genau einen generischen Punkt p € Spec A (bzw. p € ProjS), d. h. es
Qibt genau ein p, so dafl Y die abgeschlossene Hiille von {p} ist.

Beweis: Siehe Kunz (1997, S. 69, Satz 1.14; S. 74). ]

Definition 3.3: Ein topologischer Raum X heif$t noethersch, falls jede absteigende Ket-
te Y1 D Y, D ... von abgeschlossenen Mengen stationir wird, d. h. es gibt r € IN mit
Yr - Yr+1 = ...

Notiz 3.2: Ist A ein noetherscher Ring, so ist Spec A ein noetherscher topologischer
Raum. Ebenso ist Proj S ein noetherscher topologischer Raum, falls S ein noether-
scher graduierter Ring ist. Viele Beispiele werden durch Polynomringe tiber Kor-
pern geliefert, denn diese sind gemdfS dem Hilbertschen Basissatz noethersch. ¢

Satz 3.3: In einem noetherschen topologischen Raum kann jede (nichtleere) abgeschlos-
sene Teilmenge Y als endliche Vereinigung Y = Y1 U ... UY, von irreduziblen abge-
schlossenen Teilmengen Y; geschrieben werden. Die (beziiglich Inklusion) maximalen
irreduziblen Teilmengen heifSen irreduzible Komponenten von X.

Beweis: Siehe Hartshorne (1977, S. 5, Prop. 1.5). ]

3.2. Garben und Schemata
3.2.1. Garben

Definition 3.4: Sei X ein topologischer Raum. Eine Prigarbe .7 von Ringen auf X
ordnet jeder offenen Menge U C X einen Ring % (U) zu, und fiir jede Inklusion von
offenen Mengen V. C U geniigt eine Restriktionsabbildung oyyv: F(U) — F(V)
den Bedingungen:

QU,U = 1d, QV,W o QU,V = Qulwfﬁr alle W C 14 C u.

Wir setzen .7 (D) = 0 und schreiben |y anstelle von oy v (o) fiir o € F(U).
Die Elemente von .% (U) heiflen Schnitte von % iiber U; ist U = X, so spricht man
von globalen Schnitten. Bisweilen bezeichnen wir den Ring 7 (U) mit T' (U, F).

Definition 3.5: Eine Prigarbe % auf einem topologischen Raum X heif$st Garbe, wenn
fiir jede offene Uberdeckung U = \J V; einer offenen Menge U C X gilt:
(G1) Ist o € F(U) ein Element mit |y, = 0 fiir alle i, so ist ¢ = 0.
(G2) Hat man fiir jedes i ein Element 0; € 7 (V;) mit o;|v,nv;, = 0jlvnv, fiir alle i, j,
so gibt es ein o € F (U) mit oy, = 0; fiir jedes i.
(o ist eindeutig bestimmt wegen der ersten Bedingung.)
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Eine Garbe ist fiir offene Mengen definiert. Man mdchte aber, da der zugrunde
liegende topologische Raum X aus Punkten besteht, das Verhalten einer Garbe in
den Punkten x € X kennen. Daher betrachtet man:

Definition 3.6: Fiir eine Priigarbe .# (von Ringen) und einen Punkt x € X ist der
Halm %y von .Z in x definiert als der direkte Limes der Ringe % (U) fiir alle offenen
Umgebungen U von x in X:

Fi= lim FU) =L mitr={JFW).
UCX offen, UcX offen,
xel xel

Dabei ist 0 € . (U) genau dann idquivalent zu T € % (V'), geschrieben o ~ T, wenn es
eine offene Umgebung W C U NV von x gibt mit oy w (o) = olw = T|lw = ov,w (7).

Der Halm einer Garbe von Ringen ist selbst ein Ring; die Elemente o (Aquivalenzklas-
sen beziiglich ~) des Halmes %, sind die Keime von Schnitten von .# in x.

Definition 3.7: Ein Morphismus ¢: % — % von Priigarben auf einem topologischen
Raum X besteht aus einer Kollektion von Ringhomomorphismen ¢y : F(U) — ¢ (U) zu
U C X offen, so dap fiir jede Inklusion V C U das Diagramm

FUu) 2 gu)

ofv | et

F(V) L (V)
kommutiert. Ein Morphismus von Garben ist analog definiert.

Definition 3.8: Sei ¢: .% — ¢ ein Morphismus von Garben. Die Kerngarbe Ker ¢ von
¢ ist die durch U — Ker (@) gegebene Garbe. Sie ist eine Untergarbe von 7.

Bei der Kerngarbe haben wir Gliick, daf3 die naheliegende Definition eine Gar-
be liefert. Analoge Definitionen fiir Bild oder Cokern fiithren nur zu Pragarben.
Ebenso ist fiir eine Untergarbe .# von ¢ der Quotient U — ¢ (U)/.% (U) im allge-
meinen auch nur eine Pragarbe.

Zujeder Pragarbe .7 gibt es aber eine eindeutig bestimmte assoziierte
Garbe .Z T und einen Morphismus 6: .# — .Z 1, so daf gilt: Fiir jede .# Ny
Garbe ¢ und fiir jeden Morphismus ¢: .# — ¥ existiert ein eindeutig \ | "
bestimmter Morphismus ¢: .Z*+ — ¢ mit ¢ = o . AuBerdem ist  *

Fp = ﬁp* fir alle p € X (vgl. Hartshorne, 1977, S. 64, Prop. 1.2).
Man verwendet dann statt einer Pragarbe .# deren ,Garbifizierung” . .

4
4
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Damit ist auch die Bildgarbe Im ¢ erklart, und wir konnen Eigenschaften eines
Morphismus ¢: .# — ¢ von Garben definieren: ¢ heifst injektiv, falls Ker ¢ = 0ist,
surjektiv, falls Im ¢ = ¢ ist, und bijektiv, wenn ¢ injektiv und surjektiv ist.

Hat man auf einem topologischen Raum eine Garbe gegeben, so kann man aus-
gehend von dieser weitere Garben definieren.

Definition 3.9: Sei a: X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen Raumen.
Fiir eine Garbe .7 auf X wird die direkte Bildgarbe .7 auf Y definiert durch:

(. Z) (V) := F(a"Y(V)) fiiroffene V C Y.
Fiir eine offene Menge U C X ist die Einschrinkung 7|y von F auf U gegeben duch:
FluW) := F(W) fiir offene W C U.

F |y ist eine Garbe.

3.2.2. Schemata

Ein geringter Raum (X, Ox) ist ein topologischer Raum X zusammen mit einer Gar-
be Ox von Ringen. Sind alle Halme 0x x (x € X) eines geringten Raumes (X, Ox)
sogar lokale Ringe, so spricht man von einem lokal geringten Raum. Solche Garben
— dann Strukturgarben genannt — lassen sich fiir die Spektren Spec A und Proj S
definieren (siehe Hartshorne, 1977, S. 70 und S. 76). Wir geben hier nur die wesent-
lichen Eigenschaften dieser Strukturgarben an.

Satz 3.4: Sei Ospec 4 die Strukturgarbe von Spec A, und sei Opyojs die Strukturgarbe
von Proj S. Dann gilt fiir die Halme zu q € Spec A bzw. p € Proj S:

ﬁSpecA,q = Aq/ ﬁProj S,p = S(p)
Auflerdem gilt fiir die Schnitte iiber offenen Basismengen (g € A; f € S homogen):
Ospec 4(D(g)) = Ay, Oprojs(D+(f)) = S).-
Beweis: Siehe Hartshorne (1977, S. 71, Prop. 2.1; S. 76, Prop. 2.5). [

Offenbar sind Spec A und Proj S lokal geringte Rdume.

*Ein kommutativer Ring mit Einselement heiit lokaler Ring, wenn er genau ein maximales Ideal
besitzt.

30



3.2. Garben und Schemata

Notiz 3.5: Da 1 € A in keinem Primideal von A enthalten ist, ist D(1) = Spec A.
Gemaf3 Satz 3.4 hat man also fiir die globalen Schnitte von Spec A:

Ospec A(Spec A) = A. O

Definition 3.10: Ein affines Schema ist ein lokal geringter Raum (X, O ), der isomorph
zum Spektrum (Spec A, Ospec o) eines Ringes A ist.

Ein projektives Schema ist ein lokal geringter Raum (X, O ), der isomorph zum ho-
mogenen Spektrum (Proj S, Opyjs) eines graduierten Ringes S ist.

Ein Schema ist ein lokal geringter Raum (X, O), fiir den jeder Punkt x € X eine
offene Umgebung U besitzt, so dafS der topologische Raum U zusammen mit der einge-
schriinkten Garbe Ox |y isomorph zu einem affinen Schema ist.

Da die Einschrankung einer Garbe auf eine offene Menge selbst eine Garbe ist,
ist ein offenes Unterschema von (X, Ox) ein Schema der Form (U, Ox|y) mit U C X
offen.

Notiz 3.6: Fiir die offenen Basismengen D (f) von Proj S gilt sogar:

(D4 (f), Oprojslp, () = (SpecS(s), Ospecs,,)

(siehe Hartshorne, 1977, S. 76, Prop. 2.5). Proj S wird also tiberdeckt von affinen
Schemata, weshalb ein projektives Schema tatséchlich ein Schema ist. Die Uberdek-
kung ist endlich, falls der zugrunde liegende Ring S noethersch ist, denn dann ist
Proj S kompakt* (siehe Hartshorne, 1977, S. 80, Aufgabe 2.13(a)).

Obige Isomorphie liefert die in Satz 3.4 angegebene Eigenschaft:

Oprojs(D+(f)) = Oprojs|p, (1) (D+(f)) = Ospecs;, (SpecS(s)) = Sy)- O

Definition 3.11: Ein Schema (X, Ox) heifit ...
. irreduzibel, falls X als topologischer Raum irreduzibel ist.
. reduziert, falls alle Halme O , keine nilpotenten Elemente besitzen.
. integer, falls X irreduzibel und reduziert ist.

Beispiel 3.2: Nach Beispiel 3.1 auf Seite 27 ist das projektive Schema Proj R irredu-
zibel. Proj R ist sogar integer, da das Nilradikal des Integritatsringes R — das sind
alle nilpotenten Elemente, also der Schnitt aller Primideale in R — das Nullideal

(0) ist. O

*Bei uns heifit eine Menge kompakt, wenn jede offene Uberdeckung eine endliche Teiltiberdeckung
hat. Dies wird in der Algebraischen Geometrie hdufig mit quasi-kompakt bezeichnet. Kompakte Men-
gen sind dann solche, die quasi-kompakt sind und die Hausdorff-Eigenschaft besitzen.
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3.2.3. Abgeschlossene Unterschemata

Definition 3.12: Ein Morphismus von Schemata (f, f*): (Y, 0y) — (X, Ox) heifit
abgeschlossene Immersion, falls gilt:
* Es gibt eine abgeschlossene Menge Z C X, sodafS f: Y — X einen
Homdomorphismus f: Y — Z induziert.
* Der Garbenmorphismus f*: Ox — f.0y ist surjektio.’
Ein abgeschlossenes Unterschema von X ist ein Schema der Form (Y, Oy) fiir ei-

ne abgeschlossene Teilmenge Y C X zusammen mit einer abgeschlossenen Immersion
(i,i*): (Y, 0y) — (X, 0x), wobei i: Y — X die Inklusion ist.

Wir betrachten hier nur den projektiven Fall, also abgeschlossene Unterschema-
ta von (Proj R, Opyojr ) zum Polynomring R = K[Xy, ..., X;]. Aulerdem setzen wir
voraus, dafl der Korper K algebraisch abgeschlossen ist. Wahrend man im Affinen
eine 1 : 1 Beziehung zwischen Idealen und abgeschlossenen Unterschemata hat,
kommt es im Projektiven auf folgenden Begriff an:

Definition 3.13: Fiir ein homogenes Ideal I in R heifSt das homogene Ideal
I:={feR|Vie{0,....m}IveN: X/f €I}
Siittigung oder Saturation von 1. Ein Ideal I ist gesiittigt oder saturiert, falls I = I.

Satz 3.7: Fiir jedes homogene Ideal I C R ist (Proj R/ 1, Opyoir/1) ein abgeschlossenes
(projektives) Unterschema von (Proj R, Oprojr). Dabei ist Proj R/ I homdomorph zu
Vi (I) C ProjR. Zwei homogene Ideale 1, ] definieren zudem genau dann dasselbe
abgeschlossene Unterschema, wenn sie die gleiche Sittiqung haben: T = J.

Umgekehrt gibt es zu jedem abgeschlossenen Unterschema (Y, Oy) ein gesittigtes
Ideal I, so daf8 Y das von I bestimmte abgeschlossene Unterschema ist.

Beweis: Siehe Kunz (1997, S. 114, Satz 4.8) oder Hartshorne (1977, S. 125, Aufga-
be 5.10). -

Beispiel 3.3: Das Ideal (Y) C K[X, Y] ist ein (homogenes) Primideal und daher ge-
sattigt. Hier ist K[X, Y]/(Y) = K[X] ein Integritdtsring, weshalb das Unterschema
Proj(K[X, Y]/(Y)) reduziert ist. Auch das Ideal (Y?) C K[X, Y] ist gesittigt:

Y2) ={feKX,Y]|3v,p e N: X'f € (Y}) und Y'f € (Y?)} = (Y?).

Weil aber Y in K[X, Y]/ (Y?) nilpotent ist, ist Proj(K[X, Y]/(Y?)) nicht reduziert.

tf. Oy ist die direkte Bildgarbe (1= Definition 3.9)
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3.2. Garben und Schemata

Die durch (Y) und (Y?) definierten Unterschemata sind nicht isomorph, da die
Halme der zugehorigen Strukturgarben unterschiedlich sind. Dies mufS nach obi-
gem Satz auch so sein, da (Y) und (Y?) zwei verschiedene gesittigte Ideale sind.
Man beachte, daf3 die topologischen Raume dieser Unterschemata beide homoo-
morph zur einpunktigen Menge (Y) = V. (Y) = V., (Y?) sind. O

Die abgeschlossenen (projektiven) Unterschemata von (Proj R, Oproir) entspre-
chen nach Satz 3.7 eindeutig den gesittigten Idealen in R. Man definiert daher:

Definition 3.14: Ist (Y, Oy) ein abgeschlossenes Unterschema von (Proj R, Oproir), S0
nennt man das zugehorige gesittigte Ideal Iy das Verschwindungsideal von Y in R. Der
Quotient R/ Iy ist der homogene Koordinatenring von Y.

Zum Abschluf betrachten wir noch das Verschwindungsideal Ir einer endli-
chen Punktmenge I', das wir in den Préliminarien (= Kapitel 1 auf Seite 3) ein-
gefiihrt haben. Dieses ist auch das Verschwindungsideal (v Definition 3.14) des
durch Ir gegebenen reduzierten Unterschemas:

Beispiel 3.4: Sei I' = {p1, ..., pn} wieder eine Menge von n verschiedenen Punk-
ten im IP". Jedem p; kdnnen wir nun ein homogenes Primideal g; in R zuordnen:

Punktp; € ' = hom. Primideal q; := {f € R | f(p;) = 0}.

Ein solches g; ist sogar maximal in dem Sinne, dafs q; auffer dem irrelevanten Ideal
R kein echtes homogenes Primoberideal besitzt.
Das Verschwindungsideal der Punktmenge I" ist dann der Schnitt der g;:

Ir={f€eR|VpeTl:f(p)=0}=)q;
j=1

Offenbar ist Ir homogen und geséttigt, weshalb I das Verschwindungsideal eines
projektiven abgeschlossenen Unterschemas Y = ProjR/Ir von ProjR ist. Y ist
sogar reduziert, da Ir Schnitt von Primidealen ist und somit R/ I keine nilpotenten
Elemente hat. Die Elemente von Y = Proj R/ I entsprechen gemafs Satz 3.7 den
Primidealen in V. (Ir), also den homogenen Primoberidealen von Ir. Das sind
aber gerade die q;. Mit p; := q;/ I hat man also:

Y:{pll"'rpn} E{leuzpn}:FCPm.

Da Y aus diskreten Punkten besteht, ist die Zariskitopologie auf Y die diskre-
te Topologie, d.h. jede Teilmenge ist offen und abgeschlossen. Die einzigen irre-
duziblen abgeschlossenen Mengen sind also die einpunktigen Mengen. Folglich
ist Y ein nulldimensionales Unterschema im Sinne der nachfolgenden Definiti-
on 3.15. O
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3. Projektive Algebraische Geometrie

3.3. Nulldimensionale Schemata

Definition 3.15: Die Dimension dim X eines topologischen Raumes X # @ ist das
Supremum der Linge r aller Ketten Yo C Y1 C ... C Y, aus (nichtleeren) irreduziblen
abgeschlossenen echten Teilmengen Y; von X.

Die Dimension eines Schemas ist (wie bei Varietiiten) die Dimension des zugehorigen
topologischen Raumes.

Notiz 3.8: Fiir eine abgeschlossene Teilmenge Y in X gilt:
dimY < dim X.

Die abgeschlossenen Unterschemata eines nulldimensionalen Schemas sind also
selbst nulldimensional. O

Wie wir im Beispiel 3.4 gesehen haben, liefert eine endliche Punktmenge im IP™
ein nulldimensionales projektives Schema. Umgekehrt gilt:

Satz 3.9: Sei Y ein nulldimensionales projektives Unterschema von X = Proj R. Dann
ist Y eine endliche Menge mit der diskreten Topologie.

Beweis: Da Y ein noetherscher topologischer Raum ist (= Notiz 3.2), wird Y ge-
méf3 Satz 3.3 auf Seite 28 tiberdeckt durch irreduzible abgeschlossene Teilmengen:
Y=YU...UY,.

Wiére nun Y; NY; # @ fiir i # j, so gébe es (= Satz 3.3) eine irreduzible abge-
schlossene echte Teilmenge in Y;, was dimY = 0 widerspricht. Also sind alle Y;
disjunkt und folglich offen. Sie bilden eine Basis der Topologie.

Jedes Y; besitzt nach Satz 3.1 genau einen generischen Punkt p;. Enthielte nun
ein Y; einen weiteren Punkt g, so wire wegen der Eindeutigkeit {q} # Y;. Folg-
lich wéare {g} N'Y; eine echte abgeschlossene Teilmenge von Y; im Widerspruch zu
dimY = 0. Also ist Y eine endliche Menge mit der diskreten Topologie. |

Aus dem Satz 3.9 folgt unmittelbar:
Korollar 3.10: Nulldimensionale projektive Schemata sind Hausdorff-Riume.

Notiz 3.11: Sei Y = Proj R/ Iy nulldimensional, also Y = {p1,...,pn }, wobei jedes
homogene Primideal p; ein Zariski-abgeschlossener Punkt ist. Gemifs dem schwa-
chen Hilbertschen Nullstellensatz (vgl. Fulton, 1969, Kap. 1.7) haben dann alle Ele-
mente aus p; eine gemeinsame Nullstelle (p;,,...,pj,) € K" (beachte: K ist al-
gebraisch abgeschlossen). Da p; homogen ist, ist auch p; := (pj, : ... : pj,) € P™
gemeinsame Nullstelle. Folglich gilt:

b9 mita;i= {f € R| f(py) =0}
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3.3. Nulldimensionale Schemata

Nun ist q; ein homogenes Primideal in R, d.h. q;/Iy € Y. Wegen dimY = 0 geht
das nur, wenn p; = q;/ Iy gilt. Damit kbnnen wir dem Primideal p; eindeutig den
Punkt p; zuordnen. Iy = ﬂ;lzl q; gilt allerdings nur dann, wenn Y reduziert ist. O

Notiz 3.12: Aus Beispiel 3.4 und Notiz 3.11 erhdlt man zusammenfassend:

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und R = K[Xy, ..., Xp].
Dann gilt fiir projektive Unterschemata Y = Proj R/ Iy von Proj R:

dimY =0 <= Y=A{p1,...,;u}t ={p1,-..,pu} =T CP™
Falls dimY = 0, hat man fiir q; = {f € R | f(p;) = 0}:

Verschiedene Unterschemata konnen zur gleichen Punktmenge I” fiih-
ren (vgl. Beispiel 3.3). Wenn Y reduziert ist, gilt Iy = 07:1 q; = Ir.

Bilden wir zu einer endlichen Punktmenge I" ein Unterschema Y, so ist
es nach Konstruktion (s Beispiel 3.4) bereits reduziert. O

Beispiel 3.5: Kommen wir noch einmal auf die durch (Y) und (Y?) gegebenen
Unterschemata (), Oy,) bzw. ()5, 0y,) von ProjK[X, Y] zuriick, die wir in Bei-
spiel 3.3 auf Seite 32 betrachtet haben. In beiden Fillen enthilt der topologische
Raum genau ein Primideal p, ndmlich das von Y erzeugte Ideal:

i =rproj(KIX YL ) = {00} = Lo,
Y2 = Proj (K[X' Y]/(Y2)> - {<Y>/<Y2>}'
Also sind die globalen Schnitte gerade die Halme in diesem Punkt p:
0y, (M) = Oy, = (KX Y]/m)(p) = K[X] (o)
_ {g ' ¢ € K[X]und h € K[X] \ (0) }
h

homogen vom gleichen Grad

1%

K.

03, (¥2) = Oy, = (KIX Y]/<Y2>)<p> = (F Y]/<Y2>><<Y>/<Y2>>

_Jg g=aX +BYX~! mita,B €K,
T \h| h=9X mity € K

x BY } )
=Jd—+— |aB,yeEK; =K.
{7 71X Py
Es gilt also dimg 0y, ()2) = 2 > *)), fiir das nicht reduzierte Schema ) und
dimg Oy, ) =1= #3), fiir das reduzierte Schema ). O
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3. Projektive Algebraische Geometrie

Das Beispiel zeigt, dal die Aussage ,dimg Oy (Y) = #Y“ des nichsten Satzes
ohne die Voraussetzung , reduziert” falsch ist.

Satz 3.13: Sei Y = Proj R/ Iy ein nulldimensionales reduziertes projektives Untersche-
ma von X = Proj R. Dann bilden die globalen Schnitte Oy (Y) einen endlichdimensio-
nalen K-Vektorraum, und fiir dessen Dimension gilt:

dimg Oy (Y) =*Y =: n, also: T(Y, Oy) = K".

Bemerkung: Ist Y ein durch eine endliche Punktmenge I' C IPY gegebenes Unter-
schema, so gilt die Aussage des Satzes 3.13 auch fiir einen nicht algebraisch abge-
schlossenen Korper K. Das Verschwindungsideal Iy wird ndmlich so gewahlt, dafs
Y schon reduziert ist.

Beweis (Satz 3.13): Wie obensei Y = {py1,...,pn} = {p1,...,pn} = I C P". Wir
setzen S := R/Ir (hier gilt Ir = Iy, denn Y ist reduziert). Da die einzelnen Prim-
ideale py auch offene Mengen sind, konnen wir betrachten:

Oy({p}) = {U: {p} — S(p) } = S(p) = Oyp.
Das Garbenaxiom (G2) (= Definition 3.5 auf Seite 28) liefert nun fiir offenes U C Y:

Oy(U) = []Sp =TT Ove
peld peld
Insbesondere ist Oy(Y) = TTjLy S(p) = [y Oy wir sind also fertig, falls fiir
ke {1,...,n} stets gilt:

1
dimg S(,,) =1 oder dquivalent: V % €Spy:IAEK: % =A- T

Sei daher § € S(p,) gegeben, das heifit, ¢ € S, h € S\ py und g, h homogen vom
selben Grad. Wegen p, = {f € S| f homogen, f(px) = 0} ist h(px) # 0.

Setze A := hgz:; € K. Wahle t = 1, falls n = 1, andernfalls t € ;4 pi,t & Px
(ein solches ¢ existiert, da zwei Primideale wegen dim Y = 0 nicht echt ineinander

enthalten sein konnen). Dann ist t(py) # 0 und t(p;) = 0 fiir alle i # k, also:

Vi t(g— Ah)(p;) =0 T p(g — Ah) =0inS = .

Offenbar ist S(,) = Oy, fiir jedes p € Y eindimensional, so daff die Behauptung
dimg Oy (Y) = *Y folgt. [

Korollar 3.14: Sei K algebraisch abgeschlossen. Dann sind die Halme O j, eines null-
dimensionalen reduzierten Unterschemas Y von X = ProjK[Xy, ..., Xyu| eindimensio-
nale K-Vektorriume.
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3.4. Restschemata und vollstindiger Durchschnitt von Hyperfldchen

3.4. Restschemata und vollstindiger Durchschnitt von Hyperflichen
3.4.1. Restschemata

Wir haben gesehen, daf3 iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper ein null-
dimensionales Unterschema Y von Proj R einer endlichen Punktmenge im IP" ent-
spricht. Ein Unterschema von Y ist dann eine Teilmenge Y’ C Y. Ein Restschema Y"
zu Y’ sollte nun so etwas sein wie eine komplementire Teilmenge. Daher wéren
die beiden folgenden Eigenschaften fiir ein Restschema wiinschenswert:

° #Y/ +#y// — #Y.

* Die Bildung von Restschemata ist symmetrisch, d. h. ist Y” das Restschema
zu Y’, soist Y’ das Restschema zu Y.

Definition 3.16: Sei Y ein nulldimensionales Schema mit Koordinatenring R/ Iy, und
sei Y’ C Y ein abgeschlossenes Unterschema, gegeben durch das Ideal I+ C R (Iys D Iy).
Als Restschema von Y zu Y’ bezeichnen wir das Unterschema Y", definiert durch das
Ideal:

I " - I ! R
Y/Iy - Ann( Y/Iy> < /Iy'
Dabei verstehen wir unter dem Annulator eines Ideals I im Ring A das Ideal:
Ann(I) ={f € A| f-g=0fiiralleg € I}.

Im allgemeinen erfiillt ein Restschema allerdings nicht die oben geforderten Ei-
genschaften. Wir betrachten noch einmal die durch (Y) und (Y?) gegebenen ein-
punktigen Unterschemata ) bzw. ), von Proj K[X, Y] aus den Beispielen 3.3 und
3.5. Hier ist ) Restschema zu sich selbst in ), denn Ann((Y)/(Y?)) = (Y)/(Y?).
Wir haben also *); + %), =2 > 1 = *),.

Im Artikel von Eisenbud u.a. (1996, S. 311-313) wird gezeigt, dafs beide Eigen-
schaften gelten, falls Y ein vollstindiger Durchschnitt von Hyperflichen ist.

3.4.2. Vollstindiger Durchschnitt von Hyperflichen

Definition 3.17: Sei f € R = K[Xy, ..., Xy| ein nicht konstantes homogenes Polynom
vom Grad a. Die Menge der homogenen Primideale, die f enthalten, bildet dann eine
projektive Hyperfliche H vom Grad a:

H:=V.(f)={pcProjR | f € p} %ProjR/<f>.

Die projektiven Hyperflichen vom Grad a entsprechen also dem Vektorraum R, der homo-
genen Polynome vom Grad a.
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3. Projektive Algebraische Geometrie

Um einen vollstindigen Durchschnitt von Hyperflichen zu definieren, miissen
wir wissen, was die Codimension eines abgeschlossenen Unterschemas ist. Wir be-
trachten nur Unterschemata von X = Proj R zum Polynomring R = K[X, ..., X,
also Unterschemata eines integren Schemas vom endlichen Typ iiber K. Hier 148t
sich die Codimension einer abgeschlossenen Teilmenge Y C X folgendermafien
definieren (vgl. Hartshorne, 1977, S. 95, Aufgabe 3.20(d)):

codim(Y, X) :=dim X —dim Y.

Insbesondere gilt dies fiir abgeschlossene Unterschemata. Da Proj K[X, ..., Xu]
die Dimension m hat, ist m die Codimension eines nulldimensionalen Untersche-
mas Y von ProjK[Xy, ..., X

Der Schnitt von Schemata ist definitionsgemafs (vgl. Kunz, 1997, S. 114):

Proj(R/h) N Proj <R/12> = Proj(R/(I1 I 12)>.

Jetzt konnen wir den vollstindigen Durchschnitt von Hyperflachen erkldren (vgl.
Hartshorne, 1977, S. 188, Aufgabe 8.4):

Definition 3.18: Ein abgeschlossenes Unterschema Y von X = Proj R heifst vollstindi-
ger Durchschnitt, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

* Das Verschwindungsideal Iy von Y kann von r = codim(Y, X) Elementen
erzeugt werden.

e Es gibt Hyperflichen Hy, ..., H,,sodafsY = Hy N ...N H, im Schemasinne gilt.

Notiz 3.15: Ist Y ein nulldimensionaler vollstindiger Durchschnitt
Y=HiN...0Hyp=Vi(fi)N...0Vi(fm),

so besteht Y aus endlich vielen abgeschlossenen Punkten p;, welche gerade die ho-
mogenen Primoberideale des Verschwindungsideals Iy = Y/"; (fi) = (f1,--., fm)
sind.

Da der Grundkorper algebraisch abgeschlossen ist, sind die Primideale p; nach
Notiz 3.11 auf Seite 34 durch Punkte p; € P gegeben:

pi=1{f € R| f(p;) =0}.

Die p; sind also die gemeinsamen Nullstellen der Erzeuger f; von Iy, denn jede
gemeinsame Nullstelle gibt ein homogenes Primoberideal von Iy.

Da Proj R integer ist, haben wir bereits in Beispiel 3.2 auf Seite 31 behandelt. Proj R ist zudem ein
Schema vom endlichen Typ iiber K, weil Proj R eine endliche Uberdeckung aus Spektren von ring-
endlich erzeugten K-Algebren hat (= Notiz 3.6 auf Seite 31).
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3.4. Restschemata und vollstindiger Durchschnitt von Hyperfldchen

Im Varietatensinne versteht man unter einer projektiven Hyperfliche vom Grad
a die Menge H" aller Nullstellen eines nicht konstanten homogenen Polynoms
f € K[Xo, ..., Xm| vom Grad a:

HY :={peP"| f(p) =0}, kurzzH":f=0.

Der Schnitt von Hyperflachen ist hier also die gemeinsame Nullstellenmenge der
Polynome, welche die Hyperflichen erzeugen.

Insgesamt haben wir fiir einen nulldimensionalen vollstandigen Durchschnitt
von Hyperflachen folgenden Zusammenhang;:

HiN..0OHy=Y={p,...,pn} = {p1,...,pn} =T =H/ N...0H.

Das heifit, ein nulldimensionaler vollstindiger Durchschnitt stimmt mit der ge-
wohnten Vorstellung eines Schnittes von Hyperflachen iiberein!

Die Anzahl der Elemente des Schnittschemas Y = H; N... N Hy, ist also gleich
der Anzahl der gemeinsamen Nullstellen der Polynome f;, und diese ist gemafs
dem Satz von Bézout nach oben durch []iZ, grad f; beschrankt (vgl. Kunz, 1997,
S. 187). Wegen grad H; = grad f; gilt daher: *Y < ], grad H;.

Ist das Unterschema Y zusétzlich reduziert, so sind alle Halme 0y, eindimen-
sional (*= Korollar 3.14 auf Seite 36). Dann enthilt Y die maximal mogliche Anzahl
von Elementen, d.h. *Y = [T, grad H; (vgl. Kunz, 1997, S. 189). O

Im Zusammenhang mit Hyperflichen wollen wir nun noch eine Sprechweise
einfithren, die wir benutzen werden, um den Satz von Cayley-Bacharach zu for-
mulieren (= Satz 3.16 auf Seite 41).

Weil ein Punkt p € IP" stets ein homogenes Primideal p € R definiert, konnen
wir auch im schematheoretischen Bild davon sprechen, daf} eine Hyperfliche H
den Punkt p enthélt; fir H = V (f) istdann f(p) = 0.

In der Algebraischen Geometrie interessiert man sich fiir die Familien von Hy-
perflichen vom Grad 4, die eine gegebene Menge I' C IP" von n verschiedenen
Punkten enthalten, also fiir den Kern (Ir), der Auswerteabbildung (== Kapitel 2.2)

ea(T'): R, — K™

Gemafs der Dualitdtstheorie der linearen Algebra lafst sich ein Untervektorraum
durch seinen Annulator beschreiben. Wegen R, /Kere,(I') = Ime,(I') gilt hier:

dim Ann(Ir), = codim(Ir), = codimKere,(I') = dimIme,(I') < n = *T.

Das fiihrt zu folgender Sprechweise:
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3. Projektive Algebraische Geometrie

Definition 3.19: Man sagt: , I liefert ¢ Bedingungen auf Hyperflichen vom Grad a”,
wenn die Hyperflichen vom Grad a, die I' enthalten, einen Untervektorraum der Codi-
mension ¢ bilden; in Formeln:

I liefert £ Bedingungen auf R, <= ¢ = codim(Ir), = Hr(a).

Dabei ist Hr(a) die Hilbertfunktion von I' (v Definition 2.5). Die Differenz
n—~{= dim(K/Imea(F)> = dim Cokere,(I')

mifit dann das ,,Unvermogen von I', unabhingige Bedingungen auf Hyperflichen vom
Grad a zu liefern”.

3.5. Der Satz von Cayley-Bacharach

Benannt ist der Satz nach Arthur Cayley (1821-1895) und I. Bacharach, die sich im
19. Jahrhundert mit Schnitten von Kurven in der projektiven Ebene IP? beschaftig-
ten. Bereits im 4. Jahrhundert nach Christus formulierte und bewies Pappus von
Alexandria eine erste Version dieses Satzes (v Satz 3.17). Doch erst mit der von
Gérard Desargues (1591-1661) im Jahre 1639 begriindeten Theorie des projektiven
Raumes ist der Satz in allen Spezialfillen giiltig. Etwa zur gleichen Zeit interes-
sierte man sich verstarkt fiir Kegelschnitte, da Johannes Kepler (1571-1630) diese
benutzte, um die Planetenbewegung um die Sonne zu beschreiben (vgl. Demtro-
der, 2003, S. 65). So verwundert es nicht, dafd Blaise Pascal (1623-1662) im Jahre
1640 den Satz von Pappus fiir Kegelschnitte formulierte (= Satz 3.18); das hierbei
auftretende, in einen Kegelschnitt einbeschriebene Sechseck nannte Pascal Hexa-
grammum Mysticum (vgl. Struik, 1986, S. 163). Einfacher und trotzdem stirker als
der Satz von Pascal ist das von Michel Chasles (1793-1880) im Buch ,, Traité des
sections coniques” (Chasles, 1865) publizierte Resultat (= Satz 3.19).

Kegelschnitte sind Hyperflachen vom Grad 2 im IP?, also Ellipsen, Parabeln oder
Hyperbeln, wie in Abbildung 2 auf der nachsten Seite gezeigt, oder zwei sich schnei-
dende Geraden. Die entarteten Falle des einzelnen Punktes bzw. der Doppelgera-
de wollen wir hier nicht als Kegelschnitt ansehen. Systematisch wurden Kegel-
schnitte zum ersten Mal von Apollonius von Perga (ca. 262-190 vor Christus) be-
trachtet, ,den man [daher] vielleicht als den frithesten Vertreter der algebraischen
Geometrie betrachten kann” (aus Kunz, 1997, S. 3). Hyperflachen, die Nullstellen-
gebilde von Polynomen 3. Grades sind, nennt man auch Kubiken.

Eines ausfiihrliche Betrachtung des Satzes von Cayley-Bacharach ist im Artikel
,Cayley-Bacharach Theorems and Conjectures” von Eisenbud, Green und Harris
(1996) zu finden. Insgesamt neun Versionen des Satzes sind hier angegeben — von
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3.5. Der Satz von Cayley-Bacharach

Pappus bis hin zu modernen Formulierungen tiber Schemata und Gorensteinringe.
Dariiber hinaus werden Vermutungen iiber mogliche weitergehende Verallgemei-
nerungen angestellt. Wir werden die in jenem Artikel notierte Version fiir Schema-
ta verwenden.

Satz 3.16 (Cayley-Bacharach): Seien Hy, ..., H, Hyperflichen vom Grad dy, ..., dy,
im IP"™ mit nulldimensionalem vollstindigem Durchschnitt Y = Hy N ... N Hy,. Ferner
seien Y' und Y" Unterschemata von Y, die zueinander jeweils Restschemata in Y sind.
Setzes =Y d; —m— 1.

Sei & die Dimension der Familie von Hyperflichen vom Grad a € {0,...,s}, die Y’
enthalten (modulo denen, die ganz Y enthalten): § = dim ((Iy')a/ (Iy)a).

Diese Dimension driickt dann gerade das Unvermdgen von Y aus, unabhiingige
Bedingungen auf Hyperflichen vom Grad s — a zu liefern:

5= dim<(IY/)VIY

(Iy) ) =*(Y") — codim(Iy»)s_, = dim Cokeres_,(Y").

Beweis: Siehe Eisenbud u. a. (1996, S. 314, CB 7). ]

Falls dim Cokere;_,(Y") = 0 gilt, ist also dim(Iy/), = dim(Iy),, d.h. Y und Y’
liefern gleich viele Bedingungen auf Kurven vom Grad a. Das wiederum bedeutet,
daB Hyperfldchen, die Y’ enthalten, bereits ganz Y enthalten.

Zur Veranschaulichung des Satzes von Cayley-Bacharach leiten wir aus ihm die
oben erwdhnten Sédtze von Pappus, Pascal und Chasles ab.

Ellipse Parabel Hyperbel

Abbildung 2: Kegelschnitte (Bilder erstellt mit surfex von Holzer u. Labs, 2008)
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3. Projektive Algebraische Geometrie

3.5.1. Die Sdtze von Pappus, Pascal und Chasles

Abbildung 3: Der Satz von Pappus Abbildung 4: Der Satz von Pascal

Satz 3.17 (Pappus): Seien L und M zwei Geraden in einer Ebene, auf denen jeweils
drei verschiedene Punkte p1, p2, p3 bzw. q1, q2, q3 so gewihlt seien, daf$ keiner der
Punkte in L N M liegt. Dann sind die drei Schnittpunkte rij, i # j, der Geraden p;q;
und p;q; kollinear (v Abbildung 3).

Satz 3.18 (Pascal): Wenn ein Sechseck einem Kegelschnitt in der projektiven Ebene IP2
einbeschrieben ist, dann schneiden sich die gegeniiberliegenden Seiten des Sechsecks in
drei kollinearen Punkten (v Abbildung 4).

Satz 3.19 (Chasles): Seien Cy,C, C IP? zwei Kubiken, die sich in neun Punkten schnei-
den. Enthiilt eine Kubik C € P2 acht der neun Punkte, so enthiilt sie auch den letzten.

Beweis (Chasles): Seien C;, C; zwei Kubiken im P2 mit I := C; N Cy = {p1,...,po}-
Ohne Einschriankung sei I’ := {pj,...,ps} und I'” := {po}. Da I~ ein echtes
Ideal ist, hat man: dimg(If»)o = dimg(K N Ipv) = 0, weshalb nach dem Satz von
Cayley-Bacharach mits = 3, a = 3 gilt:

dim<(11"')3/(11_)3> =*(I"") — codim(Ir)3-3 =1—1=0.

Offenbar gehoren bereits alle Punkte von I' zu einer Kubik, wenn diese 8 der 9
Punkte enthilt. [

Beweis (Pascal und Pappus): Betrachtet man die Geraden L und M als Kegelschnitt,
so ist der Satz von Pappus ein Spezialfall des Satzes von Pascal.
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3.5. Der Satz von Cayley-Bacharach

Fiir den Beweis des Satzes von Pascal sei ein Kegelschnitt C (projektive Hy-
perflaiche vom Grad 2) mit einbeschriebenem Sechseck gegeben, wobei die Eck-
punkte des Sechsecks mit p1, p2, p3,q1, 92,93 bezeichnet seien. Die Geraden p;g;
durch p; und g; seien gegeben durch homogene Polynome g;; ersten Grades, also
Piq;: gij = 0. Fiir i # j bezeichne r;; den Schnittpunkt der Geraden p;q; mit p;g;.

Mit diesen Bezeichnern schneiden sich die Kubiken

Ci=1q3Up2q1Upsqa: (13- 821 -832) =0,
Co =12 U pags U pagn: (12823 - g31) =0

in den neun Punkten py, p2, p3, 91,92, 93,712, 713, 23

Auflerdem bildet der Kegelschnitt C zusammen mit h .
der Gerade eine Kubik, die acht der neun Punk-
te enthélt. Nach dem Satz von Chasles gehoren sogar
alle Punkte zu dieser Kubik, d. h. 713 € C U 715723. We-
gen ri3 ¢ C mufl gelten: r13 € 715723, d. h. die Schnitt-
punkte r;; sind kollinear.
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3. Projektive Algebraische Geometrie
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4. Abschitzung von Minimalabstinden von
Auswerte-Codes

Wir kommen nun zu unserem Hauptresultat, nimlich der Abschitzung des Mi-
nimalabstands von Auswerte-Codes. Sei dazu Y = H; N...N H,, ein nulldimen-
sionaler reduzierter vollstindiger Durchschnitt von Hyperflichen H; vom Grad d;;
setzes =) d; —m — 1. Wie wir in Notiz 3.12 auf Seite 35 gesehen haben, entspricht
das abgeschlossene Unterschema Y einer Punktmenge I' = {p1,...,ps} C P{.
Um Codes zu I bilden zu kénnen, seien diese Punkte IF;-rational.

C(I')q sei der in Kapitel 2.2 definierte Auswerte-Code zu I'. Sein Minimalab-
stand unterliegt dann folgender Schranke:

Satz 4.1: C(I'), hat Minimalabstand d > s —a+2,falls1 < a <s.

Bemerkung: Wie in Notiz 3.15 erldutert, sind die Punkteaus ' =Y = HiN...N Hy,
die gemeinsamen Nullstellen im P der Polynome f;, welche die Hyperflichen H;
definieren. Da Y reduziert ist, ist die Anzahl (mit Vielfachheiten gezdhlt) dieser
gemeinsamen Nullstellen gleich dem Produkt der Grade d; der f; (&= Notiz 3.15),
also I =[[d;. Furl<a<s=Yd;—m—1 gilt somit:

r—(s—a+1)>*T—s=[ld;— (Cdi—m—1) >0.

Beweis (Satz 4.1): Gemaf3 der Vorbemerkung ist £ := *I' — (s —a+1) > 0. Zu
einem beliebigem abg. Unterschema I von I' mit ¢ = *I” sei I’ das Restschema.
Dann gilt:

AP =*r =5 —qa+1.

Offenbar ist s —a = #I'""" — 1, weshalb mit Lemma 2.7 auf Seite 13 und dem Satz
von Cayley-Bacharach (= Satz 3.16) folgt:

dim Cokeres_,(I'") =0 <= dim(Iy), = dim(I;v), <= Hr(a) = Hr(a).
Satz 2.10 liefert nun die Behauptung:d >n—f(+1=*T—#["+1=s5s—-a+2. =

Korollar 4.2: C(I'), ist genau dann ein MDS-Code, wenn fiir jede Teilmenge I'" C T’
mit *I'"" = dim Coker e,(I") gilt: dim Coker es_,(I'") = 0.

Beweis: C(I'), ist ein MDS-Code

AN I € Imit*T = k = dim C(I'),: Hr(a) = Hy(a)

< VI'CTmit"TI’" =k=dimC(T),: dim(Ir), = dim(I),

= VI C I mit*I'"" = dim Cokere,(I'): dim Cokeres ,(I'"") = 0.
atz o.

=dim F —dim C(I'),=n—k
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4. Abschitzung von Minimalabstidnden von Auswerte-Codes

4.1. Beispiele

Abschliefiend betrachten wir drei Beispiele.

Beispiel 4.1: Wir betrachten die Hyperebenen H; := V, (X;) fur 1 < j < m und

Hy = Vo (X — Xgile). Der Durchschnitt dieser Hyperflachen ist nulldimen-
sional, vollstandig und enthélt genau die IF -rationalen Punkte (*= Notiz 3.15 auf
Seite 38) der Geraden L := H1N...N Hy,_1:

I'i=Hin..NHy={(r0:0:...:0:7y) €PE | ro,r € Fy, 19 # 0}.

Wie wir in Beispiel 2.1 auf Seite 16 gesehen haben, ist der zu I" gebildete Auswerte-
Code C(I'), ein verallgemeinerter Reed-Solomon-Code der Lange n = g und der
Dimension k = a + 1.

Da der Grad einer Hyperfldche der Grad des definierenden Polynoms ist, haben
wir hier: s = (L grad Hj) —m —1= (m—1) +q—m—1=q—2.Nach Satz 4.1
erfiillt der Minimalabstand d von C(I'), fiir 1 <a <s =g — 2 dann:

d>s—a+2=qg—a=n—-k+1

Zusammen mit der Singleton-Schranke (= Satz 2.2) haben wir alsod =n —k+1,
weshalb der verallgemeinerte Reed-Solomon-Code C(I'), ein MDS-Code ist. ¢

Beispiel 4.2: Der in Kapitel 2.3 eingefiihrte verallgemeinerte Reed-Muller-Code
GRM(a,m) mita € N, a < m(q — 1), ist der Auswerte-Code zu I' = A™(IF,;),
vergleiche Notiz 2.12 auf Seite 14. Weil wir I" auch als die Menge der [F;-rationalen
Punkte in Al C IPf auffassen konnen, 1af3t sich I" als projektiver vollstandiger
Durchschnitt realisieren:

[=HN...0H, mitH:=V. (X -X] X))

Hierfiir ergibt sichs =m-q—m —1=m(qg—1) — 1. Sei nun a < s; wir konnen
a dann schreibenalsa = ¢(g —1) +rmit{ <mund 0 <r < g—1.
Gemis Satz 4.1 ist der Minimalabstand d von C(I"), = GRM(a, m) beschrankt:

d>s—a+2=(m(g—1)—1)— (b(g—1)+r) +2
=(m—-0)(qg—1)—r+1.
Der exakte Minimalabstand ist d = (g — r)g" '~ (1= Satz 2.13 auf Seite 15).

e Fiir / = m —1 und r = 0 liefert unsere Schranke also den tatsidchlichen
Minimalabstand d = g; hiersinda = (m —1)(g —1) und s = m(g—1) — 1.

¢ Ist dagegen ¢ < m — 1, so ist unsere untere Schranke wesentlich kleiner als
der exakte Minimalabstand. O
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4.1. Beispiele

Dies Beispiel zeigt, daf$ unser Hauptresultat im allgemeinen eine gute Abschit-
zung fiir den Minimalabstand liefert, wenn a etwa so grofs wie s ist; die Schranke
ist dann allerdings klein. Andernfalls (@ < s) wird die Schranke grofSer, liefert aber
eine schlechtere Abschidtzung.

Beispiel 4.3: Im letzten Beispiel vergleichen wir Auswerte-Codes C(I"), mit Her-
miteschen Codes C, tiber Iqu, die wir in Beispiel 2.5 auf Seite 24 behandelt haben.
Dabei haben wir gesehen, daf} die projektive glatte Kurve

X, =V(f) CP; mitf(X,Y,Z) =Y - XI1Z - XZ"

den eindeutig bestimmten unendlich fernen Punkt x := (1 : 0 : 0) enthélt sowie
q° affine IFo-rationale Punkte x; = («; : B; : 1), wobei ﬁjﬂ“ — lx? + a; gilt.
Die Auswerte-Codes C(I'), bilden wir hier zur Punktmenge

=X, NV(h) = Vi(f) N Va(h)
in der projektiven Ebene IP% mit

hXY,2)= [] (X-aZ)
DCE]FqZ
al+a#0

Dann besteht I aus den n = ¢° — g affinen [F»-rationalen Punkten x; = (a;: B : 1)
auf X; mit B; # 0.

Fiir die Grade der Gleichungen, die I" definieren, gilt d; := grad f = g+ 1 und
andererseits gemafs Lemma A.1 im Anhang d, := gradh = ¢*> — g; deswegen ist
S:d1—|—d2—3:£]2—2.

Nach unserem Hauptresultat(s= Satz 4.1) ist der Minimalabstand von C(I'),
nach unten beschrankt durchd > s—a+2 = q2 — a. Die Dimension k; ist iiber die
Hilbertfunktion (= Satz 2.8) gegeben zu: k, = dim C(I'), = Hr(a).

Hier konnen wir die Hilbertfunktion sogar direkt angeben, da f, i eine reguliire
Sequenz' von homogenen Polynomen vom Grad d; bzw. d, bilden und da f, i den
vollstindigen Durchschnitt I" definieren. Nach Lemma 2.5 im Artikel von Hansen
(2003) gilt:

Hr(a) = (242—11) B <2+az—d1> 3 <2+112—d2) N (2+a—2d1—d2>.

*Polynome f1,---, fm € K[Xo, ..., Xm] = R bilden eine regulire Sequenz, falls (f1, ..., fm) ein echtes
Ideal in R ist und f;1 fiir alle i kein Nullteiler in R/ (f3, ..., f;) ist (vgl. Eisenbud, 1995, S. 241).
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4. Abschitzung von Minimalabstidnden von Auswerte-Codes

Speziell fiira = g(g — A) mit 1 < A < g — 1 folgt (3T4%) = (>HL-V1) = 6,
(by1 =1, falls A = 1, und J,; = 0 sonst). Dann ist die Dimension:

ko=Hr(a) =@ + 2 (¢ +q)+1-6n.

Fiir den Minimalabstand ergibt sich: d > g> —a = Aq.

Wir vergleichen diesen speziellen Auswerte-Code C(I'), nun mit dem Hermite-
schen Code C, zur = a(q+1) = (g — A)(g? + q) aus Beispiel 2.5. Die bisher fiir
diese Codes ermittelten Parameter sind in folgender Tabelle zusammengestellt:

C(I)a C
a=4q(q—7) r=@=A+9q)
n 7 —q g
k| @+ 2@ +9) +1-6u P+ +q) +1
d > Aq (A—1)g*+ Aq

Dies Beispiel legt erneut nahe, dafs unser Hauptresultat im allgemeinen dann
eine gute Abschédtzung fiir den Minimalabstand liefert, wenn a etwa so grofd wie
s = q2 — 2 ist. Hier tritt dieser Fall fiir A = 1 ein; dann hat man:

C(I), C,
a=q(g—-1) r=(q-1(*+9)
n P —q q
k 7 = 3(*+q) 9 —3(4>+q) +1
d >q q
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A. Anhang

Wir zeigen hier die beiden Aussagen, die wir in den Beispielen 2.5 und 4.3 auf den
Seiten 24 und 47 benutzen.
Lemma A.1: Esgilt: *{a € Fpe|a’+a=0}=gq,
mit anderen Worten:  *{a € Fpo | a7+ a # 0} = ¢* —q.
Beweis: Wir miissen zeigen, daf} alle 4 Nullstellen des Polynoms X9 + X in ]qu

liegen. Dies ist genau dann der Fall, wenn X7 4 X das Polynom X7 — X teilt, denn
IF» ist der Zerféllungskorper von X7 — X. Wir betrachten:

q q q
Xq l+1 Z ]+1 X]q 1) _ Z( 1)]+1 X]+1 g-1) Z X]q 1)
j=0 j=0 j=0
q+1 q
=Y (1) - xita-1) Z( 1)/ . xi=1)
j=1 j=0
= (—1)71. x(@+1)(a-1) _q
= X711,
7 q
— X1 Z J+1 xia=1) -

X‘7+X

Das Lemma benutzen wir im Beweis des folgenden Satzes:

Satz A.2: Die Hermitesche Kurve X, = V(f) mit f(X,Y,Z) = YTt — X1Z — XZ1
hat genau q° affine ¥ o-rationale Punkte, das heifit, f(X,Y,1) = Y9*! — X7 — X hat
genau g Nullstellen mit Koordinaten in Fp.

Beweis: Fiir gegebenes a € F» unterscheiden wir zwei Falle:

a7+ o« = 0: Offenbar ist nur («,0,1) Nullstelle von f(X,Y,1).

a7 + o # 0: Uber dem algebraischen Abschluf8 IF von IF, hat Y7*! — a7 — & genau
q + 1 Nullstellen. Sei f eine von diesen. Dann gilt € F, denn:
1 (a4 )T ol + o

2_1_ +1 q—]_ q _ _ _
;Bq _(an ) _(“q+“) - ol + - al 4 i =1

Gemif obigem Lemma liefert der erste Fall g und der zweite Fall (g2 — q) - (g + 1)
Nullstellen. Insgesamt ergibt sich fiir die Anzahl der Nullstellen also:

g+ @ —q) - (q+1) =4 .
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A. Anhang
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B. Bemerkungen zum Artikel von Gold, Little und Schenck

Um ihr Hauptresultat im Artikel ,Cayley-Bacharach and Evaluation Codes on
Complete Intersections” zu zeigen, zitieren Gold, Little und Schenck die fiir den
Beweis benétigten Aussagen® aus anderen Arbeiten; sie iibersetzen die Aussagen
dabei gleich in die Sprache der Cohomologietheorie. Im Beweis machen die Auto-
ren diese Umformulierung dann wieder riickgangig.

Wie in Kapitel 4 durchgefiihrt, 1df3t sich das Hauptresultat mit denselben Aussa-
gen beweisen, ohne diese umzuformulieren. Wahrscheinlich benutzen Gold, Little
und Schenck die Cohomologietheorie nur, um die gleichen Bezeichner wie im Ar-
tikel ,Linkage and Codes on Complete Intersections” von Hansen zu verwenden,
dessen Aussage sie ja verallgemeinern.

An dieser Stelle sollen nun die Begriffe und Sétze aus der Algebraischen Geo-
metrie bzw. aus der Cohomologietheorie eingefiihrt werden, die zur Umformulie-
rung benotigt werden.

B.1. Algebraische Geometrie

Im folgenden sei S ein graduierter Ring und (X, 0x) das zugehorige projektive
Schema, d.h. X ist das homogene Primidealspektrum von S, kurz: X = ProjS§,
und Oy ist die Strukturgarbe.

B.1.1. Ox-Moduln

Eine Garbe .7 auf X bezeichnet man dann als Garbe von Ox-Moduln, kurz als O'x-
Modul, wenn . (U) fiir jedes offene U C X ein Ox(U)-Modul ist und die Restrik-
tionsabbildungen mit der Modulstruktur vertraglich sind.

Definition B.1: Sei (Y, Oy) ein abgeschlossenes Unterschema des Schemas (X, O'x) und
seii: Y — X die Inklusion. Die Idealgarbe .#y von Y ist der Kern des Garbenmorphis-
mus i*: Ox — 1,0y, wobei i, Oy die direkte Bildgarbe von Oy bezeichnet (v Definiti-
on 3.9 auf Seite 30).

Die Idealgarbe .#y ist eine Garbe von Idealen, da jedes .#y(U) ein Ideal in &'x(U)
ist. Betrachtet man O als 0'x-Modul, so ist .y eine Garbe von 0'x-Moduln.

Ist # ein Ox-Modul und a: X — Y eine stetige Abbildung zwischen topo-
logischen Rdumen, so ist «..# ein a,Ox-Modul. Uber einen Garbenmorphismus
o Oy — w,Ox laBt sich a,.# dann sogar als Oy-Modul auffassen.

*Im wesentlichen sind dies das Lemma 2.4 auf Seite 12 und der Satz 3.16 von Cayley-Bacharach
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B. Bemerkungen zum Artikel von Gold, Little und Schenck

B.1.2. Twistung

Verschiebt man im Grundring S die Graduierung uma € Z:

S(a) = P S(a)y, mitS(a),:= Saye,
leZ

so erhélt man einen S-Modul S(a). Analog zur Konstruktion der Strukturgarbe O’
kann man zu diesem um a getwisteten Grundring S(a) eine getwistete Strukturgarbe
Ox(a) auf X definieren (siehe Hartshorne, 1977, S. 116).

Mittels Ox (a) 148t sich eine Twistung fiir anderer O'x-Moduln definieren:
Definition B.2: Sei .# ein Ox-Modul. Fiir a € Z bezeichnet .7 (a) die getwistete
Garbe F ® ¢, Ox(a). Dabei ist das Tensorprodukt G & 5, H zweier Ox-Moduln G, #°
die zur Prigarbe U — 9 (U) ®4, ) # (U) assoziierte Garbe.

Im folgenden Satz sind einige Eigenschaften der Twistung zusammengefaf3t:

Satz B.1: Fiir jedes p € X gilt fiir den Halm der um a € Z getwisteten Strukturgarbe:

Auflerdem hat man fiir alle a,b € Z:
Ox(a) @ Ox(b) = Ox(a+1), insbesondere: #(a) ® Ox(b) = F(a+0D).

Beweis: Siehe Hartshorne (1977, S. 117, Prop. 5.11(a) und Prop. 5.12(b)). ]

Notiz B.2: Sei (Y, Oy) ein abgeschlossenes Unterschema von (X = Proj R, Ox) mit
Idealgarbe .#y. Fiir a € N ist

0 — H(a) — Ox(a) — ﬁX(a)/fy(a) —0
eine kurze exakte Sequenz aus um a getwisteten Garben; eine Sequenz von Garben

- ) Pt )
Lo FEL gt I, it

ist exakt, falls in jeder Stufe Im ¢' = Ker ¢t gilt. O
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B.1. Algebraische Geometrie

B.1.3. Assoziierter Modul

Uber die Twist-Operation kénnen wir jeder Garbe von Moduln auf X = ProjS
einen graduierten S-Modul zuordnen:

Definition B.3: Sei .% eine Garbe von Ox-Moduln. Der zu .% assoziierte graduierte
S-Modul sei als Gruppe gegeben durch:

T.(F) = PT(X, F(a)).
aeZ

Die Modulstruktur sei folgende: Jedes homogene Element s € Sy, bestimmt einen globalen
Schnitt ¢ € T(X, Ox(b)), ndmlich o: p +— 3. Daher sei fiir jedes T € I'(X,.7(a)) das
Produkt s - T das Tensorprodukt o @ T. Wegen .7 (a) ® Ox(b) = F(a+b) (v= Satz B.1)
ist dann tatsichlichs -t =oc®t € I'(X, Z(a+1)).

Im allgemeinen stimmt der assoziierte graduierte S-Modul nicht mit S {iberein
(vgl. Hartshorne, 1977, S. 118, Caution 5.13.1). Speziell bei einem Polynomring hat
man aber die Gleichheit:

Satz B.3: Sei R = K[Xo, ..., X, und sei (X = Proj R, Ox) das zugehirige Schema.
Dann ist der zu O assoziierte graduierte R-Modul der Polynomring selbst:

I.(0x)=R.
Fiir alle a € N gilt also: T (X, Ox(a)) = (T'+(0x))a = Ra.
Beweis: Siehe Hartshorne (1977, S. 118, Prop. 5.13). ]

In diesem Abschnitt sei daher R = K[Xy,..., Xy| ein Polynomring
in m + 1 Unbestimmten iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kor-
per K.

Notiz B.4: Im Beweis des Korollars 5.16 im Buch von Hartshorne (1977, S. 119)
ergibt sich, da8 der zur Idealgarbe .#y assoziierte R-Modul T',(.#y) gerade das
Verschwindungsideal Iy des Unterschemas Y ist. Daher gilt fiir alle 2 € IN:

I(X, A (a)) = (Te(H))a = (Iy )a- Y

Lemma B.5: Sei (Y, Oy) ein abgeschlossenes Unterschema von (X = ProjR, Ox)
mit Idealgarbe #y. Dann gilt fiir die globalen Schnitte der getwisteten Strukturgarbe
ﬁy (El).'
~ Ox(a)
(Y, Gy(a)) r(x, /jy(a)).
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B. Bemerkungen zum Artikel von Gold, Little und Schenck

Beweis: Sei (i,i*): (Y,0y) — (X, Ox) die zum Unterschema Y gehorende abge-
schlossene Immersion; die Inklusion i: Y — X liefert die direkte Bildgarbe i. 0y
von Oy. Wir zeigen

in vier Schritten:

@ Fiir offenes U C X ergibt sich:

Hy(a)(U) = S (U) @y, ) Ox(a)(U)
= (A U) - Ox(U)) gy Ox(a)(U)
= Ox(U) @gyuy (H(U) - Ox(a)(U)) = Fy(U) - Ox(a)(U).

Da fiir einen A-Modul M und ein Ideal a € A gilt: A/a®4 M = M/aM, folgt:

(ﬁ)%%/)(”)(ll) = (ﬁX(m/ﬂy(uQ@ﬁX(U) Ox(a)(U)

o~ X(a)(U)/(ﬂY(U) ox(@W)

=~ ﬁX(a)(u)/fy(a)(u) o~ <ﬁx(ﬂ)/jy(a)>(u).
Das gibt: Ox(a)/ %y (a) = (Ox/ Fy)(a).

® Weil i*: 0x — i.0y nach Voraussetzung surjektiv ist und weil definitionsge-
mif Keri* = .#y ist, hat man:

i, Oy = @’yﬂy — (i.0y) ® Ox(a) = (ﬁyﬂy> ® Ox(a).
Offenbar gilt: (i.0y)(a) = (Ox/ Fy)(a).
® Das ist ein Spezialfall von Prop. 5.12(c) im Buch von Hartshorne (1977, S. 117).

@ Klar nach Definition 3.9 auf Seite 30, denni~!(X) =Y. [

Ahnlich wie im nichtgetwisteten Fall (== Satz 3.13) konnen wir die globalen
Schnitte Oy (a)(Y) eines nulldimensionalen reduziertn projektiven Unterschemas
bestimmen. Es gilt
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B.2. Homologische Algebra: Garbencohomologie

Satz B.6: Sei Y = Proj R/ Iy ein nulldimensionales reduziertes projektives Untersche-
ma von X = ProjR. Dann bilden die globalen Schnitte Oy (a)(Y) fiir jedes a € IN
einen endlichdimensionalen K-Vektorraum, und fiir dessen Dimension gilt:

dimg Oy (a)(Y) =*Y =: n, also: T(Y, Oy(a)) = K".

Beweis (analog zum nichtgetwisteten Fall aus Satz 3.13):

Wie oben sei Y = {p1,...,pn} = {p1,...,pn} = I C P™. Fiir jeden der Punkte
Pk = (Pky, © -~ * Px,,) ist eine Koordinate py, # 0. Wir setzen S := R/Ir (hier gilt
Ir = Iy, denn Y ist reduziert). Da die einzelnen Primideale p; auch offene Mengen
sind (diskrete Toplologie), konnen wir betrachten:

Oy(a)({p}) = {o: {p} — S(a) ()} = S(a)y) = Oy(a),.
Das Garbenaxiom (G2) (*== Definition 3.5 auf Seite 28) liefert nun fiir offenes U C Y:
Oy(a)(U) = T S(a)g) =1 Ov(a)y.
peld peld

Insbesondere ist Oy (a)(Y) = [1iL, S(a)(p],) = [Tj=1 Ov(a)p,; wir sind also fertig,
falls fiir k € {1,...,n} stets gilt:

. B . U8 _ g, (X))
dimg S(a)(,,) =1 oder dquivalent: V n € S(a)(p: IAEK: 7 A 1’ :
Sei daher % € S(a)(pk) gegeben, das heiflt, ¢ € S, h € S\ p; und g, h homogen,

grad g = a + grad h. Wegen p, = {f € S | f homogen, f(px) = 0} ist h(px) # 0.

Setze A := hég”_‘;ﬂ € K. Wahle t = 1, fallsn = 1, andernfalls t € Nz i, t & Pk
k
(ein solches t existiei‘t, da zwei Primideale wegen dim Y = 0 nicht echt ineinander

enthalten sein konnen). Dann ist f(py) # 0 und ¢(p;) = O fiir alle i # k, also:

Vi t(g = AB(Xe,)) (pj) =0 TEET 4(g — An(X,,)") =0ins =B/

8 _ . e’
= =M
Offenbar ist S(a),) = Oy (a), fiir jedes p € Y eindimensional, so daf8 die Behaup-
tung dimg Oy (a)(Y) = *Y folgt. [

B.2. Homologische Algebra: Garbencohomologie

Wir geben hier die benétigten Aussagen der Cohomologietheorie von Garben an.
Dabei richten wir uns nach den Biichern von Hartshorne (1977, Kapitel III.1 und
I11.2) und Iversen (1986, Kapitel I1.3); eine kategorielle Betrachtung findet man bei
Kato (2006, Kapitel 3.4).

Im folgenden sei X ein topologischer Raum.
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Definition B.4: Der Cohomologiefunktor H' (X, -) ist der rechts derivierte Funktor des
globalen Schnittfunktors T(X, ). Die fiir eine Garbe F gebildeten Gruppen H'(X, 7)
heiflen Cohomologiegruppen von .%.

Insbesondere entspricht die nullte Cohomologiegruppe nach Definition des deri-
vierten Funktors (siehe z. B. Kato, 2006, S. 46) gerade den globalen Schnitten:

H(X,7)=T(X,7) = F(X). (%)
Was genau die anderen Cohomologiegruppen beschreiben, ist fiir das Verstandnis
dieser Arbeit nicht weiter wichtig, da wir die Gruppen an entsprechender Stelle

mit Vektorrdumen identifizieren werden.
Fiir uns interessant ist folgende lange exakte Cohomologiesequenz:

Satz B.7: Sei 0 — % — ¢ —  — 0 eine kurze exakte Sequenz von Garben auf
X. Dann gibt es Verbindungshomomorphismen §': H' (X, #) — H'TV(X,.F), so daf8
folgende lange Sequenz von Cohomologiegruppen exakt ist:
0 — HY(X,Z) — H'(X,%) — H'(X, #) & H\(X, Z) — ...
.. = H(X,7) = H(X,9) — H(X, #) S HY(X,Z) — ...
Beweis: Siehe Hartshorne (1977, S. 207) oder Kato (2006, S. 98f). ]

Im Falle eines noetherschen topologischen Raumes endlicher Dimension bricht
jede lange Cohomologiesequenz ab. Dies liefert der Verschwindungssatz von Gro-
thendieck:

Satz B.8: Sei X ein noetherscher topologischer Raum der Dimension m. Fiir allei > m
und alle Garben & von abelschen Gruppen auf X gilt: H (X,¥) = 0.

Beweis: Siehe Hartshorne (1977, S. 208, Theorem 2.7). |

Wir betrachten noch den Anfang der langen Cohomologiesequenz; gemafs Glei-
chung () stehen hier globale Schnitte:

0= F(X) > 9(X) - 2(X) 5 H(X, F) - H(X,9) — ...

Falls H'(X, %) = 0 gilt, ist 6° surjektiv.
Das tritt beispielsweise ein, wenn ¢ die um a getwistete Strukturgarbe Ox(a)
des projektiven Schemas X = Proj K[Xj, ..., Xy| ist:

Satz B.9: Sei X = ProjK[Xy, ..., X,| mit m > 0. Dann gilt fiir 0 < i < m und alle
a€ Z: ‘
H'(X, Ox(a)) = 0.

Beweis: Siehe Hartshorne (1977, S. 225, Theorem 5.1(b)). ]
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B.3. Umformulierung in die Sprache der Cohomologietheorie

Wir wollen hier das Lemma 2.4 und den Satz 3.16 von Cayley-Bacharach wie im
Artikel von Gold, Little und Schenck in die Sprechweise der Cohomologietheorie
tibertragen. AbschliefSend beweisen wir das Hauptresultat so, wie es die genann-
ten Autoren in ihrer Arbeit tun.

Sei I' = {p1,...,pn} eine Menge [F;-rationaler Punkte im IPj. Die zu I' geho-
rende Auswerteabbildung e,(I'), a € N, fiihrt auf folgende exakte Sequenz von
IF;-Vektorraumen:

0— (Ir), = Kere,(I') — R, LILIN IF; — Cokere,(I') — 0.
Dabei ist R = ]Fq[Xo, ..., Xm]. Verwenden wir nun statt des Grundkorpers IF, des-
sen algebraischen Abschlufl F und schreiben R = F[Xy, ..., Xy], so ist auch

0 — (Tr)a = Kereo(I) — Ry “L B - Cokerea(I') — 0 (%)
exakt. Diese IF-Vektorraume haben dieselbe Vektorraumdimension wie obige tiber
IF, gebildeten Vektorrdume, da wir Polynome fiir F,-rationale Punkte auswerten."

Wie wir in Beispiel 3.4 auf Seite 33 gesehen haben, bestimmt I" ein reduziertes,
abgeschlossenes Unterschema (Y, y) von (X = Proj R, Ox). Die [F-Vektorraume
der exakten Sequenz (x) lassen sich als globale Schnitte realisieren. Nach Notiz B.4
auf Seite 53 und Satz B.3 auf Seite 53 gilt namlich:

I['(X, #y(a)) = (Zr)a, I['(X,0x(a)) = R,.

Da Y reduziert ist, liefern Lemma B.5 und Satz B.6 auf Seite 55 aufSerdem:
ﬁ X (ﬂ) ~ ~ gh
Wx <%WQ_HK@W»_E.

Die hier auftretenden um a getwisteten Garben bilden die kurze exakte Garben-
sequenz aus Notiz B.2 auf Seite 52:

0— Fla) = ox(a) = O o

Jetzt kommt die Cohomologietheorie ins Spiel. Nach Satz B.7 existiert zu der
kurzen Garbensequenz eine lange exakte Sequenz von Cohomologiegruppen (da-
bei benutzen wir den Verschwindungssatz B.9: H (0x(a)) = 0):

0 — H(S(a)) — H(Ox(a)) — HO(7x()

Y wy) T H @) =0

*Die (normierten) Monome vom Grad a bilden eine Basis der homogenen Polynome vom Grad a.
Beziiglich dieser Basis hat die (lineare) Auswerteabbildung e,(I") offensichtlich in beiden Fillen
dieselbe Darstellung als Matrix, da ja nur Punkte mit Koordinaten in [F; eingesetzt werden.
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abkiirzend schreiben wir hier H' (%) = H (X, .F).
Weil die nullten Cohomologiegruppen H’(+), wie in Kapitel B.2 bemerkt, gerade
die globalen Schnitte sind, erhalten wir folgendes kommutative Diagramm:

0 — F(@)(X) = ox(@)(X) — (7X0) )] (X) 5 H (5 (@) — 0

[T

0 — (Ir)a R, E" Cokere,(I') — 0.

Per ,Diagrammjagd” weist man leicht nach, dafy auch ¥ ein Isomorphismus ist.
Die hier betrachteten Cohomologiegruppen H'(.%) sind also endlichdimensionale
[F-Vektorraume, deren Vektorraumdimension wir mit /'(.%) bezeichnen. Wie auf
der vorherigen Seite beschrieben, stimmen die /(%) mit den Dimensionen der
jeweiligen IF;-Vektorrdume in der exakten Sequenz iiberein:

0— (Ir)s —» R, — ]FZ — Cokere,(I') — 0.

Bei einer exakten Sequenz verschwindet stets die alternierende Summe der Di-
mensionen; wegen Hr(a) = dim R, — dim(Ir), und dim Fj =n= #T ist also:

0 = dim R, — dim(Ir), + dim Cokere,(I') — dim [F}
= Hr(a) =T — h'(H(a)).
Damit laf3t sich das Lemma 2.4 nun folgendermafien formulieren:

Lemma B.10: Ist I eine endliche Punktmenge im P™, so gilt fiir a > *I' — 1:
W(Ay(a)) = 0.
Der Satz von Cayley-Bacharach (= Satz 3.16) lautet mit diesen Bezeichnungen:

Satz B.11 (Cayley-Bacharach): Seien Hy, ..., H,, Hyperflichen vom Grad dy, . .., dy,
im P™ mit nulldimensionalem vollstindigem Durchschnitt I’ = Hy N ... N Hy,. Ferner
seien I'" und T'"" Unterschemata von I', die zueinander jeweils Restschemata in I sind.
Setzes =Y d; —m — 1. Dann gilt fiira € {0,...,s}:
W( I (@) = 1(Ir(@)) = dim (g )
= dim Cokeres_,(I'"") = h'(Fn(s — a)).
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Wir kénnen unser Hauptresultat {iber die Abschidtzung des Minimalabstands
von Auswerte-Codes nun erneut zeigen. Sei dazu I' wie im Satz B.11 gegeben und
zusitzlich reduziert. C(I'), sei der in Kapitel 2.2 definierte Auswerte-Code zu I
Sein Minimalabstand unterliegt dann folgender Schranke:

Satz B.12: C(I'), hat Minimalabstand d > s —a+2, falls 1 < a <.

Beweis: Wie oben ist ¢ := #I" — (s—a+1) > 0. Zu einem beliebigem I'" C I mit
¢ =*I"sei I'" das Restschema. Dann gilt:

Arl = _*r — s —a+1.

Offenbar ist also s —a = *I'"" — 1, weshalb mit Lemma B.10 und dem Satz von
Cayley-Bacharach (= Satz B.11) folgt:

W (Ipi(s—a)) =0 = h(Sr(a)) = h°(Ip(a))
<~ dim(If)a = dil’n(lpl)u
<~ Hf(ﬂ) = le(a).

Satz 2.10 liefert nun die Behauptung:d > n —(+1=*T —*"+1=s5s—-a+2. =
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