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IV

Abkürzungen und Symbole

Hier sind häufig vorkommende Bezeichnungen dieser Arbeit aufgeführt.
Das Ende eines Beweises wird mit dem Symbol � gekennzeichnet; um das En-

de eines untergeordneten, eingeschobenen Beweises anzudeuten, wird stattdessen
� verwendet. Ein in einem Beweis eventuell auftretender Widerspruch soll mit
einem Blitz    markiert werden.

Ein Bereich ist eine nichtleere, offene Menge; ein Gebiet ist ein zusammen-
hängender Bereich.

In einem metrischen Raum M mit Metrik d wollen wir die offene Kugel vom
Radius r > 0 um x ∈M mit Br(x) :=

{
y ∈M

∣∣ d(x, y) < r
}

bezeichnen.
Für die Poincaré-Metrik verwenden wir das Symbol %, für die Kobayashi-

Pseudometrik dM .
Außerdem treten folgende Bezeichnungen auf:
∅: leere Menge;
Ā bzw. Å: Abschluß bzw. Inneres einer Menge A;
C bzw. R: komplexe Zahlenebene / Menge der reellen Zahlen;
K: R oder C;
D: offene Einheitskreisscheibe in C;
H: obere komplexe Halbebene;
Pn: n-dimensionaler (komplex-)projektiver Raum.
Unter der offenen Einheitskugel um 0 ∈ Cn verstehen wir die Menge

Bn :=
{
z ∈ Cn

∣∣ ‖z‖ < 1
}
.

Der offene Polyzylinder vom Radius 1 um 0 ∈ Cn ist gegeben durch

Dn :=
{
z ∈ Cn

∣∣ ∀j : |zj | < 1
}

= D× · · · × D.

Speziell ist natürlich: B1 = D1 = D.
Die komplexe Konjugation sei mit a+ ib = a − ib bezeichnet. Die Identität

werde id abgekürzt, eine n-dimensionale Einheitsmatrix mit En. Die Transpositi-
on bzw. Adjunktion schreiben wir als t· bzw. ·∗.

Die Gruppe aller Automorphismen einer Mannigfaltigkeit M bezeichnen wir
mit AutM . Unter Automorphismen verstehen wir dabei die biholomorphen Ab-
bildungen der Mannigfaltigkeit auf sich selbst.
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Einleitung

Auf komplexen Mannigfaltigkeiten M kann man verschiedene Abstandsbegriffe
einführen (siehe z. B. Isaev u. Krantz, 2000). Neben einigen anderen gibt es bei-
spielsweise die Carathéodory-Pseudometrik cM (p, q) := supf %(f(p), f(q)) oder
die in dieser Arbeit verwendete Kobayashi-Pseudometrik dM .

Die Mannigfaltigkeit heißt Carathéodory- bzw. Kobayashi-hyperbolisch, falls
die entsprechend bezeichnete Pseudometrik bereits eine Metrik ist. Oft läßt man
den Namen der Pseudometrik fort und spricht einfach von hyperbolischen Man-
nigfaltigkeiten. So ist in dieser Arbeit unter der Hyperbolizität stets die nach
Kobayashi zu verstehen.

Ein einfaches Beispiel für eine hyperbolische Mannigfaltigkeit ist durch die
Einheitskreisscheibe D in der komplexen Zahlenebene gegeben, versehen mit der
Poincaré-Metrik % (nichteuklidische Geometrie; vgl. hierzu z. B. Ausgewählte Ka-
pitel aus der Funktionentheorie von Fischer u. Lieb, 1994). Bekanntermaßen
kann man D mit der Transformation z 7→ i1+z

1−z biholomorph (Umkehrung ist
die Cayley-Transformation z 7→ z−i

z+i) auf die obere Halbebene H abbilden. Alle
Automorphismen (alle biholomorphen Abbildungen) des Einheitskreises lassen
sich explizit angeben: Sie bilden die Gruppe Aut D, die genau aus den Möbius-
Transformationen z 7→ eiλ z−z0

z0z−1 mit λ ∈ R und z0 ∈ D besteht. Insbesondere hat
man: dimR Aut D = 3.

Man kann den Fall der oberen Halbebene auf höhere Dimensionen verallge-
meinern und erhält dann die sogenannten Siegel-Gebiete im Cn, die spezielle
hyperbolische Mannigfaltigkeiten darstellen.

Zur Definition der Kobayashi-Pseudometrik sowie von hyperbolischen Man-
nigfaltigkeiten, Automorphismengruppen und Siegel-Gebieten dient das erste Ka-
pitel.

Das zweite und das dritte Kapitel dieser Arbeit stellen die Grundlagen bereit,
die für die im vierten Kapitel durchgeführte Charakterisierung der hyperbolischen
Mannigfaltigkeiten mit großen Automorphismengruppen benötigt werden. Als
Größenbegriff dient dabei die Dimension der Automorphismengruppe. Ist diese
hoch genug, ist die Mannigfaltigkeit dadurch im wesentlichen festgelegt. Beispiels-
weise kann eine hyperbolische Mannigfaltigkeit M der Dimension n := dimCM
bei dimR AutM ≥ n2 + 3 nur der Ball Bn sein (bis auf biholomorphe Äquiva-
lenz), und in Wirklichkeit ist dann bereits dimR AutM = n2 + 2n. Es stellt sich
insbesondere heraus, daß hyperbolische Mannigfaltigkeiten mit großen Automor-
phismengruppen grundsätzlich schon Siegel-Gebiete sind (bis auf biholomorphe
Äquivalenz).

Die Charakterisierung der hyperbolischen Mannigfaltigkeiten mit großen Au-
tomorphismengruppen ist in dem Artikel von Isaev u. Krantz (2001) ausgeführt.
Diese hier ausgearbeitete Veröffentlichung stellt zwei verschiedene Beweise be-
reit. Mit einer gewissen Umsortierung folge ich den Autoren hierin und stelle in
Kapitel 4 beide Beweise vor.

Die benötigten Grundlagen dafür bestehen aus der Theorie der Lie-Gruppen
und -Algebren (Kapitel 2) und (für einen der Beweise) aus Aussagen über gra-
duierte Lie-Algebren und Vektorfelder auf Siegel-Gebieten (Kapitel 3), wie sie
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beispielsweise in dem gut lesbaren Artikel von Kaup, Matsushima und Ochiai
(1970) dargeboten werden.

Mathematikhistorisch gibt es andere bekannte Beispiele von Klassifikationen,
die der hier vorgestellten ähneln. Am einfachsten ist der Riemannsche Abbil-
dungssatz: Jedes einfach zusammenhängende Gebiet in Ĉ := C ∪ {∞} ' P1 ist
biholomorph äquivalent zu Ĉ, C oder D.

Die nächste Stufe ist der sogenannte Uniformisierungssatz: Jede einfach zu-
sammenhängende Riemannsche Fläche ist biholomorph äquivalent zu Ĉ, C oder
D (vgl. z. B. Funktionentheorie von Fischer u. Lieb, 1988, S. 110f).

Für mehrere Veränderliche ist die Lage komplizierter; hier hat man bislang
keine erschöpfenden Ergebnisse. Die Klassifizierung nach Isaev und Krantz ist
eines von vielen Teilergebnissen.

Zum Schluß der Einleitung möchte ich mich bei Herrn Prof. Dr. E.
Oeljeklaus für die interessante Themenstellung bedanken und bei allen,
die mich während der Ausarbeitung unterstützt haben.

Nachtrag aus dem Jahr 2008: Inzwischen gibt es – aufbauend auf dem Artikel
von Isaev und Krantz (2001) – eine Reihe von weitergehenden Resultaten, die im
Anhang B auf Seite 66 nachzulesen sind.
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1. Hyperbolische Mannigfaltigkeiten

1.1. Komplexe Mannigfaltigkeiten

Die hier zusammengestellten Begriffe finden sich zum Beispiel in: Gamst (2000, Skript
zur Analysis auf Mannigfaltigkeiten); Foundations of Differentiable Manifolds and Lie
Groups von Warner (1983); Foundations of Differential Geometry von Kobayashi u. Nomi-
zu (1963); Complex Manifolds von Morrow u. Kodaira (1971) und Differential Geometry,
Lie Groups, and Symmetric Spaces von Helgason (1978). Auf diese Literatur sei für in
dieser Übersicht aus Platzgründen unerwähnt bleibende Details und Beweise verwiesen.

Definition: Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit M ist ein Hausdorff-
raum mit einem maximalen C∞-Atlas, der einen höchstens abzählbaren C∞-Atlas
enthält. (Einen maximalen C∞-Atlas nennt man auch C∞-Struktur.)

Ein (maximaler) C∞-Atlas ist eine (vollständige) Menge von miteinander
C∞-verträglichen Karten, die ganz M überdecken. Jede Karte (U,ϕ) ist ein Ho-
möomorphismus ϕ : U → ϕ(U) ⊂ Rn eines Bereiches U ⊂ M auf einen Bereich
im Rn und stellt so ein lokales Koordinatensystem bereit. (n heißt dann Dimensi-
on von M .) Die C∞-Verträglichkeit bedeutet, daß man diffeomorphe Übergangs-
abbildungen zwischen je zwei Karten hat.

Speziell ist eine komplexe Mannigfaltigkeit M ein Hausdorffraum mit ei-
nem maximalen komplexen Atlas, in dem ein höchstens abzählbarer komplexer
Atlas enthalten ist. Hier sind die Karten Homöomorphismen auf einen Bereich
im Cn ' R2n mit biholomorphen Übergangsabbildungen zwischen je zwei Karten.

Bemerkung: Eine differenzierbare bzw. komplexe Mannigfaltigkeit M erfüllt das
zweite Abzählbarkeitsaxiom (besitzt eine abzählbare Basis offener Mengen). Wei-
ter ist M separabel (es gibt eine abzählbare, dichte Teilmenge in M), lokal-
kompakt (jeder Punkt hat eine kompakte Umgebung) und parakompakt.

Definition: Sei Ω ⊂ Cn ein Bereich. Eine Abbildung f : Ω → C heißt holo-
morphe Funktion, falls es zu jedem w ∈ Ω eine offene Umgebung U ⊂ Ω gibt,
so daß man f in eine für alle z ∈ U konvergente Potenzreihe um w entwickeln
kann:

f(z) =
∑

ν1,...,νn∈N
aν1,...,νn(z1 − w1)ν1 · · · (zn − wn)νn.

Eine holomorphe Abbildung ist eine Abbildung f : Ω → Cm, bei der jede
Komponente eine holomorphe Funktion ist.

Seien M und N komplexe Mannigfaltigkeiten mit Karten ϕj bzw. ψk und
U ⊂ M eine offene Menge. Dann heißt eine Abbildung f : U → N holomorph,
falls ψk ◦ f ◦ ϕ−1

j holomorph ist (soweit definiert).

Satz 1.1 (Osgood): Eine komplexe Funktion auf einem Bereich Ω ⊂ Cn ist
genau dann holomorph, wenn sie holomorph in jeder einzelnen Variablen und
stetig ist.

Beweis: siehe z. B. Gunning u. Rossi (1965, S. 2f); Morrow u. Kodaira (1971,
S. 2f) �

Bemerkung: Nach dem Theorem von Hartogs ist eine komplexe Funktion bereits
dann holomorph, wenn sie holomorph in jeder einzelnen Variablen ist.
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Differenzierbare Mannigfaltigkeiten lassen die Einführung von Tangentialräu-
men zu:

Eine Kurve auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M ist eine differen-
zierbare Abbildung α : I →M mit einem offenen Intervall I ⊂ R als Definitions-
bereich. Sei p ∈ M ein Punkt und α eine Kurve durch p (es sei also 0 ∈ I und
α(0) = p). Sei (U,ϕ) eine Karte mit p ∈ U . Dann wird durch (ϕ ◦ α)′(0) ∈ Rn

ein Geschwindigkeitsvektor von α in p gegeben. Ein Tangentialvektor an den
Punkt p ist eine Äquivalenzklasse [α] von Kurven durch p bei der Relation
α ∼ β :⇔ (ϕ ◦ α)′(0) = (ϕ ◦ β)′(0) für die Karte (U,ϕ) um p = α(0) = β(0).
Die Menge aller Tangentialvektoren an p bildet einen reellen Vektorraum, der
Tangentialraum genannt und mit TpM bezeichnet wird. Jede Karte um p liefert
eine Basis von TpM .

Ist M eine komplexe Mannigfaltigkeit, so ist der Tangentialraum an p ein
komplexer Vektorraum per Identifikation TpM ' R2n ' Cn.

Sei f : U → K eine auf einer Umgebung U von p definierte differenzierbare
bzw. holomorphe Funktion. Die Richtungsableitung von f längs der Kurve α
durch p ist gegeben durch: Xpf := d

dt f(α(t))
∣∣
t=0

∈ K. Die Abbildung f 7→ Xpf
von der Algebra aller auf einer Umgebung U von p definierten differenzierbaren
bzw. holomorphen Funktionen nach R bzw. C ist reell linear und erfüllt:

Xp(fg) = (Xpf)g(p) + f(p)(Xpg).

Das führt auf eine weitere Charakterisierung von Tangentialvektoren: Ein
Tangentialvektor Xp an einen Punkt p ∈ M ist eine durch die obige Vorschrift
definierte lineare Abbildung f 7→ Xpf . Wir können identifizieren: Xp =̂ [α].

Seien z1, . . . , zn durch eine Karte (U,ϕ) bei p ∈M gegebene Koordinaten, und
seien die Komponenten einer Kurve α in lokalen Koordinaten mit αj bezeichnet.
Dann kann man jeden Vektor Xp = [α] an p als Linearkombination schreiben:
Xp =

∑n
j=1 aj

∂
∂zj

∣∣
p

mit aj := dαj(t)
dt

∣∣
t=0

, denn es gilt für alle f : U → K:

Xpf = d
dt f(α(t))

∣∣
t=0

=
n∑

j=1

∂f
∂zj

(p) · dαj(t)
dt

∣∣
t=0

.

Durch die disjunkte Vereinigung aller Tangentialräume erhält man eine diffe-
renzierbare bzw. holomorphe Mannigfaltigkeit TM :=

⋃
p∈M TpM der doppelten

Dimension von M ; diese nennt man das Tangentialbündel von M .
Ein Vektorfeld auf einer MannigfaltigkeitM ist eine AbbildungX : M → TM ,

die jedem p ∈ M einen Tangentialvektor Xp zuordnet. Für jede differenzierbare
bzw. holomorphe Funktion f auf M können wir dann Xf : M → K; p 7→ Xpf
bilden, und das Vektorfeld X heißt differenzierbar bzw. holomorph, falls Xf dif-
ferenzierbar bzw. holomorph für alle differenzierbaren bzw. holomorphen Funk-
tionen f ist.

Vektorfelder haben die Eigenschaften X(αf + βg) = αX(f) + βX(g) (reelle
Linearität) und X(fg) = fX(g) + gX(f), sie stellen also Derivationen dar.
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Definition: Sei X ein differenzierbares bzw. holomorphes Vektorfeld auf M . Eine
Kurve α : I →M heißt Integralkurve, falls für alle t ∈ I gilt:

X(α(t)) = Xα(t) = d
dtα(t).

Zu jedem X gibt es einen maximalen Fluß ΦX : I ×M →M auf dem Lebens-
intervall I ⊂ R bzw. eine maximale Integralkurve durch p ∈M : αp(t) = ΦX(t, p)
und eine lokale Einparametergruppe (ϕt)t∈I ;ϕt(p) = ΦX(t, p). Hierfür schreiben
wir auch:

exp(tX) := ϕt : M →M.

Definition: Die Richtungsableitung einer differenzierbaren bzw. holomorphen
Funktion f : M → C bezüglich des differenzierbaren bzw. holomorphen Vektorfel-
des X mit maximalem Fluß ΦX ist gegeben durch:

Xf : M → C
p 7→ Xf(p) := d

dt f(αp(t))
∣∣
t=0

= d
dt f(ΦX(t, p))

∣∣
t=0

.

Zur späteren Verwendung führen wir noch das Klammerprodukt ein:

Definition: Seien X und Y zwei differenzierbare bzw. holomorphe Vektorfel-
der auf einer differenzierbaren bzw. komplexen Mannigfaltigkeit M . Das Klam-
merprodukt von X und Y auf M ist das Vektorfeld [X,Y ] auf M , für das
[X,Y ](f) = X(Y f)− Y (Xf) die Richtungsableitung ist.

Es gilt dann die Jacobi-Identität: [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0.

Lokal kann man jedes Vektorfeld X als Linearkombination X =
∑n

j=1 ξj∂j

schreiben, wobei die ξj auf der lokalen Koordinatenumgebung definierte Funktio-
nen sind und die ∂j als partielle Ableitung gegeben sind:

∂j

∣∣
p
f = ∂f

∂zj
(p).

Geht das sogar global, heißt das Tangentialbündel trivial. Differenzierbare bzw.
holomorphe Vektorfelder sind dann genau die Vektorfelder X, die sich mit diffe-
renzierbaren bzw. holomorphen Funktionen f : M → Kn als Linearkombination
schreiben lassen:X(p) =

∑n
j=1 fj(p)∂j(p) (fj : Komponenten von f). Man kann al-

so differenzierbare bzw. holomorphe Vektorfelder X : M → TM identifizieren mit
differenzierbaren bzw. holomorphen Abbildungen f : M → Kn. Außerdem kann
dann das Tangentialbündel TM identifiziert werden mit dem Produkt M × Kn

(es gibt einen Diffeomorphismus f : M ×Kn → TM mit f(p, z) ∈ TpM).

Definition: Eine Gruppe G heißt reelle bzw. komplexe Lie-Gruppe, falls sie
eine differenzierbare bzw. komplexe Mannigfaltigkeit ist mit differenzierbarer bzw.
holomorpher Abbildung G×G→ G; (a, b) 7→ ab−1.

(mehr zu Lie-Gruppen in Kapitel 2)
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1.2. Hyperbolizität

Die für diesen Abschnitt verwendete Literatur ist: Introduction to Complex Hyperbolic
Spaces von Lang (1987); Hyperbolic Complex Spaces von Kobayashi (1998); Hyperbolic
Manifolds and Holomorphic Mappings von Kobayashi (1970).

Definition: Eine komplexe Mannigfaltigkeit M heißt hyperbolisch, falls die
Kobayashi-Pseudometrik dM eine Metrik ist (also dM (x, y) = 0 ⇔ x = y).

Dabei ist die Kobayashi-Pseudometrik dM : M ×M → R gegeben durch:

dM (x, y) := inf
fiaibi

m∑
i=1

%(ai, bi)

mit holomorphen fi : D → M und x = f1(a1), f1(b1) = f2(a2), . . . , fm(bm) = y;
%(a, b) = artanh| a−b

1−ab
| ist die Poincaré-Metrik auf D.

Bemerkung: dM ist tatsächlich eine Pseudometrik, denn da % eine Metrik ist,
folgt direkt: dM (x, y) ≥ 0, dM (x, y) = dM (y, x), und nach Konstruktion gilt:

dM (x, z) = inf
fiaibi

m∑
i=1

%(ai, bi) ≤ inf
fiaibi

m∑
i=1

%(ai, bi) = dM (x, y) + dM (y, z).

Das erste Infimum ist mit f1(a1) = x, fm(bm) = z gebildet, beim zweiten In-
fimum ist zusätzlich ein Punkt festgehalten: fk(bk) = fk+1(ak+1) = y für ein
k ∈ {2, . . . ,m− 1}.

Des weiteren ist die Pseudometrik dM : M ×M → R eine stetige Abbildung
(vgl. z. B. Kobayashi, 1998, S. 53).

Lemma 1.2 (Schwarz-Pick): Holomorphe Funktionen f : D → D sind bezüg-
lich der Poincaré-Metrik % abstandsverringernd:

∀x, y ∈ D : %
(
f(x), f(y)

)
≤ %(x, y).

Beweis: siehe z. B. Fischer u. Lieb (1994, S. 260) �

Satz 1.3: Seien M,N komplexe Mannigfaltigkeiten und f : M → N ho-
lomorph. Dann ist f bezüglich der Kobayashi-Pseudometrik abstandsverrin-
gernd:

∀x, y ∈M : dN

(
f(x), f(y)

)
≤ dM (x, y).

Beweis: Nach Definition ist

dN

(
f(x), f(y)

)
= inf

fiaibi

m∑
i=1

%(ai, bi)

mit f1(a1) = f(x), f1(b1) = f2(a2), . . . , fm(bm) = f(y). Nimmt man nur die fi,
die sich faktorisieren lassen als fi = f ◦ gi, so folgt:

dN

(
f(x), f(y)

)
≤ inf

giaibi

m∑
i=1

%(ai, bi) = dM (x, y). �
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Satz 1.4: Für komplexe Mannigfaltigkeiten M , N gilt:

∀x, y ∈M ∀a, b ∈ N : dM×N

(
(x, y), (a, b)

)
= max

(
dM (x, y), dN (a, b)

)
.

Beweis: siehe z. B. Kobayashi (1998, S. 51f) �

Satz 1.5: Spezielle komplexe Mannigfaltigkeiten sind C und D. Für diese gilt:

dD = %, dC ≡ 0 (und daher: dCn ≡ 0).

Insbesondere ist Cn nicht hyperbolisch.

Beweis: ad D: Weil id : D → D holomorph ist, gilt nach Konstruktion der Pseudo-
metrik: dD(x, y) ≤ %(x, y). Andererseits kann man mit holomorphen fi : D → D,
die so gewählt sind, daß x = f1(a1), f1(b1) = f2(a2), . . . , fm(bm) = y ist, auch
schreiben:

%(x, y) = %
(
f1(a1), fm(bm)

)
≤

m∑
i=1

%
(
fi(ai), fi(bi)

)
,

wobei im letzten Schritt die Dreiecksungleichung angewendet wurde. Nun liefert
das Lemma von Schwarz-Pick:

%(x, y) ≤
m∑

i=1

%(ai, bi).

Durch Bilden des Infimums über alle möglichen Wahlen der fi, ai und bi folgt:

%(x, y) ≤ inf
fiaibi

m∑
i=1

%(ai, bi) = dD(x, y).

ad C: Seien x, y ∈ C. Durch fε(z) = x + y−x
ε z wird für beliebiges ε ∈ ]0, 1[

eine holomorphe Funktion fε : D → C definiert mit fε(0) = x und fε(ε) = y.
Nach Konstruktion der Pseudometrik gilt daher speziell:

dC(x, y) ≤ %(0, ε) = artanh ε.

Diese Abschätzung ist für alle ε ∈ ]0, 1[ gültig, per ε→ 0 folgt: dC(x, y) = 0. �

Bemerkung: Allgemein kann man zeigen, daß für zusammenhängende komplexe
Lie-Gruppen G gilt: dG ≡ 0. Auf einer hyperbolischen Mannigfaltigkeit kann
daher keine zusammenhängende komplexe Lie-Gruppe operieren∗ (vgl. z. B. Ko-
bayashi, 1998, S. 56).

Folgerung: Sei M eine hyperbolische komplexe Mannigfaltigkeit und f : C →M
holomorph. Dann ist f konstant. Es gilt nämlich für x, y ∈ C:

dM

(
f(x), f(y)

)
≤ dC(x, y) = 0

=⇒ dM

(
f(x), f(y)

)
= 0 =⇒ f(x) = f(y) =⇒ f konstant.

∗zum Begriff einer Aktion siehe Abschnitt 1.3
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1.3. Transformationsgruppen

Die für diesen Abschnitt verwendete Literatur besteht aus: Hyperbolic Complex Spaces
von Kobayashi (1998); Foundations of Differential Geometry von Kobayashi u. Nomizu
(1963); Differential Geometry, Lie Groups, and Symmetric Spaces von Helgason (1978).

Definition: Sei M eine komplexe Mannigfaltigkeit. Die Gruppe aller biholomor-
phen Abbildungen AutM :=

{
f : M →M

∣∣ f biholomorph
}

nennt man Auto-
morphismengruppe von M .

Die Automorphismengruppe kann mit der sogenannten Kompakt-Offen-To-
pologie versehen werden. Diese ist wie folgt definiert:

Seien K ⊂M kompakt und U ⊂M offen. Man setzt:

W (K,U) :=
{
g ∈ AutM

∣∣ g(K) ⊂ U
}
.

Die Kompakt-Offen-Topologie ist dann die gröbste Topologie auf AutM , in der
alle W (K,U) offen sind.

Ausgestattet mit der Kompakt-Offen-Topologie ist AutM ein Hausdorffraum
mit abzählbarer Basis: M hat nämlich eine abzählbare Basis offener Mengen
Ui, und damit hat auch die Menge aller endlichen Durchschnitte der Mengen
W (Ūi, Uj) abzählbar viele Elemente und stellt eine Basis von AutM dar (vgl.
z. B. Helgason, 1978, Kap. IV, § 2).

Definition: Eine bijektive Abbildung f : M → M nennen wir eine Isometrie,
falls sie die durch die (Pseudo-)Metrik gegebenen Abstände erhält:

dM

(
f(x), f(y)

)
= dM (x, y) für alle x, y ∈M .

Ist dM insbesondere eine Metrik, so sind Isometrien offenbar umkehrbar stetig.

Mit Br(x) sei die offene Kugel
{
y ∈M

∣∣ dM (x, y) < r
}

vom Radius r um
x ∈M bezeichnet. Für alle Isometrien f gilt dann wegen der Abstandserhaltung:
f(Br(x)) = Br(f(x)).

Lemma 1.6: Alle Automorphismen f ∈ AutM sind Isometrien.

Beweis: Als direkte Folge des Satzes 1.3 erhalten alle Automorphismen f die
durch die Pseudometrik gegebenen Abstände:

dM (x, y) = dM

(
f−1(f(x)), f−1(f(y))

)
≤ dM

(
f(x), f(y)

)
≤ dM (x, y). �

Lemma 1.7: Sei (fn)N eine Folge von Isometrien, die punktweise gegen eine
Isometrie f : M → M konvergiert: fn(p) → f(p) für alle p ∈ M . Dann
konvergiert (fn)N auf jedem Kompaktum K ⊂M gleichmäßig gegen f :

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀j ≥ N ∀x ∈ K : dM (fj(x), f(x)) < ε.

Beweis: Sei ε > 0 gegeben, und sei K ⊂ M kompakt. Wegen der punktweisen
Konvergenz gibt es zu jedem p ∈ K ein np, so daß dM (fj(p), f(p)) < ε

3 ist für
alle j ≥ np.
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Sei Bε/3(p) die offene Kugel vom Radius ε
3 um p; für jedes x ∈ Bε/3(p) und

alle j ≥ np gilt dann mit Hilfe der Dreiecksungleichung und der Tatsache, daß
Isometrien Abstände erhalten:

dM (fj(x), f(x)) ≤ dM (fj(x), fj(p)) + dM (fj(p), f(p)) + dM (f(p), f(x))
< 2dM (x, p) + ε

3 < ε.

Wir überdecken nun K mit den Bε/3(p); weil K kompakt ist, gibt es endlich
viele pν ∈ K, so daß K überdeckt wird von den Bε/3(pν). Sei N = max{npν}.
Dann ist dM (fj(x), f(x)) < ε für alle x ∈ K und alle j ≥ N . Die Konvergenz ist
somit tatsächlich gleichmäßig. �

Für Automorphismen können wir Lemma 1.7 auch mit Hilfe der Kompakt-
Offen-Topologie formulieren:

Lemma 1.8: Sei (fn)N eine Folge von Automorphismen einer hyperbolischen
Mannigfaltigkeit M , die punktweise gegen eine Isometrie f : M →M konver-
giert. Dann ist f bereits biholomorph (d. h. f ∈ AutM), und (fn)N konvergiert
auch bezüglich der Kompakt-Offen-Topologie gegen f .

Beweis: Nach Lemma 1.7 konvergiert die Folge (fn)N auf jedem Kompaktum
gleichmäßig gegen die Isometrie f .

Da dM eine Metrik ist, ist die Isometrie f umkehrbar stetig. Es genügt also,
für den Beweis von f ∈ AutM die Holomorphie nachzuweisen. Dazu benötigen
wir lokale Koordinaten: Die Abbildung f ist holomorph, falls ψk ◦ f ◦ ϕ−1

j holo-
morph ist (soweit definiert; ϕj , ψk: Karten von M). Des weiteren ist nach dem
Satz 1.1 von Osgood eine komplexe Funktion auf einem Bereich Ω ∈ Cn genau
dann holomorph, wenn sie holomorph in jeder einzelnen Variablen und stetig ist.
Wir brauchen also nur noch den eindimensionalen Fall zu betrachten. Spezielle
kompakte Mengen in M sind solche, bei denen in lokalen Koordinaten alle Va-
riablen bis auf eine fest gewählt sind und diese eine aus einer in C kompakten
Menge kommt. Die gleichmäßige Konvergenz der gegebenen Folge auf solchen
Kompakta liefert dann – etwa über den Satz von Weierstraß – die Holomorphie
bezüglich der einen betrachteten Variable.

Wir wissen damit, daß die (fn)N auf jedem Kompaktum gleichmäßig gegen
f ∈ AutM konvergiert; mit anderen Worten gilt auf jedem Kompaktum K ⊂M
für alle ε > 0 und fast alle Folgeglieder: fn(K) ⊂

⋃
x∈K Bε(f(x)). Die Folge (fn)N

konvergiert gegen f bezüglich der Kompakt-Offen-Topologie, falls jede Umgebung
von f fast alle Folgeglieder enthält.

Sei also W eine Umgebung von f ∈ AutM . Dann gibt es N ∈ N und geeignete
Indizes i1, . . . , iN , j1, . . . , jN , so daß gilt: f ∈

⋂N
k=1W (Ūik , Ujk

) ⊂W . Das bedeu-
tet nach Definition: f(Ūik) ⊂ Ujk

für alle k ∈ {1, . . . , N}. Weil f(Ūik) kompakt
und M \ Ujk

abgeschlossen ist, haben wir:∗

δ := min
k

dist
(
f(Ūik),M \ Ujk

)
> 0.

Die gleichmäßige Konvergenz der Folge (fn)N auf jedem Kompaktum liefert nun
für ε = δ

2 : fn(Ūik) ⊂
⋃

x∈Ūik
Bε(f(x)) ⊂ Ujk

für fast alle Folgeglieder. Daher
konvergiert die Folge bezüglich der Kompakt-Offen-Topologie. �

∗Wie üblich sei: dist(A, B) := inf
˘
dM (a, b)

˛̨
a ∈ A; b ∈ B

¯
.
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Die Voraussetzung von Lemma 1.7 kann noch wesentlich abgeschwächt wer-
den; hierfür dient das folgende

Lemma 1.9: Sei M eine zusammenhängende hyperbolische Mannigfaltigkeit.
Sei (fn)N eine Folge von Isometrien auf M , und für ein p ∈M habe (fn(p))N
einen Häufungspunkt. Es gibt dann eine Teilfolge (fnk

)N, die punktweise gegen
eine Isometrie f : M →M konvergiert.

Beweis: siehe Anhang A auf Seite 63. �

Definition: Seien G eine Gruppe und M eine beliebige Menge. Die Gruppe G
operiert auf M , wenn eine Abbildung („Aktion“) G × M → M ; (g, p) 7→ gp
vorliegt, so daß ep = p ist für die Identität e in G und das Assoziativgesetz
g(hp) = (gh)p gilt.

Als Bahn eines Punktes p ∈ M unter der Aktion von G bezeichnet man
die Menge G(p) :=

{
gp

∣∣ g ∈ G}
. Den Stabilisator Gp :=

{
g ∈ G

∣∣ g(p) = p
}

des
Punktes p nennt man auch Isotropiegruppe von p in G.

Die Aktion von G auf M heißt transitiv, wenn alle Bahnen übereinstimmen:
G(p) = M .

Sei ab jetzt M wieder eine komplexe Mannigfaltigkeit. Dann operiert die Au-
tomorphismengruppe AutM auf natürliche Weise auf M . Die Mannigfaltigkeit
M heißt homogen, falls eine Gruppe G ⊂ AutM von Automorphismen auf M
transitiv operiert.

Eine stetige Transformationsgruppe ist eine Gruppe G, für die es einen
stetigen Homomorphismus G → AutM gibt; auf diese Weise erhält man eine
Aktion von G auf M . Die stetige Transformationsgruppe G operiert effektiv,
wenn der Homomorphismus G→ AutM den trivialen Kern e hat. (Das ist zum
Beispiel für alle Untergruppen von AutM der Fall.)

Eine stetige Transformationsgruppe G heißt eigentliche Transformations-
gruppe, wenn ihre Aktion eigentlich ist, das heißt, wenn unter der Abbildung
Ψ : G ×M → M ×M ; (g,m) 7→ (g(m),m) das Urbild jeder kompakten Menge
wieder kompakt ist.

Lemma 1.10: Ist M eine komplexe Mannigfaltigkeit mit einer eigentlichen
Transformationsgruppe G, so ist die Isotropiegruppe Gp =

{
g ∈ G

∣∣ g(p) = p
}

von p ∈M in G kompakt.

Beweis: Für p ∈ M ist Ψ−1(p, p) = (Gp, p) das Urbild von (p, p) bei der Abbil-
dung Ψ ; weil {(p, p)} kompakt und Ψ eigentlich ist, ist auch Gp kompakt. �

Ein Beispiel für eigentliche Transformationsgruppen liefert der folgende

Satz 1.11: Auf einer zusammenhängenden hyperbolischen Mannigfaltigkeit
M operiert die Automorphismengruppe AutM eigentlich.

Beweis: Zur Abkürzung sei G := AutM . Zu zeigen ist, daß die Abbildung
Ψ : G×M →M ×M ; (g, x) 7→ (g(x), x) eigentlich ist.

Sei K1 ×K2 ⊂ M ×M kompakt, das heißt, seien K1,K2 ⊂ M kompakt. Sei
weiter H :=

{
g ∈ G

∣∣ K1 ∩ g(K2) 6= ∅
}
. Zu zeigen ist, daß das Urbild

Ψ−1(K1 ×K2) =
{
(g, x) ∈ G×M

∣∣ g(x) ∈ K1 ∧ x ∈ K2

}
⊂ H ×K2
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kompakt ist. Weil Ψ−1(K1 × K2) abgeschlossen ist, genügt es zu zeigen, daß
die Menge H kompakt ist. Ist H = ∅, sind wir fertig, sei also H 6= ∅. Nun
ist H kompakt, wenn jede Folge (gn)N in H eine bezüglich der Kompakt-Offen-
Topologie konvergente Teilfolge mit Grenzwert in H besitzt. Nach Lemma 1.8
genügt es dafür, die punktweise Konvergenz gegen eine Isometrie zu zeigen.

Sei (gn)N eine Folge in H, für alle n ∈ N gelte also: K1 ∩ gn(K2) 6= ∅. Zu
jedem n ∈ N wählen wir pn ∈ g−1

n (K1) ∩ K2. Dann ist (pn)N eine Folge in K2,
und wegen gn(pn) ∈ K1 ∩ gn(K2) ist außerdem (gn(pn))N eine Folge in K1. Weil
K1 und K2 kompakt sind, gibt es also eine Teilfolge (pnj )N von (pn)N, so daß
pnj → p ∈ K2 und gnj (pnj ) → q ∈ K1 gelten. Aus der Dreiecksungleichung erhält
man unter Verwendung, daß gnj eine Isometrie ist:

dM

(
gnj (p), q

)
≤ dM

(
gnj (p), gnj (pnj )

)
+ dM

(
gnj (pnj ), q

)
= dM

(
p, pnj

)
+ dM

(
gnj (pnj ), q

)
,

und deswegen konvergiert auch die Folge (gnj (p))N gegen q ∈ K1 ⊂M .
Lemma 1.9 liefert nun, daß eine Teilfolge (fn)N von (gnj )N und damit von

(gn)N existiert, die punktweise gegen eine Isometrie f : M → M konvergiert:
fn(m) → f(m) für alle m ∈M . Insbesondere gilt f(p) = q und daher f ∈ H.

Damit ist die Eigentlichkeit gezeigt. �

Satz 1.12: Ist M eine zusammenhängende hyperbolische Mannigfaltigkeit,
so ist AutM eine lokal-kompakte, reelle Lie-Gruppe bezüglich der Kompakt-
Offen-Topologie.

Beweis: Für den Beweis, daß AutM lokal-kompakt ist, sei a ∈ M und U eine
offene Umgebung von a mit kompaktem Abschluß. Es genügt zu zeigen, daß die
Umgebung W := W ({a}, U) =

{
f ∈ AutM

∣∣ f(a) ∈ U
}

der Eins id ∈ AutM
einen kompakten Abschluß hat. (W hat kompakten Abschluß, falls alle Folgen in
W eine in AutM konvergente Teilfolge besitzen.)

Sei (fn)N eine Folge in W . Dann ist (fn(a))N eine Folge in der kompakten
Menge Ū und besitzt als solche einen Häufungspunkt. Gemäß Lemma 1.9 können
wir eine Teilfolge (fnk

)N wählen, so daß (fnk
(x))N für alle x ∈M konvergiert. Mit

Lemma 1.8 folgt, daß die Isometrie f , die gegeben ist durch f(x) := lim
k→∞

fnk
(x),

bereits in AutM liegt. Außerdem konvergiert (fnk
)N sogar gleichmäßig gegen f

auf jedem Kompaktum K ⊂M , und somit hat W einen kompakten Abschluß.
Nach Bochner u. Montgomery (1946, Theorem A) ist eine lokal-kompakte

Transformationsgruppe bereits eine reelle Lie-Gruppe. �

1.4. Siegel-Gebiete

Als Literatur zu diesem Abschnitt dienen: Kaup, Matsushima und Ochiai (1970); Au-
tomorphic Functions and the Geometry of Classical Domains von Pyatetskii-Shapiro
(1969); Hyperbolic Manifolds and Holomorphic Mappings von Kobayashi (1970); Alge-
braic Structures of Symmetric Domains von Satake (1980).

Wir wollen hier eine bestimmte Sorte hyperbolischer Mannigfaltigkeiten einfüh-
ren, die sogenannten Siegel-Gebiete. Diese stellen eine Verallgemeinerung des Be-
griffs der oberen Halbebene H =

{
z ∈ C

∣∣ Im z > 0
}

dar.
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Definition: Ein spitzer, offener, konvexer Kegel oder kurz ein spitzer Kegel
ist eine (nichtleere) offene Teilmenge K ⊂ Rk mit den Eigenschaften:

x, y ∈ K =⇒ ∀t, s > 0: tx+ sy ∈ K;
∀x, y ∈ K : x+ Ry 6⊂ K.

Weiter heißt G(K) :=
{
g ∈ GLk(R)

∣∣ gK = K
}

die lineare Automorphismen-
gruppe des Kegels K.

Die zweite definierende Bedingung des spitzen Kegels bedeutet, daß keine
Gerade ganz im Kegel enthalten ist. Dann gibt es ein Koordinatensystem, in dem
der Kegel nur positive Komponenten aufweist – daher die Bezeichnung spitzer
Kegel. Diese Eigenschaft sorgt zusammen mit der Konvexität dafür, daß für jeden
spitzen Kegel K stets K + K̄ ⊂ K gilt.

Definition: Seien n, k ∈ N, 0 < k ≤ n und K ⊂ Rk ein spitzer Kegel. Eine
Abbildung F : Cn−k × Cn−k → Ck mit den Eigenschaften:

1. ∀x, y ∈ Cn−k : F (x, y) = F (y, x);

2. ∀x1, x2, y ∈ Cn−k ∀a, b ∈ C : F (ax1 + bx2, y) = aF (x1, y) + bF (x2, y);

3. ∀z ∈ Cn−k : F (z, z) ∈ K̄ und F (z, z) = 0 ⇔ z = 0;

nennt man eine K-hermitesche Form auf Cn−k × Cn−k. Weiter heißt

U(K,F ) :=
{
(z, w) ∈ Ck × Cn−k

∣∣ Im z − F (w,w) ∈ K
}

das durch K und F definierte Siegel-Gebiet.

Bemerkung: U(K,F ) wird in der Literatur meistens als Siegel-Gebiet zweiter Art
bezeichnet, im Spezialfall k = n (also F ≡ 0) heißt U(K) =

{
z ∈ Cn

∣∣ Im z ∈ K
}

Siegel-Gebiet erster Art. Darüber hinaus gibt es auch allgemeinere Möglichkeiten,
Siegel-Gebiete zu definieren (dritter Art, generalisiert, etc.), die wir hier aber
nicht betrachten. In dieser Arbeit wollen wir daher Siegel-Gebiete zweiter Art
der Einfachheit halber stets kurz Siegel-Gebiete nennen.

Das einfachste Beispiel eines Siegel-Gebietes liegt bei n = k = 1 vor. Dann gibt
es nur die Möglichkeiten: K = ]0,∞[ und K = ]−∞, 0[, die auf die Halbebenen
U = H oder U = −H führen. Mit der Cayley-Transformation ±z 7→ z−i

z+i erhält
man auf jeden Fall: U ' D.

Zur Rechtfertigung der Sprechweise dient der folgende

Satz 1.13: Ein Siegel-Gebiet ist ein konvexes Gebiet.

Beweis: Ein Siegel-Gebiet U(K,F ) ist wegen Rk +iK = U(K) ↪→ U(K,F ) nicht-
leer. Es ist offen, weil K offen ist und Im und F stetig sind.

Seien nun (z1, w1), (z2, w2) ∈ U , das heißt, Im zj − F (wj , wj) =: kj ∈ K für
j ∈ {1, 2}. Sei weiter (z, w) ∈ Cn eine konvexe Kombination (mit t ∈ [0, 1]):
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(z, w) := (1− t)(z1, w1) + t(z2, w2). Dann gilt:

Im z − F (w,w) = (1− t)
(
k1 + F (w1, w1)

)
+ t

(
k1 + F (w1, w1)

)
− F

(
(1− t)w1 + tw2, (1− t)w1 + tw2

)
= (1− t)k1 + tk2 + t(1− t)

(
F (w1, w1) + F (w2, w2)
− F (w1, w2)− F (w2, w1)

)
= (1− t)k1 + tk2 + t(1− t)F (w1 − w2, w1 − w2).

Nach Voraussetzung sind (1− t)k1 + tk2 ∈ K und F (w1−w2, w1−w2) ∈ K̄. Weil
K als spitzer Kegel K+ K̄ ⊂ K erfüllt, folgt dann, daß auch Im z−F (w,w) ∈ K
ist. Also ist U tatsächlich konvex (und insbesondere zusammenhängend). �

Im allgemeinen kann ein Siegel-Gebiet eine recht komplizierte Struktur haben,
weil der spitze Kegel K lediglich offen und konvex zu sein braucht sowie keine
Gerade ganz enthalten darf, aber bis auf diese vorgeschriebenen Eigenschaften
völlig beliebig gewählt werden kann. Besonders einfache Siegel-Gebiete erhält
man in den Fällen k = 1 und k = 2, weil man dann durch geeignete Wahl
des Koordinatensystems dafür sorgen kann, daß K = ]0,∞[ bzw. K = ]0,∞[2

ist. Für k ≥ 3 können wir zwar immer noch o. B. d.A. annehmen, daß der spitze
Kegel K nur positive Komponenten aufweist (und somit die K-hermitesche Form
F sogar aus positiv semidefiniten Komponenten zusammengesetzt ist), aber im
allgemeinen ist K lediglich enthalten in ]0,∞[k.

Satz 1.14: Sei U(K,F ) ein Siegel-Gebiet. Bei k = 1 ist U(K,F ) ' Bn.
Bei k = 2 und einer verschwindenden Komponente der K-hermiteschen

Form F ist U(K,F ) ' D×Bn−1.

Beweis: Im Falle k = 1 nehmen wir o. B. d.A. an, daß K = ]0,∞[ ist, dann gilt:

U '
{
(z, w) ∈ C× Cn−1

∣∣ Im z > F (w,w) ≥ 0
}
.

Hier ist die hermitesche Form F positiv definit, o. B. d. A. sei F (w,w) = ‖w‖2.
Wir definieren dann neue Koordinaten per ζ1 := z−i

z+i und ζj := 2wj−1

z+i für alle
j ∈ {2, . . . , n}. Mit der Beziehung |z + i|2 − |z − i|2 = 4 Im z folgt:

‖ζ‖2 = 1
|z+i|2 ·

(
|z − i|2 + 4 ·

n∑
j=2
|wj−1|2

)
= 1 + 4

|z+i|2 ·
(
− Im z + ‖w‖2

)
,

also ‖ζ‖ < 1 ⇐⇒ (z, w) ∈ U und daher: U ' Bn.
Bei k = 2 kann man durch geeignete Wahl des Koordinatensystems dafür

sorgen, daß K = ]0,∞[2 ist. Dann ist:

U '
{
(z, w) ∈ C2 × Cn−2

∣∣ Im z1 > F1(w,w) ≥ 0; Im z2 > F2(w,w) ≥ 0
}

mit positiv semidefiniten hermiteschen Formen F1, F2, es gilt:

F1(w,w) = 0 = F2(w,w) ⇐⇒ w = 0.

Ist z. B. F1 ≡ 0, so muß F2 positiv definit sein, o. B. d.A. sei F2(w,w) = ‖w‖2.
Dann haben wir:

U '
{
(z, w) ∈ C2 × Cn−2

∣∣ Im z1 > 0; Im z2 > ‖w‖2 ≥ 0
}
' D×Bn−1,

wobei die behauptete Äquivalenz durch Transformation in ein neues Koordina-
tensystem wie im Falle k = 1 folgt. �
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Bemerkung: Wenn bei k = 2 keine der Komponenten F1 und F2 überall ver-
schwindet, gibt es immer noch zwei Möglichkeiten: F1 ∼ F2 und F1 6∼ F2. [Dabei
kann der Fall F1 6∼ F2 nur bei n ≥ 4 realisiert werden: Die beiden hermite-
schen Formen Fj können mit hermiteschen Matrizen Rj geschrieben werden als:
Fj(x, y) = txRjy; für n = 3 ist aus Dimensionsgründen einfach Rj ∈ R und daher:
F1(w,w) ∼ |w|2 ∼ F2(w,w).]

Wie im Kapitel 4 gezeigt wird (vgl. Satz 4.1), gilt aber in diesen Fällen
dimR AutU ≤ n2, und in dieser Arbeit interessieren nur Siegel-Gebiete mit einer
Dimension dimR AutU ≥ n2 + 1.

Das andere Extrem zu den eben betrachteten Fällen mit kleinen k ist der Fall
k = n. Dabei kann der Kegel K vielfältig gewählt werden. Speziell für k = n und
K = ]0,∞[k haben wir (per Cayley-Transformation in jeder Komponente zj):

U =
{
z ∈ Cn

∣∣ ∀j ∈ {1, . . . , n} : Im zj > 0
}

= Hn ' Dn.

Neben dieser besonders einfachen Möglichkeit soll hier noch ein Beispiel angege-
ben werden, bei dem die Komponenten des Kegels nicht unabhängig voneinander
sind: In drei Dimensionen gibt es den spitzen Kegel

K+ :=
{
x ∈ R3

∣∣ x1 > 0;x3 > 0;−
√
x1x3 < x2 <

√
x1x3

}
=

{
x ∈ R3

∣∣ (
x1 x2
x2 x3

)
positiv definit

}
.

Bei n = k = 3 erhält man so den dreidimensionalen Siegelraum S:

U(K+) =
{
(w1, w2, w3) ∈ C3

∣∣ Im
(

w1 w2
w2 w3

)
positiv definit

}
'

{
(z1, z2, z3) ∈ C3

∣∣ E2 − Z · Z positiv definit; Z :=
(

z1 z2
z2 z3

)}
=: S.

Die Äquivalenz U ' S gilt, weil die Abbildung(
w1 w2
w2 w3

)
=: W 7→ (E2 + iW )(E2 − iW )−1 =: Z

biholomorph und

E2 − Z · Z = (E2 − iW )−1 ·
(
(E2 − iW )(E2 + iW )

− (E2 + iW )(E2 − iW )
)
· (E2 + iW )−1

= (E2 − iW )−1 · (4 ImW ) · (E2 + iW )−1

positiv definit ist.
Des weiteren ist jede Abbildung W 7→ (AW + B)(CW + D)−1 mit Koeffi-

zienten
(

A B
C D

)
∈ Sp2(R) :=

{
M ∈ GL4(R)

∣∣ tMJ4M = J4 :=
(

0 E2
−E2 0

)}
ein Au-

tomorphismus von S; daher ist die Automorphismengruppe von S isomorph zu
Sp2(R)/±E4 und hat die Dimension 10.

Für kleine n kann man alle Siegel-Gebiete U = U(K,F ) auflisten. Für n = 1
ist U ' D. Für n = 2 kann nur entweder k = 1 (dann U ' B2) oder k = 2 sein
(dann U ' D2). Für n = 3 ist k ∈ {1, 2, 3}; für k = 1 haben wir U ' B3, für
k = 2 ist U ' D×B2, und bei k = 3 ist U biholomorph äquivalent zu S oder D3

(bei Wahl des Kegels zu K = K+ bzw. K = ]0,∞[3).
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Weitere Möglichkeiten gibt es bei n = 3 nicht, denn jedes Siegel-Gebiet mit
n ≤ 3 ist bereits∗ ein symmetrischer Raum, und diese lassen sich vollständig
klassifizieren (vgl. z. B. Helgason, 1978, Tabelle S. 518f): Die einzigen Möglichkei-
ten für nicht zusammengesetzte (irreduzible) Räume der komplexen Dimension
3 sind nach der zitierten Tabelle: AIII ' DIII ' B3; BDI ' CI muß dann der
Siegelraum S sein; dazu kommen noch die Fälle, in denen sich das Siegel-Gebiet
als Produkt schreibt: Weil dazu – wie bereits oben notiert – nur B1 = D (n = 1)
sowie B2 und D2 in Frage kommen, können hier nur die beiden Möglichkeiten
D×B2 und D3 auftreten.

Alle bislang betrachteten speziellen Realisierungen von Siegel-Gebieten stellen
hyperbolische Mannigfaltigkeiten dar. Das gilt auch allgemein:

Satz 1.15: Jedes Siegel-Gebiet ist eine hyperbolische Mannigfaltigkeit.

Beweis: Sei U := U(K,F ) =
{
(z, w) ∈ Ck × Cn−k

∣∣ Im z − F (w,w) > 0
}

ein
Siegel-Gebiet. O.B. d.A. sei dabei K ⊂ ]0,∞[k; dann ist jede Komponente Fj

der K-hermiteschen Form F eine positiv definite hermitesche Form und kann
somit als endliche Summe von Linearformen dargestellt werden (Lj : endliche
Teilmengen von N):

Fj(w,w) =
∑
`∈Lj

|λj;`(w)|2; j ∈ {1, . . . , k}.

Die positive Definitheit übersetzt sich wie folgt:

w = 0 ⇐⇒ F (w,w) = 0
⇐⇒ ∀j ∈ {1, . . . , k} : Fj(w,w) = 0
⇐⇒ ∀j ∈ {1, . . . , k} ∀` ∈ Lj : λj;`(w) = 0.

Wir erhalten also ein homogenes Gleichungssystem mit mindestens n− k Linear-
formen, wegen w ∈ Cn−k wäre nämlich ansonsten eine eindeutige Lösung nicht
möglich. Linear unabhängig sind aber nur genau n− k Linearformen; um lineare
Unabhängigkeit zu erreichen, müssen wir daher einige Linearformen streichen.
Wir beginnen mit den durch L1 indizierten Linearformen und gehen zu einer ma-
ximalen Teilmenge L′1 ⊂ L1 über, so daß die verbleibenden `1 := |L′1| Stück eine
linear unabhängige Familie Λ1 :=

{
λ1;`

∣∣ ` ∈ L′1} bilden.
Als nächstes fügen wir durch L2 indizierte Linearformen zu denen aus Λ1

hinzu. Sei dazu L′2 eine maximale Teilmenge von L2 (mit `2 := |L′2|), so daß

Λ2 := Λ1 ∪
{
λ2;`

∣∣ ` ∈ L′2}
eine linear unabhängige Familie ist. Das Verfahren setzen wir bis Lk fort und
haben dann für jedes j ∈ {1, . . . , k} eine maximale Teilmenge L′j ⊂ Lj mit
`j := |L′j | Elementen, so daß sich eine linear unabhängige Familie ergibt:

Λj =
{
λ1;`

∣∣ ` ∈ L′1} ∪ . . . ∪ {
λj;`

∣∣ ` ∈ L′j}.
∗Nach Cartan (1984) ist jeder beschränkte, homogene Bereich in zwei oder drei Dimensionen
symmetrisch, dies überträgt sich auf die Siegel-Gebiete. Für ein Beispiel eines nicht symmetri-
schen Siegel-Gebietes mit kleinstmöglichem n = 4 siehe Pyatetskii-Shapiro (1969, S. 26ff).
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Insgesamt enthält Λk dann genau n−k = `1 + · · ·+ `k Linearformen, und mit
diesen definieren wir nun neue positiv definite hermitesche Formen:

F̃j(x, y) :=
∑
`∈L′j

λj;`(x)λj;`(y); j ∈ {1, . . . , k}.

Wegen L′j ⊂ Lj gilt dabei stets: F̃j(w,w) ≤ Fj(w,w). Wenn wir über F̃ ein wei-
teres Siegel-Gebiet definieren: Ũ :=

{
(z, w) ∈ Ck × Cn−k

∣∣ Im z − F̃ (w,w) > 0
}
,

folgt also: U ⊂ Ũ .
Mit den n− k Linearformen aus Λk können wir einen Basiswechsel von Cn−k

vornehmen (mit `j := |L′j |; beachte, daß `1 + · · ·+ `k = n− k):

w =

 w1
...

wn−k

 7→ w̃ =


w̃1;1

:
w̃1;`1
w̃2;1

:
w̃2;`2
w̃3;1

:
w̃k;`k

 =


λ1;1(w)

:
λ1;`1

(w)

λ2;1(w)
:

λ2;`2
(w)

λ3;1(w)
:

λk;`k
(w)

 .

Es folgt dann (die zweite Zeile nutzt Satz 1.14):

U ⊂ Ũ '

(z, w̃) ∈ Ck × Cn−k

∣∣∣∣∣∣∣
Im z1 − |w̃1;1|2 − · · · − |w̃1;`1 |2 > 0

...
Im zk − |w̃k;1|2 − · · · − |w̃k;`k

|2 > 0


' B`1+1 × · · · ×B`k+1 ⊂ Dn.

Jedes Siegel-Gebiet U = U(K,F ) ist somit enthalten in einem Gebiet, das biho-
lomorph äquivalent zu einem Produkt offener Kugeln ist. Insbesondere kann U
in den Polyzylinder Dn eingebettet werden: ι : U ↪→ Dn.

Es gilt: dDn(ι(x), ι(y)) ≤ dU (x, y). Weil dDn eine Metrik ist, muß es auch dU

sein, und daher ist U hyperbolisch. �

Umgekehrt gilt der

Satz 1.16 (Nakajima): Jede homogene hyperbolische Mannigfaltigkeit ist bi-
holomorph äquivalent zu einem homogenen Siegel-Gebiet (zweiter Art).

Beweis: siehe Nakajima (1985) �

In dieser Arbeit kommen nur homogene hyperbolische Mannigfaltigkeiten vor.
Des Satzes von Nakajima wegen können wir statt hyperbolischer Mannigfaltig-
keiten daher stets Siegel-Gebiete betrachten.
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2. Lie-Gruppen und Lie-Algebren

Für dieses Kapitel stütze ich mich hauptsächlich auf die Bücher: Introduction to Lie Al-
gebras and Representation Theory von Humphreys (1972); Lie Groups and Lie Algebras
von Bourbaki (1975); Semisimple Lie Algebras von Goto u. Grosshans (1978). Ausnah-
men bilden der Abschnitt 2.2, der auf Lie Groups and Algebraic Groups von Onishchik u.
Vinberg (1990) zurückgeht, und der Abschnitt 2.3.3 mit Rückgriff auf Real Analysis von
Lang (1983) und The Structure of Lie Groups von Hochschild (1965). Für den Anfang
dieses Kapitels gilt außerdem das zu Beginn von Abschnitt 1.1 notierte.

Definition: Unter einer reellen bzw. komplexen Lie-Algebra wollen wir einen
endlichdimensionalen K-Vektorraum a verstehen, auf dem eine reell bzw. kom-
plex bilineare Multiplikation a × a → a; (a, b) 7→ [a, b] definiert ist („Lie-Klam-
merprodukt“), so daß für alle a, b, c ∈ a gilt: [a, a] = 0 (Antikommutativität) und
[a, [b, c]] + [b, [c, a]] + [c, [a, b]] = 0 (Jacobi-Identität).

(Lie-Gruppen wurden bereits in Abschnitt 1.1 definiert.)

Beispiel: 1©: Die allgemeine lineare Gruppe GLn(K) aller invertierbaren reellen
bzw. komplexen Matrizen ist eine reelle bzw. komplexe Lie-Gruppe.

2©: Der K-Vektorraum Kn×n aller komplexen bzw. reellen (n×n)-Matrizen
wird zu einer K-Lie-Algebra, wenn man als Lie-Klammerprodukt den Kommu-
tator [A,B] := AB − BA verwendet. Man verwendet für diese Lie-Algebra die
Bezeichnung gln(K).

3©: Der K-Vektorraum aller differenzierbaren bzw. holomorphen Vektorfelder
auf einer differenzierbaren bzw. komplexen Mannigfaltigkeit M wird mit dem
im vorigen Kapitel definierten Klammerprodukt zu einer (allerdings unendlichdi-
mensionalen) K-Lie-Algebra X (M).

Definition: Sei a eine Lie-Algebra. Ein Untervektorraum u ⊂ a ist eine Unter-
algebra, falls u gegenüber der Multiplikation abgeschlossen ist: [u, u] ⊂ u. Gilt
sogar [a, u] ⊂ u, so nennt man u ein Ideal in a.

Beispielsweise ist das Zentrum von a: Z(a) =
{
a ∈ a

∣∣ ∀b ∈ a : [a, b] = 0
}

ein
Ideal in a: [Z(a), a] = {0}.

Sind i und j Ideale in einer Lie-Algebra a, so sind offensichtlich auch i∩ j und
i + j Ideale in a. Weiter ist [i, j] ein Ideal, denn es gilt:

[a, [i, j]] ⊂ [i, [a, j]] + [[a, i], j] (Jacobi-Identität)
⊂ [i, j] + [i, j] ⊂ [i, j] (da [a, i] ⊂ i und [a, j] ⊂ j). (∗)

Weil i und j Ideale sind, hat man außerdem: [i, j] ⊂ i ∩ j.

Zu jeder Lie-Gruppe G gehört eine Lie-Algebra∗, die als Tangentialraum am
Einheitselement e ∈ G gegeben ist: g := TeG. Damit dieser Vektorraum tat-
sächlich eine Lie-Algebra wird, müssen wir ihn mit einem Lie-Klammerprodukt
versehen. Dazu dienen die folgenden Schritte:

∗
Wir wollen die Konvention verwenden, da Lie-Algebren ĆetŊ die gleiĚe BezeiĚnung wie die zugehŽrige Lie-Gruppe erhalten, die

jedoĚ klein gesĚrieben und { so wie diese Funote { in Fraktur geseŃt wird.
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Sei ξ ∈ g = TeG. Weil das Tangentialbündel einer Lie-Gruppe global trivial
ist: TG = Gn g (siehe Literatur), können wir zu ξ wie folgt ein Vektorfeld bilden:

Xξ : G→ TG (= Gn g)
g 7→ (TeLg)(ξ) (=: g · ξ).

Dabei ist Lg : G→ G;h 7→ gh die Linkstranslation auf der Lie-Gruppe G. Es gilt:

Xξ

(
Lg(h)

)
= (TeLgh)(ξ) =

(
Te(Lg ◦ Lh)

)
(ξ)

=
(
TLh(e)Lg ◦ TeLh

)
(ξ) = (ThLg)

(
Xξ(h)

)
bzw. suggestiv Xξ(gh) = gXξ(h). Vektorfelder mit dieser Eigenschaft nennt man
linksinvariant. Wir haben also zu ξ ein linksinvariantes Vektorfeld Xξ konstruiert.

Umgekehrt sei Y : G → TG irgendein linksinvariantes Vektorfeld. Dann ist
ξ := Y (e) ∈ TeG = g, und wir haben die Gleichheit Y = Xξ, wie man leicht sieht:

Y (g) = Y
(
Lg(e)

)
= TeLg

(
Y (e)

)
= g · ξ = Xξ(g).

Die linksinvarianten Vektorfelder G → TG bilden eine endlichdimensionale
Lie-Unteralgebra von X (G). Es gilt für alle ξ, η ∈ g und r ∈ R: Xξ+rη = Xξ +rXη

und X[ξ,η] = [Xξ, Xη], wenn man definiert:

Definition: Das Lie-Klammerprodukt von ξ, η ∈ g ist [ξ, η] := [Xξ, Xη](e).

Dadurch wird auch der Tangentialraum g = TeG zu einer Lie-Algebra, die wir
auf die angegebene Weise mit der Lie-Algebra aller linksinvarianten Vektorfelder
identifizieren.

Als Beispiel hat die komplexe Lie-Gruppe GLn(C) die zugehörige Lie-Algebra
gln(C) := TEnGLn(C) ' Cn×n. Weitere Lie-Gruppen werden durch abgeschlos-
sene Untergruppen von GLn(C) gegeben, man nennt sie lineare Gruppen. Als
Übersicht seien hier einige komplexe und reelle lineare Gruppen mit ihren Lie-
Algebren (identifiziert mit Teilmengen von Cn×n) aufgeführt:

SLn(C) =
{
M∈GLn(C)

∣∣ detM = 1
}
; Ŋln(C) =

{
M∈Cn×n

∣∣ spurM = 0
}
;

On(C) =
{
M∈GLn(C)

∣∣ tMM = En

}
; on(C) =

{
M∈Cn×n

∣∣ tM+M = 0
}
;

SOn(C) = On(C) ∩ SLn(C); Ŋon(C) = on(C) ∩ Ŋln(C);

Spn(C) =
{
M∈GL2n(C)

∣∣ tMJnM = Jn

}
; Ŋpn(C) =

{
M∈C2n×2n

∣∣ tMJn+JnM = 0
}
;

Un =
{
M∈GLn(C)

∣∣ M∗M = En

}
; un =

{
M∈Cn×n

∣∣ M∗+M = 0
}
;

SUn = Un ∩ SLn(C); Ŋun = un ∩ Ŋln(C);
Spn = Spn(C) ∩U2n; Ŋpn = Ŋpn(C) ∩ u2n.

Dabei ist jeweils En die n-dimensionale Einheitsmatrix und Jn =
(

0 En
−En 0

)
.

Bemerkung: Hat man zwei Lie-Gruppen G,H und einen Lie-Gruppenhomomor-
phismus f : G → H, das heißt, einen differenzierbaren bzw. holomorphen Grup-
penhomomorphismus, so ist die Tangentialabbildung Tef : g → h ein Lie-Alge-
brenhomomorphismus, das heißt, eine mit dem Lie-Klammerprodukt verträgliche
lineare Abbildung.
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Umgekehrt kann man zu jeder Lie-Algebra g eine Lie-Gruppe G finden, so
daß g = TeG ist. Dazu verwendet man die Exponentialabbildung, die im folgenden
eingeführt wird (zu Details siehe wieder die in Abschnitt 1.1 zitierte Literatur).

Linksinvariante Vektorfelder haben eine auf ganz R definierte maximale Inte-
gralkurve αe(t) durch e ∈ G mit αe(t+s) = αe(t)αe(s). Man schreibt für die Ein-
parametergruppe (vgl. S. 3) des VektorfeldesXξ hier exp(tξ) := exp(tXξ) = αe(t).
Die Kurve t 7→ exp(tξ) zu ξ ∈ TeG ist die eindeutige Lösung der Differentialglei-
chung:

exp(0ξ) = e; d
dt exp(tξ) = exp(tξ) · ξ.

Definition: Sei G eine Lie-Gruppe. Die Abbildung

exp: g = TeG→ G

ξ 7→ exp(tξ)
∣∣
t=1

heißt Exponentialabbildung.

Die Exponentialabbildung ist holomorph bzw. differenzierbar sowie biholo-
morph bzw. diffeomorph in einer Umgebung der 0 ∈ g. Für G ⊂ GLn(K) ist exp
einfach die Matrixexponentialabbildung.

Mit Hilfe der Exponentialabbildung erhält man nun zu jeder Lie-Algebra eine
Lie-Gruppe; genauer gesagt, erzeugt exp g die zusammenhängende Komponente,
die die Identität e ∈ G enthält, insbesondere ist: dim g = dimG. Zum Beispiel
gilt: exp gln(C) = GLn(C).

Die Exponentialabbildung läßt sich wie folgt auch anders charakterisieren: Ist
γ : R → G ein Lie-Gruppenhomomorphismus (insbesondere: γ(t+ s) = γ(t)γ(s),
also eine Einparametergruppe), so gilt bereits: γ(t) = exp(tξ) mit ξ := d

dtγ(t)
∣∣
t=0

.
Man hat nämlich γ(0) = e und die Differentialgleichung d

dtγ(t) = γ(t) d
dτ γ(τ)

∣∣
τ=0

.
Damit gelangt man zu folgendem

Satz 2.1: Sei G eine zusammenhängende Lie-Gruppe mit zugehöriger Lie-
Algebra g. Sei H eine weitere Lie-Gruppe, f : G→ H ein Lie-Gruppenhomo-
morphismus und H̃ ⊂ H eine Lie-Untergruppe mit zugehöriger Lie-Algebra
h̃ ⊂ h. Dann gilt:

Tef(g) ⊂ h̃ =⇒ f(G) ⊂ H̃.

Beweis: Für jedes ξ ∈ g ist γ : R → H; t 7→ f
(
exp(tξ)

)
ein Lie-Gruppenhomo-

morphismus mit d
dtγ(t)

∣∣
t=0

= T0(f ◦ exp(tξ)) = (Texp(0ξ)f)(T0 exp(tξ)) = Tef(ξ)
(nach Kettenregel) und γ(0) = f(e) = e. Daraus erhält man über die obige
Charakterisierung der Exponentialabbildung: f

(
exp(tξ)

)
= γ(t) = exp

(
tTef(ξ)

)
.

Die Lie-Gruppe G wird erzeugt von exp g, weil sie zusammenhängend ist.
Daher wird f(G) erzeugt von f(exp g) = exp

(
Tef(g)

)
. Nach Voraussetzung ist

Tef(g) ⊂ h̃. Somit haben wir: f(G) ⊂ H̃. �

Folgerung: Sind G1 und G2 einfach zusammenhängende Lie-Gruppen, so gilt:
G1 ' G2 ⇐⇒ g1 ' g2. Die Richtung „⇒“ ist klar. Umgekehrt gibt es zu jedem
Lie-Algebrenhomomorphismus ϕ : g1 → g2 einen Lie-Gruppenhomomorphismus
f : G1 → G2 mit Tef = ϕ (vgl. Onishchik u. Vinberg, 1990, Theorem 6, S. 30ff).
Der Satz 2.1 liefert dann die Rückrichtung „⇐“.
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Definition: Eine lineare Darstellung (V, %) einer Lie-Gruppe G ist ein Lie-
Gruppenhomomorphismus % : G 7→ GL(V ) (V : K-Vektorraum), das heißt, gleich-
zeitig ein Gruppenhomomorphismus und eine differenzierbare bzw. holomorphe
Abbildung.

Eine lineare Darstellung (V, %) einer K-Lie-Algebra a ist ein (Lie-Alge-
bren-)Homomorphismus % : a 7→ gl(V ) (V : K-Vektorraum), das heißt, eine lineare
Abbildung, die mit der Multiplikation verträglich ist: %([a, b]) = [%(a), %(b)].

Lineare Darstellungen wollen wir kurz Darstellungen nennen.
Die Darstellung (V, %) der Lie-Algebra a heißt treu, falls der Kern des Ho-

momorphismus % : a→ gl(V ) trivial ist: Ker % = {0}.

Jede Lie-Gruppe G kann in der zugehörigen Lie-Algebra g dargestellt wer-
den: Zu jedem g ∈ G gibt es den inneren Automorphismus ag : x 7→ gxg−1. Die
adjungierte Darstellung von G ist dann gegeben durch:

Ad: G→ GL(g); g 7→ Teag.

Eine wichtige spezielle Darstellung einer Lie-Algebra a ist die adjungierte Dar-
stellung (ad = T Ad):

ad: a→ gl(a)
x 7→ adx : a→ a; (adx)(y) := [x, y];

auf diese Weise wird tatsächlich eine Darstellung definiert: die Linearität folgt
aus der Bilinearität der Lie-Klammer, und es gilt wegen der Jacobi-Identität:

(ad[a, b])(x) = [[a, b], x] = −[[b, x], a]− [[x, a], b]
= [a, [b, x]]− [b, [a, x]] = (ad a)(ad b)(x)− (ad b)(ad a)(x)
= [ad a, ad b](x) für alle a, b, x ∈ a.

Man rechnet leicht nach, daß Ker ad = Z(a) gilt. Bei verschwindendem Zentrum
ist die adjungierte Darstellung also treu.

Satz 2.2: Sei G eine zusammenhängende Lie-Gruppe mit zugehöriger Lie-
Algebra g. Sei % : G → GL(V ) eine Darstellung von G und U ⊂ V ein Un-
tervektorraum. Dann ist Te% : g → gl(V ) eine Darstellung von g, und der
Untervektorraum U ist genau dann %(G)-invariant, wenn er Te%(g)-invariant
ist.

Beweis: Durch GL(V,U) :=
{
A ∈ GL(V )

∣∣ AU ⊂ U
}

wird eine Lie-Untergruppe
von GL(V ) definiert, und die zugehörige Lie-Algebra ist dann gegeben durch
TeGL(V,U) =

{
ξ ∈ gl(V )

∣∣ ξU ⊂ U
}
.

Sei U Te%(g)-invariant, das heißt: Te%(g)U ⊂ U , also: Te%(g) ⊂ TeGL(V,U).
Es folgt mit dem Satz 2.1: %(G) ⊂ GL(V,U), also: %(G)U ⊂ U .

Umgekehrt hat man direkt: %(G) ⊂ GL(V,U) =⇒ Te%(g) ⊂ TeGL(V,U). �
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2.1. Zerlegung in einfache Ideale

2.1.1. Auflösbare und nilpotente Lie-Algebren

Definition: Eine Lie-Algebra a heißt einfach, falls sie nur die trivialen Ideale
{0} und a mit [a, a] 6= {0} besitzt.

Ein Ideal (insbesondere die Lie-Algebra selbst) i ⊂ a heißt auflösbar, falls die
abgeleitete Sequenz∗ i =: i(0) ⊃ i(1) ⊃ i(2) ⊃ . . . mit i(j+1) := [i(j), i(j)] bei einem
i(k) = {0} abbricht.

Ist a eine auflösbare Lie-Algebra, so sind auch alle Unteralgebren b ⊂ a auf-
lösbar, denn man hat für alle j ∈ N: b(j) ⊂ a(j). Darüber hinaus gilt folgender:

Satz 2.3: Seien a und b Lie-Algebren und f : a → b ein surjektiver Homo-
morphismus. Dann gilt: f(a(k)) = b(k) für alle k ∈ N. Ist a auflösbar, sind
insbesondere alle homomorphen Bilder von a auflösbar.

Beweis: Für k = 0 ist die Aussage trivial. Per Induktion nach k erhält man:

f(a(k+1)) = f([a(k), a(k)]) = [f(a(k)), f(a(k))] = [b(k), b(k)] = b(k+1). �

Ist a eine Lie-Algebra und i ein Ideal in a, so wird der Quotientenvektorraum
a/i zu einer Lie-Algebra, wenn man die Multiplikation gemäß [a+i, b+i] := [a, b]+i

(wohldefiniert!) erklärt. Die Quotientenabbildung

q : a→ a�
i

a 7→ a+ i

ist ein surjektiver (Liealgebren-)Homomorphismus.

Satz 2.4: Seien a eine Lie-Algebra und i ⊂ a ein Ideal in a. Genau dann ist
a auflösbar, wenn i und a/i auflösbar sind.

Beweis: Die Richtung „⇒“ ist wegen Satz 2.3 klar. Für die Rückrichtung „⇐“
nehmen wir an, daß i(j) = {0} und (a/i)(k) = {0} sind. Bezeichnet man den
Quotientenhomomorphismus a→ a/i mit q, so gilt also gemäß Satz 2.3:

{0} = q(a)(k) = q(a(k)).

Somit ist a(k) ⊂ i und daher: a(k+j) = (a(k))(j) ⊂ i(j) = {0}. �

Eine Folgerung dieses Satzes ist, daß mit zwei auflösbaren Idealen i, j in a
auch stets die Summe i + j auflösbar ist, es gilt nämlich: i∩ j ist auflösbar, daher
auch i/(i ∩ j) ' (i + j)/j (Isomorphiesatz), und somit ist i + j auflösbar.

Folglich gibt es in jeder Lie-Algebra ein größtes auflösbares Ideal, man erhält
es durch Summation aller auflösbaren Ideale. Das führt zur

Definition: Das Radikal von a ist das größte auflösbare Ideal in a, und a heißt
halbeinfach, falls das Radikal von a gleich {0} ist.
∗Alle i(j) sind Ideale in a (und in jedem i(k) mit k ≤ j), weil Kommutatoren von Idealen wieder
Ideale sind, vgl. (∗) auf Seite 15.
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Eine einfache Lie-Algebra a ist halbeinfach: Weil {0} und a die einzigen Ideale
von a sind und [a, a] = {0} ausgeschlossen ist, gilt: [a, a] = a; also ist a nicht
auflösbar und {0} das Radikal von a, das heißt, a ist halbeinfach.

Allgemein wird sich für halbeinfache Lie-Algebren im weiteren zeigen: [a, a] = a
(siehe Satz 2.23).

Für eine halbeinfache Lie-Algebra a ist Z(a) = {0}, denn das Zentrum ist
ein auflösbares Ideal: [Z(a), Z(a)] ⊂ [Z(a), a] = {0}. Folglich ist die adjungierte
Darstellung einer halbeinfachen Lie-Algebra a treu, denn Ker ad = Z(a).

Lemma 2.5: Seien V 6= 0 ein komplexer Vektorraum, a eine Unteralgebra
von gl(V ) und i ein Ideal in a. Es gebe einen gemeinsamen Eigenvektor für
alle Endomorphismen in i: v ∈ V \ {0} mit iv ⊂ Cv.

Sei ξ ∈ i ein beliebiger dieser Endomorphismen mit der Eigenwertglei-
chung ξ(v) = λv;λ ∈ C. Dann gilt für alle α1, . . . , αk ∈ a:

ξα1 · · ·αkv = λα1 · · ·αkv.

Mit anderen Worten ist ξ
∣∣
W

= λ·idW auf dem a-invarianten Untervektorraum
W :=

{
α1α2 · · ·αkv

∣∣ αj ∈ a; k ∈ N
}
⊂ V .

Beweis: Sei ϕ ∈ a. Für alle j ∈ N sei Vj der von {v, ϕ(v), . . . , ϕj−1(v)} aufge-
spannte (komplexe) Untervektorraum von V (also V0 = {0}, V1 = Cv, . . . ). Sei
m die größte ganze Zahl, so daß das System {v, ϕ(v), . . . , ϕm−1(v)} (komplex)
linear unabhängig ist, dann gilt: Vm = Vm+j für alle j ∈ N und dimC Vm = m.

Jedem ξ ∈ i ordnen wir nun einen Eigenwert λ(ξ) ∈ C zu, so daß die jeweilige
Eigenwertgleichung sich als ξ(v) = λ(ξ) · v schreibt, dabei ist λ : i → C linear.

Behauptung: Für alle ξ ∈ i gilt:

ξ ◦ ϕj(v) ≡ λ(ξ) · ϕj(v) (mod Vj).

Beweis: (per Induktion nach j) Für j = 0 ist die Behauptung wegen
V0 = {0} gerade die Voraussetzung ξ(v) = λ(ξ) · v. Für j ∈ N, j ≥ 1
hat man:

ξ ◦ ϕj(v) = ϕ ◦ ξ ◦ ϕj−1(v)− [ϕ, ξ] ◦ ϕj−1(v). (?)

Weil i ein Ideal ist, ist mit ξ ∈ i auch [ϕ, ξ] ∈ i, die Induktionsvoraus-
setzung gibt daher mit geeigneten w, w̃ ∈ Vj−1:

ξ ◦ ϕj−1(v) = λ(ξ) · ϕj−1(v) + w;

[ϕ, ξ] ◦ ϕj−1(v) = λ([ϕ, ξ]) · ϕj−1(v) + w̃.

Also folgt für (?):

ξ ◦ ϕj(v) = λ(ξ) · ϕj(v) + ϕ(w)− λ([ϕ, ξ]) · ϕj−1(v)− w̃,

und das liefert wegen ϕ(w) ∈ Vj und λ([ϕ, ξ])·ϕj−1(v)+w̃ ∈ Vj−1 ⊂ Vj

die Behauptung. �



2.1. Zerlegung in einfache Ideale 21

Es gilt: {0} = V0 $ V1 $ . . . $ Vm = Vm+1 = . . ., und jedes Vj wird von allen
ξ ∈ i invariant gelassen: Die Invarianz von V0 ist klar, sei Vj also i-stabil, und sei
vj+1 = α · ϕj(v) + vj ∈ Vj+1 mit passend gewähltem vj ∈ Vj . Dann liefert die
eben bewiesene Behauptung für ξ ∈ i:

ξ(vj+1) ≡ λ(ξ) · α · ϕj(v) + ξ(vj) (mod Vj+1)

=⇒ ξ(vj+1) ∈ Vj+1 wegen ξ(vj) ∈ Vj ⊂ Vj+1 und ϕj(v) ∈ Vj+1.

Insbesondere kann man ξ in Vm bezüglich der Basis {v, ϕ(v), . . . , ϕm−1(v)}
als obere Dreiecksmatrix schreiben, deren Diagonaleinträge λ(ξ) lauten. Daher
ist in Vm: spur ξ = mλ(ξ). Speziell für [ϕ, ξ] ∈ i ist: mλ([ϕ, ξ]) = spur[ϕ, ξ] = 0,
also gibt (?):

ξ ◦ ϕ(v) = λ(ξ) · ϕ(v)− λ([ϕ, ξ]) · v = λ(ξ) · ϕ(v).

Jetzt können wir die Aussage des Lemmas durch Induktion nach k zeigen.
Für k = 0 ist nichts zu zeigen, der Fall k = 1 ist mit der obigen Vorüberlegung
abgearbeitet. Für k > 1 seien α1, . . . , αk ∈ a. Ist α2 ◦ · · · ◦ αk(v) = 0, so gilt auf
jeden Fall: ξ ◦ α1 ◦ · · · ◦ αk(v) = λ · α1 ◦ · · · ◦ αk(v). Für w := α2 ◦ · · · ◦ αk(v) 6= 0
gibt die Induktionsvoraussetzung: ξ ◦ α2 ◦ · · · ◦ αk(v) = λ · α2 ◦ · · · ◦ αk(v) und
daher wie für k = 1:

ξ ◦ α1 ◦ · · · ◦ αk(v) = ξ ◦ α1(w) = λ(ξ) · α1(w) = λ · α1 ◦ · · · ◦ αk(v). �

Satz 2.6 (Lie): Seien V 6= 0 ein komplexer Vektorraum und a eine auflösbare
Unteralgebra von gl(V ). Dann gibt es einen gemeinsamen Eigenvektor für alle
Endomorphismen in a, das heißt, ein v ∈ V \ {0} mit av ⊂ Cv.

Beweis: (Induktion über n := dim a) Die Fälle n = 0 und n = 1 sind klar. Sei
nun n ≥ 2 und die Behauptung richtig für Dimensionen 1, . . . , n− 1.

Weil a auflösbar ist, gilt: a 6= a(1) = [a, a], insbesondere dim a(1) ≤ n− 1. Jeder
Untervektorraum u von a mit [a, a] ⊂ u ist bereits ein Ideal in a, denn es gilt:
[a, u] ⊂ [a, a] ⊂ u. Es gibt daher ein Ideal u in a mit [a, a] ⊂ u und dim u = n − 1,
dieses u ist offensichtlich auflösbar.

Dann läßt sich die Algebra a schreiben als a = u + Cα mit einem geeigneten
α ∈ a. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein u ∈ V \ {0} mit uu ⊂ Cu. Zu
jedem ξ ∈ u hat man also ein λ(ξ) ∈ C mit ξ(u) = λ(ξ) ·u, wobei λ : u→ C linear
ist.

Sei W der von den αj(u); j ∈ N erzeugte Untervektorraum von V , es gilt:
αW ⊂ W und 0 6= u ∈ W . Gemäß Lemma 2.5 ist ξ

∣∣
W

= λ(ξ) · idW . Wegen
αW ⊂W gibt es ein v ∈W\{0}mit α(v) ∈ Cv. Dann ist av = (u+Cα)v ⊂ Cv. �

Bemerkung: Man kann den Satz von Lie auch so formulieren: a stabilisiert eine
Fahne in V bzw. bezüglich einer geeigneten Basis sind die Matrizen von a obere
Dreiecksmatrizen.

Definition: Sei a eine Lie-Algebra. Ein Ideal i ⊂ a (insbesondere a selbst) heißt
nilpotent, falls die absteigende zentrale Sequenz i =: i0 ⊃ i1 ⊃ i2 ⊃ . . . mit
ij+1 := [i, ij ] bei einem ik = {0} abbricht.
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Ist ein Ideal i nilpotent, so ist es bereits auflösbar, es gilt nämlich die Bezie-
hung: i(j) ⊂ ij für alle j ∈ N; dabei sind i(0) = i = i0 und i(1) = [i, i] = i1 trivial,
und per Induktion schließt man: i(j+1) = [i(j), i(j)] ⊂ [ij , ij ] ⊂ [i, ij ] = ij+1.

Ist a eine nilpotente Lie-Algebra, so sind auch alle Unteralgebren b ⊂ a nil-
potent, denn man hat für alle j ∈ N: bj ⊂ aj .

Lemma 2.7: Sei a eine Unteralgebra von gl(V ), bestehend aus nilpotenten
Endomorphismen ϕ (d. h. ϕk = 0 für ein k ∈ N). Ist V 6= 0, so gibt es ein
v ∈ V , v 6= 0, mit a(v) = 0 für alle a ∈ a.

Beweis: Für dim a = 0 ist die Aussage trivial. Für dim a = 1 ist a = Ka mit
nilpotentem a, man hat also: ak+1 = 0 und ak 6= 0. Jedes v ∈ akV % {0} erfüllt
dann a(v) = 0. Für dim a = n > 1 kann man per Induktion schließen:

Sei u $ a eine echte Unteralgebra maximaler Dimension. Wegen (ad u)u ⊂ u
gibt es eine Darstellung % von u auf a/u per %(u)(a + u) = [u, a] + u für u ∈ u,
a ∈ a. Jedes %(u) ist nilpotent. Außerdem gilt: dim %(u) ≤ dim u < n; nach
Induktionsvoraussetzung gibt es also ein u0 + u 6= u in a/u mit %(u)(u0 + u) = u.
Das heißt, daß u0 ∈ a \ u ist mit [u, u0] ⊂ u. Daher ist Ku0 ⊕ u eine Unteralgebra
von a, die u echt enthält. Wegen der maximalen Dimension von u muß a = Ku0⊕u
sein und gleichzeitig u ein Ideal in a.

Sei W :=
{
v ∈ V

∣∣ ∀u ∈ u : u(v) = 0
}
, nach Induktionsvoraussetzung gilt hier

W 6= {0}. Weil u ein Ideal ist, ist W ein a-invarianter Untervektorraum von V :
Seien a ∈ a und w ∈ W ; für beliebige u ∈ u ist dann [a, u] ∈ u und u(w) = 0,
deswegen folgt: u(a(w)) = a(u(w)) − [a, u](w) = 0, also a(w) ∈ W . Wir wählen
nun v ∈ W \ {0} mit u0(v) = 0, dann gilt wie verlangt: a(v) = 0 für alle
a = k · u0 + u ∈ a. �

Satz 2.8 (Engel): Sei a eine Lie-Algebra. Ist adx nilpotent für alle x ∈ a, so
ist a eine nilpotente Lie-Algebra.

Beweis: Für a = {0} ist nichts zu zeigen, sei also a 6= {0}. Die Lie-Algebra
ad a =

{
ad a

∣∣ a ∈ a} ⊂ gl(a) erfüllt die Voraussetzungen des vorigen Lemmas. Es
gibt also ein x ∈ a, x 6= 0 mit [b, x] = (ad b)(x) = 0 für alle b ∈ a, insbesondere ist
x ∈ Z(a).

Folglich ist dim
(
a/Z(a)

)
< dim a. Weil ad y auch für alle y ∈ a/Z(a) nilpotent

ist, kann man mit Induktion nach der Dimension schließen, daß a/Z(a) nilpotent
ist. Dann muß auch a nilpotent sein. �

2.1.2. Killing-Form und Cartansches Kriterium

Definition: Sei a eine Lie-Algebra über K. Unter einer symmetrischen Bili-
nearform auf a verstehen wir eine Abbildung φ : a×a→ K mit den Eigenschaften
(a, b, c ∈ a; t ∈ K):

φ(a, b) = φ(b, a); φ(a+ t · b, c) = φ(a, c) + t · φ(b, c).

Man nennt φ invariant, wenn für alle a, b, c ∈ a gilt: φ([a, b], c) = φ(a, [b, c]).
Das orthogonale Komplement einer Unteralgebra u ⊂ a ist gegeben durch:

u
⊥ :=

{
a ∈ a

∣∣ ∀u ∈ u : φ(a, u) = 0
}
.

Falls a⊥ = {0} ist, heißt φ nichtentartet.
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Bemerkung: Für eine invariante, symmetrische Bilinearform φ gilt: φ([a, b], c) =
φ(c, [a, b]) = φ([c, a], b) = φ(b, [c, a]) = −φ(b, [a, c]) für alle a, b, c ∈ a.

Ist dann i ⊂ a ein Ideal, so ist i⊥ (und daher auch i ∩ i⊥ und i + i⊥) ein Ideal
in a. Es gilt nämlich für alle a ∈ a und alle j ∈ i⊥:

∀i ∈ i : φ([a, j], i) = −φ(j, [a, i]) = 0, da [a, i] ∈ [a, i] ⊂ i;

also ist [a, i⊥] ⊂ i⊥.

Definition: Die Killing-Form Bad einer Lie-Algebra a ist gegeben durch:

Bad(x, y) := spur
(
ad(x) ◦ ad(y)

)
,

wobei ad: a→ gl(a) die adjungierte Darstellung ist.

Die Killing-Form ist offensichtlich eine symmetrische Bilinearform. Sie ist in-
variant, es gilt nämlich unter Ausnutzung von spurAB = spurBA:

Bad([x, y], z) = spur
(
ad([x, y]) ad(z)

)
(nach Definition)

= spur
(
[adx, ad y] ad z

)
(ad ist Darstellung)

= spur
(
ad(x) ad(y) ad(z)

)
− spur

(
ad(y) ad(x) ad(z)

)
= spur

(
ad(x) ad(y) ad(z)

)
− spur

(
ad(x) ad(z) ad(y)

)
= Bad(x, [y, z]).

Lemma 2.9: Sei i ein Ideal einer Lie-Algebra a. Die Killing-Form B̃ von i

stimmt dann mit der Einschränkung der Killing-Form Bad von a auf i überein:
B̃ = Bad

∣∣
i×i

.

Beweis: Sei {a1, . . . , am} eine Basis von i, die zu einer Basis {a1, . . . , am, . . . , an}
von a ergänzt werde. Für jedes x ∈ a können wir dann den Endomorphismus
adx ∈ gl(a) durch eine Matrix Mx = (mx

ij) beschreiben: (adx)(aj) =
∑n

i=1m
x
ijai.

Speziell für x ∈ i haben wir ax
ij = 0 für alle i > m, weil i ein Ideal ist. Daher folgt

für x, y ∈ i:

Bad(x, y) =
n∑

i,j=1

ax
ija

y
ji =

m∑
i,j=1

ax
ija

y
ji = B̃(x, y). �

Des weiteren ist die Killing-Form Bad von a nicht entartet, wenn a halbeinfach
ist: Die Killing-Form des Ideals a⊥ ist nach Lemma 2.9 die Einschränkung von
Bad auf a⊥. Nun hat man: ∀x, y ∈ a⊥ : Bad(x, y) = 0, daraus folgt mit dem
Cartanschen Kriterium (Satz 2.11 unten), daß a⊥ auflösbar und somit im Radikal
von a enthalten ist; wenn a halbeinfach ist, gilt folglich: a⊥ = {0}.

Für das Cartansche Kriterium benötigen wir das

Lemma 2.10: Seien [a, a] ⊂ a ⊂ gl(V ), M :=
{
x ∈ gl(V )

∣∣ [x, a] ⊂ [a, a]
}
. Jedes

x ∈M , das spur(xy) = 0 für alle y ∈M erfüllt, ist nilpotent.

Beweis: Sei x ∈M mit spur(xy) = 0 für alle y ∈M . Sei x = s+n die Jordanzer-
legung von x, wobei n den nilpotenten Anteil bezeichne, und sei {e1, . . . , em}
eine Basis von V , in der s diagonal wird: sej = λjej (λj ∈ C). Sei weiter
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W ⊂ C der von den Eigenwerten λj aufgespannte Q-Vektorraum. Zu zeigen
ist, daß W = {0} ist. Weil der Dualraum W ∗ isomorph zu W ist, kann man
stattdessen auch W ∗ = {0} zeigen.

Sei also f : W → Q eine Linearform. Sei g ∈ gl(V ) so, daß gej = f(λj)ej .
Bezüglich der kanonischen Basis {Eij} von gl(V ) mit Eijek = δjkei hat man:

(ad s)Eij = (λi − λj)Eij ; (ad g)Eij =
(
f(λi)− f(λj)

)
Eij .

Zu den endlich vielen Differenzen f(λi)−f(λj) = f(λi−λj) gibt es ein (Lagrange-)
Polynom p ∈ C[x] ohne konstanten Term, so daß: p(λi − λj) = f(λi)− f(λj) ist.

Dann ist ad g = p(ad s), und ad s kann als Polynom in adx ohne konstan-
ten Term geschrieben werden. Folglich ist auch ad g ein Polynom in adx ohne
konstanten Term. Weil x ∈ M angenommen wurde, gilt: (adx)a ⊂ [a, a] und da-
her auch: (ad g)a ⊂ [a, a]. Nach Voraussetzung ist 0 = spur(xg) =

∑
λjf(λj),

durch Anwenden von f folgt: 0 =
∑
f(λj)2. Weil alle f(λj) ∈ Q sind, müssen sie

zwangsläufig verschwinden. Damit ist auch f ≡ 0 und somit W ∗ = {0}. �

Satz 2.11 (Cartansches Kriterium): Sei a eine Lie-Algebra über C mit der
Killing-Form B(x, y) = spur(adx ad y). Ist B ≡ 0 auf a(1) = [a, a], so ist a
auflösbar.

Beweis: Weil Ker ad = Z(a) stets auflösbar ist und allgemein ad a ' a/Ker ad gilt,
folgt die Auflösbarkeit von a gemäß Satz 2.4 aus der Auflösbarkeit von ad a. Man
kann also o. B. d. A. a ⊂ gl(V ) und spur(xy) = 0 für alle x, y ∈ [a, a] voraussetzen.

Jede nilpotente Lie-Algebra ist auflösbar (vgl. oben). Es genügt daher nach-
zuweisen, daß [a, a] nilpotent ist, und hierfür nach dem Satz 2.8 von Engel, daß
adx nilpotent ist für alle x ∈ [a, a].

Für [x, y] ∈ [a, a] und z ∈ M wie im Lemma 2.10 können wir umformen:
spur([x, y]z) = spur(x[y, z]) = spur([y, z]x). Nach Definition von M haben wir
[y, z] ∈ [a, a] und daher nach Voraussetzung: spur([x, y]z) = 0. Weil x, y, z beliebig
gewählt waren, gilt somit spur(ab) = 0 für alle a ∈ [a, a] und alle b ∈M .

Das Lemma 2.10 liefert nun die Nilpotenz von adx und damit von [a, a]. �

2.1.3. Zerlegungssätze

Satz 2.12 (E. Artin): Jede halbeinfache Lie-Algebra a 6= {0} hat eine bis auf
die Reihenfolge eindeutige Zerlegung in einfache Ideale: a = a1 ⊕ · · · ⊕ am.

Beweis: Sei i ein einfaches Ideal in a. (Dazu genügt es, ein Ideal i 6= {0} mi-
nimaler Dimension zu wählen.) Dann gilt natürlich: [i, i] = i. Sei weiter i⊥ das
orthogonale Komplement von i bezüglich der Killing-Form Bad. Dann muß wegen
der Minimalität von i entweder i ∩ i⊥ = {0} oder i ∩ i⊥ = i (d. h. i ⊂ i⊥) gelten.
Der letztere Fall kann nicht eintreten, denn dann wäre gemäß Definition von i⊥:
Bad

∣∣
i×i

≡ 0 (zur Einschränkung auf das Ideal i siehe Lemma 2.9), und wegen
[i, i] = i folgte für a ∈ a, 0 6= i = [i1, i2] ∈ i mit i1, i2 ∈ i:

Bad(i, a) = Bad([i1, i2], a) = Bad(i1, [i2, a]︸ ︷︷ ︸
∈i

) = 0.

Weil Bad nicht entartet ist, erhielte man den Widerspruch: 0 6= i ∈ a⊥ = {0}    .
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Daher gilt: a = i ⊕ i⊥ mit einem einfachen Ideal i. Wegen i ∩ i⊥ = {0} ist
Bad

∣∣
i⊥×i⊥

auf i⊥ nicht entartet. Als Ideal in a ist i⊥ eine halbeinfache Lie-Algebra,
und die Killing-Form von i⊥ stimmt mit Bad

∣∣
i⊥×i⊥

überein (siehe Lemma 2.9).
Außerdem ist dim i⊥ < dim a. Durch Induktion nach der Dimension folgt daher
die behauptete Existenz der Zerlegung.

Seien nun a = a1 ⊕ · · · ⊕ am = b1 ⊕ · · · ⊕ bn zwei Zerlegungen in (minimale)
Ideale. Dann ist [bj , a] = [bj , bj ] 6= {0}, es muß also ein ak geben mit [bj , ak] 6= {0}.
Weil bj und ak minimale Ideale sind, ist bj = ak, die beiden Zerlegungen gehen
daher durch Umsortieren auseinander hervor. �

Folgerung: Alle Ideale von a = a1⊕· · ·⊕ am erhält man durch Summation geeig-
neter aj . Sei nämlich i ein Ideal von a. Ist i = a, sind wir fertig. Anderenfalls gibt
es ein aj 6⊂ i, und dann gilt: [i, aj ] ⊂ i∩ aj = {0}. Daher liegt i im Zentrum von aj :
i ⊂ Z(aj) =

⊕
i6=j ai, und zwar sogar als Ideal. Folglich (z. B. per Induktion nach

der Anzahl der direkten Summanden) ist i die direkte Summe gewisser ai.

Lemma 2.13: Seien a, b Lie-Algebren und f : a → b ein surjektiver Homo-
morphismus. Ist a halbeinfach, so auch b.

Beweis: Die Aussage ist klar für a = {0}. Für a 6= {0} kann man a nach Satz 2.12
eindeutig in einfache Ideale zerlegen: a = a1 ⊕ · · · ⊕ an. Sei nun r das Radikal
von b. Dann ist f−1(r) ein Ideal in a, also nach der Folgerung zu Satz 2.12 die
Summe gewisser einfacher Ideale, etwa f−1(r) = a1 ⊕ · · · ⊕ ak. Wir haben somit:
r = f(a1)⊕ · · · ⊕ f(ak) und: [r, r] = f([a1, a1])⊕ · · · ⊕ f([ak, ak]) = r. Da r auflösbar
ist, folgt: r = {0}. �

Satz 2.14: Seien a und b Lie-Algebren und r das Radikal von a. Sei f : a→ b
ein surjektiver Homomorphismus. Es gilt:

I: a/r ist halbeinfach;
II: f(r) ist das Radikal von b;
III: a kann zerlegt werden in a = [a, a] + r, insbesondere gilt für halbeinfache

Lie-Algebren (r = {0}) stets a = [a, a].

Beweis: ad I: Mit q sei der Quotientenhomomorphismus a→ a/r bezeichnet. Sei
R das Radikal von a/r und S := q−1(R). Sei k ∈ N so, daß R(k) = {0}. Dann
ist nach Satz 2.3: {0} = q(S)(k) = q(S(k)), das heißt: S(k) ⊂ r, also S auflösbar.
Somit gilt sogar: S ⊂ r und damit: R = q(S) = {0}.

ad II: Zunächst ist a/r nach I halbeinfach. Weil

f̃ : a�
r
→ b�

f(r)
a+ r 7→ f(a) + f(r)

[wohldefiniert wegen a + r = b + r =⇒ a − b ∈ r =⇒ f(a − b) ∈ f(r) =⇒
f(a) + f(r) = f(b) + f(r)] ein surjektiver Lie-Algebrenhomomorphismus ist, muß
nach Lemma 2.13 auch b/f(r) halbeinfach sein. Hier liegt ein kommutatives Dia-
gramm vor:

a
f−−−−→ b

qa
y yqb
a/r

f̃
−−−−→ b/f(r).
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Weil nach Satz 2.3 alle qb-Bilder von auflösbaren Idealen in b auch auflösbar
in b/f(r) sind und das Nullideal das einzige auflösbare Ideal in b/f(r) darstellt,
folgt, daß für alle auflösbaren Ideale i ⊂ b gilt: i ⊂ Ker qb = f(r). Das Radikal r ist
auflösbar, nach Satz 2.3 ist dann auch f(r) auflösbar, also stellt f(r) das Radikal
von b dar.

ad III: Auf jeden Fall gilt: [a, a] + r ⊂ a. Ist [a, a] + r ein echtes Ideal in a, so gibt
es ein x ∈ a \ ([a, a] + r). Mit q sei der Quotientenhomomorphismus a → a/[a, a]
bezeichnet. Dann ist x + [a, a] ∈ q(a) = a/[a, a], aber x + [a, a] 6∈ q(r), das heißt:
q(r) $ a/[a, a].

Weil r das Radikal von a ist, ist nach II q(r) das Radikal von a/[a, a]. Nun ist
a/[a, a] jedoch abelsch und stimmt daher mit seinem Radikal überein – Wider-
spruch! Daher ist die Annahme ∃x ∈ a \ ([a, a] + r) nicht gerechtfertigt, und es
muß a = [a, a] + r sein. �

2.2. Komplexifizierung und kompakte reelle Formen

Definition: Unter der formalen Komplexifizierung einer reellen Lie-Algebra
g verstehen wir das formale Tensorprodukt gC := C⊗R g = g⊕ ig. Das heißt, g und
gC haben eine gemeinsame Basis, die einmal über R und einmal über C betrachtet
wird, es gilt: dimR g = dimC g

C.
Man bezeichnet g als reelle Form von gC, allgemein heißt jede reelle Lie-

Unteralgebra einer komplexen Lie-Algebra h eine reelle Form, falls ihre formale
Komplexifizierung wieder h liefert.

Eine reelle Struktur von h ist ein Automorphismus τ : h → h, der involuto-
risch (τ ◦ τ = id) und antilinear (τ(λx+ y) = λτ(x) + τ(y)) ist.

Im allgemeinen gibt es nicht nur eine reelle Form einer komplexen Lie-Algebra.
Eine komplexe Lie-Algebra h kann immer als reelle Lie-Algebra hR der doppel-

ten Dimension dimR h
R = 2dimC h aufgefaßt werden. Man beachte, daß man auf

diese Weise keine reelle Form erhält und weder (gC)R = g noch (hR)C = h gelten!
Jede reelle Form a ⊂ g liefert eine reelle Struktur auf g = a ⊕ ia, nämlich

die komplexe Konjugation σ bezüglich a: σ(r + is) = r − is. Umgekehrt ist
gτ :=

{
a ∈ g

∣∣ τ(a) = a
}

eine reelle Form von g, die zu der reellen Struktur τ
gehört.

Satz 2.15: Seien σ eine reelle Struktur auf einer komplexen Lie-Algebra a
und ϕ ∈ Aut a. Dann ist auch ϕσϕ−1 eine reelle Struktur auf a, wobei gilt:
aϕσϕ−1

= ϕ(aσ). Zwei reelle Formen aσ und aτ sind isomorph, falls die reellen
Strukturen τ = ϕσϕ−1 erfüllen.

Beweis: Es ist klar, daß zum einen (ϕσϕ−1) ◦ (ϕσϕ−1) = id und zum anderen
(ϕσϕ−1)(λx + y) = ϕσ

(
λϕ−1(x) + ϕ−1(y)

)
= λ · (ϕσϕ−1)(x) + (ϕσϕ−1)(y) gel-

ten, somit ist ϕσϕ−1 tatsächlich eine reelle Struktur. Des weiteren rechnet man
aϕσϕ−1

= ϕ(aσ) leicht nach. Die letzte Aussage des Satzes ist nur eine Umformu-
lierung. �

Von der formalen Komplexifizierung einer reellen Lie-Algebra g zu unterschei-
den sind bereits auf g vorhandene komplexe Strukturen, das heißt, lineare Abbil-
dungen I : g → g mit I2 = − id und I[x, y] = [x, Iy]. Man erhält dann zu g eine
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komplexe Lie-Algebra g̃, indem man für x ∈ g setzt: (a+ ib)x := ax+ bIx; es gilt:
g̃
R = g und: dimC g̃ = 1

2 dimR g.
Man kann beide Fälle kombinieren, wenn man festlegt, daß die Komplexifizie-

rung einer beliebigen Lie-Algebra g die kleinste komplexe Lie-Algebra sein soll,
die g enthält. Gibt es auf g eine komplexe Struktur, so reproduziert man gerade
g̃, und das andere Extrem ist die formale Komplexifizierung gC.

Satz 2.16: Sei G ⊂ Un eine Lie-Untergruppe mit zugehöriger Lie-Algebra
g ⊂ un. Dann gibt es auf g keine komplexe Struktur, man hat: g ∩ ig = {0}.
Komplexifizierung und formale Komplexifizierung stimmen also überein, es
gilt:

g
C = C⊗R g = g⊕ ig =⇒ dimC g

C = dimR g = dimRG.

Speziell hat man:

u
C
n = gln(C) = Ŋln(C)⊕ CEn, dimR un = dimC gln(C) = n2;

Ŋu
C
n = Ŋln(C) halbeinfach, dimR Ŋun = dimC Ŋln(C) = n2 − 1;

Ŋp
C
n = Ŋpn(C) halbeinfach, dimR Ŋpn = dimC Ŋpn(C) = 2n2 + n;(

Ŋpn ⊕ R
)C = Ŋpn(C)⊕ CEn.

Beweis: Sei A ∈ un ∩ iun, das heißt: A ∈ Cn×n mit A∗ = −A und A∗ = A; es
folgt: A = −A, wegen char(un) = 0 also: A = 0. Wir haben somit: un ∩ iun = {0}
und folglich für alle Lie-Unteralgebren g ⊂ un: g ∩ ig = {0}.

Sei nun A ∈ gln(C) = Cn×n. Wir setzen B := 1
2(A−A∗) und C := 1

2i(A+A∗),
dann ist B + iC = 1

2(A − A∗ + A + A∗) = A mit B∗ = −B und C∗ = −C. Das
bedeutet: gln(C) ⊂ un + iun, also ist tatsächlich: gln(C) = un ⊕ iun.

Damit erhält man auch die restlichen Formeln:

Ŋu
C
n =

(
un ∩ Ŋln(C)

)
⊕ i

(
un ∩ Ŋln(C)

)
= (un ⊕ iun) ∩ Ŋln(C) = Ŋln(C);

Ŋp
C
n =

(
u2n ∩ Ŋpn(C)

)
⊕ i

(
u2n ∩ Ŋpn(C)

)
= (u2n ⊕ iu2n) ∩ Ŋpn(C) = Ŋpn(C). �

Definition: Eine Lie-Algebra a heißt kompakt, falls es eine positiv definite,
invariante, symmetrische Bilinearform auf a gibt.

Bemerkung: Jede Lie-Algebra g zu einer kompakten Lie-Gruppe G ist kompakt:
Mit der adjungierten Darstellung Ad (siehe Seite 18) und dem Haarschen Integral
(Vorgriff auf Seite 36) kann man definieren:

φ : g× g→ R
(a, b) 7→

∫
G 〈(Ad g)(a)|(Ad g)(b)〉 dg

und erhält so eine positiv definite, g-invariante, symmetrische Bilinearform.

Weiter kann man zeigen (vgl. z. B. Onishchik u. Vinberg, 1990, Kap. 5, § 1, 3◦):

Satz 2.17: Jede halbeinfache komplexe Lie-Algebra hat eine kompakte reelle
Form. �

Beispielsweise haben die im obigen Satz 2.16 betrachteten Lie-Algebren Ŋln(C)
und Ŋpn(C) die kompakten reellen Formen Ŋun bzw. Ŋpn. Weiter ist un kompakte
reelle Form von gln(C) und Ŋpn ⊕ R von Ŋpn(C)⊕ CEn.
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Definition: Seien σ und τ zwei reelle Strukturen auf einer komplexen Lie-Alge-
bra a. Die reellen Formen aσ und aτ heißen kompatibel, falls στ = τσ gilt.

Satz 2.18: Äquivalent sind (θ := στ ∈ Aut a):
I: aσ und aτ sind kompatibel,
II: θ = στ ist involutorisch,
III: σ(aτ ) = aτ ,
IV: τ(aσ) = aσ.

Insbesondere gilt: θ(aσ) = aσ und θ(aτ ) = aτ , und wir haben eine Zerlegung
von aσ bzw. aτ in Eigenräume von θ zu den Eigenwerten 1 bzw. −1:
aσ =

(
aσ ∩ aτ

)
⊕

(
aσ ∩ (iaτ )

)
und aτ =

(
aτ ∩ aσ

)
⊕

(
aτ ∩ (iaσ)

)
.

Beweis: I ⇔ II ist offensichtlich. Für I ⇔ III verwenden wir den Satz 2.15, danach
ist θ(aτ ) = aτ äquivalent zu θτθ−1 = τ . Mit θτθ−1 = στττ−1σ−1 = στσ−1 und
θ(aτ ) = σ(aτ ) folgt nun die Behauptung. Analog zeigt man I ⇔ IV.

Es genügt, von den verbleibenden Aussagen die aσ betreffende zu zeigen. Weil
τ eine reelle Struktur ist, gilt: aσ = aσ∩ a = aσ∩ (aτ ⊕ iaτ ) =

(
aσ∩ aτ

)
⊕

(
aσ∩ (iaτ )

)
.

Für x ∈ aσ ∩ aτ hat man: θ(x) = στ(x) x∈aτ= σ(x) x∈aσ= x. Sei nun x ∈ aσ ∩ (iaτ ),
das heißt: x ∈ aσ und x = iy mit y ∈ aτ . Es folgt, falls I gilt:

θ(x) I= τσ(x) x∈aσ= τ(x) = τ(iy) = −iτ(y) y∈aτ
= −iy = −x. �

Satz 2.19: Sei a eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra. Jede reelle Form
von a ist kompatibel mit einer kompakten Form. Je zwei kompakte reelle For-
men von a sind zueinander konjugiert.

Beweis: Sei u eine kompakte reelle Form von a mit reeller Struktur τ (also aτ = u).
Sei σ eine weitere reelle Struktur auf a. Sei B die Killing-Form von a. Dann erhält
man per hτ (x, y) := −B(x, τ(y)) eine hermitesche Form auf a, die Linearität in
der ersten Komponente ist nämlich klar, und es gilt:

hτ (y, x) = −B
(
y, τ(x)

)
= −B

(
τ(x), y

)
= −B

(
τ(x), τ ◦ τ(y)

)
= −B

(
x, τ(y)

)
= hτ (x, y).

Wir betrachten nun σ ◦ τ bzw. (kürzer geschrieben) στ . Es gilt genau wie eben:

hτ (στ(x), y) = −B(στ(x), τ(y)) = −B(τ(x), στ(y))
= −B(x, τστ(y)) = hτ (x, στ(y)).

Das heißt, daß στ selbstadjungiert bezüglich hτ ist und somit p := στστ positiv
definit. Weil die Exponentialabbildung den Raum aller selbstadjungierten Ope-
ratoren bijektiv auf die positiv definiten selbstadjungierten Operatoren abbildet,
ist pt := exp(t log p) für alle t ∈ R definiert. Wir erhalten so eine Einparameter-
gruppe positiv definiter selbstadjungierter Operatoren in Aut a mit p1 = p.

Dabei gilt: σptσ = τptτ = p−t, denn man hat zunächst σpσ = τpτ = p−1

gemäß σpσ = σστστσ = τστσ = p−1 und τpτ = τστσττ = p−1; der allgemeine
Fall ergibt sich aus σptσ = σ exp(t log p)σ = exp(t log(σpσ)) (ebenso mit τ).
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Nun setzen wir: ϕ := p1/4; dieser Automorphismus erfüllt

σ(ϕτϕ−1) = (ϕτϕ−1)σ,

nämlich: σ(ϕτϕ−1) = σp1/4τp−1/4 = σp1/4ττp1/4τ = σp1/2τ = ±σσττ = ± id =
τp−1/2σ = p1/4τp−1/4σ = (ϕτϕ−1)σ. Das bedeutet, daß aσ mit der komplexen
reellen Form ϕ(u) kompatibel ist – das ist die erste Aussage des Satzes.

Insbesondere ist jede kompakte reelle Form kompatibel mit einer anderen, die
zu u konjugiert ist. Aus der Kompatibilität folgt bereits die Gleichheit und damit
die zweite Aussage des Satzes: Seien nämlich σ, τ die reellen Strukturen der bei-
den kompatiblen kompakten reellen Formen und θ := στ . Weil die Killing-Form
einer halbeinfachen, kompakten, reellen Lie-Algebra negativ definit ist (siehe un-
ten), ist hτ positiv definit, also: B(θx, x) = B(x, θx) = B(x, τx) = −hτ (x, x) < 0
für alle x ∈ aσ, x 6= 0.

Für alle x ∈ aσ ∩ iaτ gilt nach dem Satz 2.18: θ(x) = −x, also haben wir, falls
x 6= 0: 0 > B(θx, x) = B(−x, x) = −B(x, x) > 0   im Widerspruch zur negativen
Definitheit der Killing-Form B. Folglich ist aσ ∩ iaτ = {0} und somit: θ(x) = x
für alle x ∈ aσ sowie aσ = aσ ∩ aτ ⊂ aτ . Durch Vertauschung der Rollen von σ und
τ erhält man: θ(x) = x für alle x ∈ aτ sowie aτ ⊂ aσ; insgesamt gilt daher: θ = id
und aσ = aτ .

Es bleibt noch die negative Definitheit der Killing-Form zu zeigen. Sei also
a eine kompakte, halbeinfache, reelle Lie-Algebra. Dann gibt es auf a eine po-
sitiv definite, invariante, symmetrische Bilinearform φ. Bezüglich φ kann man
eine Orthonormalbasis {e1, . . . , en} von a finden. Die Invarianz von φ (nämlich
φ([a, b], c) = −φ(b, [a, c])) bedeutet, daß ad a (a ∈ a) bezüglich φ durch eine
schiefsymmetrische Matrix A = −tA beschrieben wird. Dann gilt für die Killing-
Form: Bad(a, a) = spur

(
ad(a) ◦ ad(a)

)
= spur tAA = − spurA2 ≤ 0, und aus

Bad(a, a) = 0 folgt A = 0, daher ad a = 0 und a = 0. �

2.3. Reduzibilität und das Haarsche Integral

2.3.1. Reduzibilität

Definition: Eine Darstellung (V, %) einer Gruppe G (d. h.: % : G 7→ GL(V ) Grup-
penhomomorphismus) heißt irreduzibel, falls {0} und V die einzigen %(G)-in-
varianten Untervektorräume von V sind, und sonst reduzibel. Die Darstellung
heißt vollständig reduzibel, falls es zu jedem %(G)-invarianten Untervektor-
raum W ⊂ V einen %(G)-invarianten Untervektorraum W̃ gibt mit V = W ⊕ W̃ .

Ist speziell G ⊂ GL(V ), so liegt mit der Identität auf G eine natürliche Dar-
stellung von G auf V vor. In diesem Fall wollen wir G selbst als irreduzibel,
reduzibel bzw. vollständig reduzibel bezeichnen, wenn die besagte Darstellung die
entsprechende Eigenschaft hat.

Eine Teilmenge M ⊂ gl(V ) heißt irreduzibel, falls {0} und V die einzigen
M -invarianten Untervektorräume von V sind, und sonst reduzibel. M ist voll-
ständig reduzibel, falls es zu jedem M -invarianten Untervektorraum W ⊂ V
einen M -invarianten Untervektorraum W̃ gibt mit V = W ⊕ W̃ .

Eine Darstellung (V, %) einer Lie-Algebra g heißt irreduzibel, reduzibel bzw.
vollständig reduzibel, falls %(g) ⊂ gl(V ) die entsprechende Eigenschaft hat.
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Sei (V, %) eine Darstellung einer Lie-Algebra g. Die Darstellung kann man als
Aktion von g auf V auffassen:

g× V → V ; (g, v) 7→ %(g)(v)

mit den offensichtlichen Eigenschaften:

%(αg + βh)(v) = α%(g)(v) + β%(h)(v),
%(g)(αv + βw) = α%(g)(v) + β%(g)(w),

%([g, h])(v) = %(g) ◦ %(h)(v)− %(h) ◦ %(g)(v).

Einen Vektorraum V mit einer derartigen Aktion bezeichnet man als g-Modul.
Ein g-Untermodul von V ist dann ein Untervektorraum, der die Struktur eines
g-Moduls hat.

In Übertragung der obigen Definition nennt man einen g-Modul V irreduzibel,
falls {0} und V die einzigen g-Untermoduln von V sind, und sonst reduzibel. V
heißt vollständig reduzibel, falls es zu jedem g-Untermodul W von V ein Komple-
ment W̃ gibt, also einen g-Untermodul W̃ , so daß: V = W ⊕ W̃ ist.

Lemma 2.20 (Schur): I: Sei V ein C-Vektorraum. Sei Σ ⊂ gl(V ) irreduzibel.
Falls A ∈ gl(V ) mit allen B ∈ Σ vertauscht (AB = BA), gibt es ein a ∈ C
mit A = a idV .

II: Seien N ⊂ gln(C) und M ⊂ glm(C) irreduzible Mengen. Sei S ∈ Cn×m

so gewählt, daß NS = SM . Dann gilt: S = 0 oder n = m und detS 6= 0.

Beweis: ad I: Sei a ein Eigenwert von A, dann gilt: det(A−a idV ) = 0 und somit:
U := (A− a)V $ V . Andererseits hat man nach Voraussetzung für B ∈ Σ:

BU = B(A− a)V = (A− a)BV ⊂ (A− a)V = U,

U ist also ein Σ-invarianter Unterraum von V . Da Σ irreduzibel ist, muß daher
U = {0} sein, das heißt, A = a · idV .

ad II: Es gilt: N(SCm) = SMCm ⊂ SCm. Da N irreduzibel ist, hat man
entweder SCm = {0}, also S = 0, oder SCm = Cn, also insbesondere S surjektiv
und m ≥ n. In diesem Fall gilt weiter: Sei V = Ker(S) =

{
v ∈ Cm

∣∣ Sv = 0
}
,

dann ist SMV = NSV = {0}, also MV ⊂ V , aber V 6= Cm wegen S 6= 0. Weil
M irreduzibel ist, muß dann V = {0} sein, das bedeutet, daß S injektiv ist und
damit m ≤ n und detS 6= 0 gelten. �

Ist (V, %) eine treue Darstellung einer halbeinfachen Lie-Algebra g, so gibt es
zu % ein C ∈ gl(V ) – bezeichnet als Casimir-Element –, das mit allen %(g), g ∈ g,
kommutiert und spurC 6= 0 hat. Nämlich:

Weil die Darstellung treu ist, ist die invariante, symmetrische Bilinearform
B(x, y) := spur(%(x), %(y)) nicht entartet (Beweis analog zum Beweis der Nicht-
entartung der Killing-Form mit dem Cartanschen Kriterium 2.11, die Killing-
Form ist ein spezieller Fall mit % = ad). Ist {x1, . . . , xn} eine Basis der Lie-Algebra
g, so gibt es bezüglich B eine eindeutig bestimmte duale Basis {y1, . . . , yn}, so daß
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B(xi, yj) = δij erfüllt ist. Man kann dann mit geeigneten αij , βij ∈ K schreiben:
[x, xi] =

∑
j αijxj und [x, yi] =

∑
j βijyj , wobei wegen der Invarianz von B gilt:

αij =
∑

k

aikB(xk, yj) = B([x, xi], yj)

= −B(xi, [x, yj ]) = −
∑

k

βjkB(xi, yk) = −βji.

Das Casimir-Element zu % ist nun gegeben durch: C :=
∑

j %(xj)%(yj) ∈ gl(V ).
Für alle g ∈ g gilt wegen αij = −βji:

[%(g), C] =
∑

i

[%(g), %(xi)]%(yi) +
∑

i

%(xi)[%(g), %(yi)]

=
∑
ij

αij%(xj)%(yi) +
∑

j

βij%(xi)%(yj) = 0,

und man hat: spurC =
∑

j spur(%(xj), %(yj)) =
∑

j B(xj , yj) = n = dim g 6= 0.
Damit können wir nun folgendes Lemma zeigen:

Lemma 2.21: Seien g eine halbeinfache Lie-Algebra, (V, %) eine Darstellung
von g mit dimV = n und W ⊂ V ein Untervektorraum mit dimW = n−1 und
%(g)(V ) ⊂ W für alle g ∈ g. Dann gibt es ein eindimensionales Komplement
von W in V , das %(g)-stabil ist (genauer: %(g) operiert darauf trivial).

Beweis: Der Kern von % : g → gl(V ) ist wegen der Folgerung zum Satz 2.12
eine Summe gewisser einfacher Ideale von g. Sei h die Summe der verbleibenden
einfachen Ideale. Falls h = {0} ist, ist die Aussage des Satzes trivial. Sei also
h 6= {0}, dann ist h halbeinfach und g = h ⊕ Ker % mit %(g) = %(h), so daß
die Einschränkung von % auf h eine treue Darstellung ist. Es gibt daher nach
der Vorüberlegung das Casimir-Element C ∈ gl(V ), das mit allen %(h);h ∈ h
kommutiert.

Natürlich gilt auch %(h)(V ) ⊂ W für alle h ∈ h, insbesondere %(h)(W ) ⊂ W .
Wir nehmen nun zunächst an, daß diese Einschränkung %(h)

∣∣
W

auf eine Teilmenge
von gl(W ) irreduzibel ist. Nach dem Schurschen Lemma 2.20.I operiert dann C
als Skalar auf W : C

∣∣
W

= c · idW mit c ∈ C; hierbei muß c 6= 0 sein, denn sonst
wäre spurC = 0 auf V .

Weil C mit allen %(h);h ∈ h kommutiert, ist C ein h-Modul-Homomorphismus
und insbesondere KerC ein h-Untermodul von V . Es gilt: C(V ) ⊂ W . Weil
C als Skalar auf W operiert, muß KerC ∩ W = {0} gelten, also haben wir:
V = W ⊕KerC mit g-invarianten Untervektorräumen W und KerC.

Im allgemeinen Fall gehen wir per Induktion nach der Dimension von V vor.
Weil V/W eindimensional ist, operiert h trivial auf V/W ' K, so daß wir die
exakte Sequenz: 0 → W → V → K → 0 haben. Sei W ′ 6= {0} ein minimaler
h-Untermodul von W , insbesondere invariant unter %(g). Für W = W ′ ist W
irreduzibel, und wir sind mit obiger Vorüberlegung fertig.

Ist W ′ $ W , so erhalten wir eine weitere exakte Sequenz mit kleineren Di-
mensionen dimV/W ′ < dimV = n und dimW/W ′ = dimV/W ′ − 1:

0 →W�
W ′ → V�

W ′ → K → 0.
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Nach der Induktionsannahme gibt es daher einen eindimensionalen h-Untermodul
W̃/W ′ ⊂ V/W ′ mit V/W ′ = W/W ′⊕ W̃/W ′. Damit ist 0 →W ′ → W̃ → K → 0
ebenfalls exakt. Weil auch hier dimW ′ = dim W̃−1 gilt mit dim W̃ < dimV = n,
gibt es nach Induktionsannahme einen eindimensionalen h-Untermodul X ⊂ W̃
mit W̃ = W ′ ⊕ X. Wir können schreiben: V/W ′ = W/W ′ ⊕ X/W ′, folglich ist
W ∩X = {0}. Aus Dimensionsgründen muß dann V = W ⊕X sein. �

Satz 2.22 (H. Weyl): Jede Darstellung einer halbeinfachen Lie-Algebra ist
vollständig reduzibel.

Beweis: Sei (V, %) eine Darstellung der halbeinfachen Lie-Algebra g, wobei wir
statt %(g)(v) hier kurz g · v schreiben wollen. Sei W ein %(g)-Untermodul von V ,
dann ist die Sequenz 0 →W → V → V/W → 0 exakt.

Der Raum Hom(V,W ) aller linearen Abbildungen V →W wird ein g-Modul,
wenn man setzt: gf(v) := g · f(v)− f(g · v), dann ist nämlich:

g1g2f(v)− g2g1f(v) = g1 · g2f(v)− g2f(g1 · v)− g2 · g1f(v) + g1f(g2 · v)
= g1 ·

(
g2 · f(v)− f(g2 · v)

)
− g2 · f(g1 · v) + f(g2 · g1 · v)

− g2 ·
(
g1 · f(v)− f(g1 · v)

)
+ g1 · f(g2 · v)− f(g1 · g2 · v)

= g1 · g2 · f(v) + f(g2 · g1 · v)− g2 · g1 · f(v)− f(g1 · g2 · v)
= [g1, g2] · f(v)− f([g1, g2] · v) = ([g1, g2]f)(v).

Die Unterräume

V :=
{
f ∈ Hom(V,W )

∣∣ f ∣∣
W

= a · idW ; a ∈ K
}

W :=
{
f ∈ V

∣∣ f ∣∣
W

= 0
}

sind dann g-Untermoduln mit g · V ⊂ W für alle g ∈ g, wie man leicht nachprüft.
Außerdem ist V/W eindimensional, damit hat man die exakte Sequenz:

0 →W → V → K → 0.

Das obige Lemma liefert nun: W hat ein eindimensionales (g-stabiles) Kom-
plement in V. Dieses werde durch f : V → W erzeugt, durch Multiplizieren mit
einem geeigneten Faktor können wir o. B. d.A. annehmen, daß f

∣∣
W

= idW ist.
Das bedeutet, daß für alle w ∈W und alle g ∈ g gilt:

gf(W ) = g · f(w)− f(g · w) = g · w − g · w = 0;

mit anderen Worten ist gf ∈ W für alle g ∈ g. Gleichzeitig liegt gf im Komple-
ment von W, weil dieses g-stabil ist, und daher hat man gf = 0. Das bedeutet
nun, daß für alle v ∈ V gilt: 0 = gf(v) = g · f(v)− f(g · v), oder anders gesagt: f
ist ein g-Modul-Homomorphismus. Folglich ist der Kern Ker f ein g-Untermodul
von V . Weil f ganz V in W hinein abbildet und auf W die Identität ist, muß
daher V = W ⊕Ker f sein. Das heißt, die Darstellung (V, %) von g ist vollständig
reduzibel. �
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Bemerkung: Die Aussage des Satzes von Weyl läßt sich ein wenig allgemeiner
formulieren: Sei g eine Lie-Algebra, die eine Zerlegung in ihr Zentrum und ein
halbeinfaches Ideal h aufweist: g = h⊕Z(g). (Dann ist [g, g] = h, und Z(g) stimmt
mit dem Radikal von g überein.) Jede Darstellung von g, bei der die Elemente
des Zentrums durch diagonalisierbare Endomorphismen dargestellt werden, ist
vollständig reduzibel. (ohne Beweis)

In Umkehrung davon gilt:

Satz 2.23: Sei a eine komplexe Lie-Algebra mit vollständig reduzibler, treuer
Darstellung (V, %). Dann kann a als direkte Summe a = [a, a] ⊕ r geschrieben
werden, wobei [a, a] halbeinfach ist und das Radikal r von a mit dem Zentrum
übereinstimmt: r = Z(a).

Beweis: Nach Voraussetzung hat man: V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk mit minimalen %(a)-
Moduln Vj . (Das heißt, daß die Vj nichtleere, %(a)-invariante, komplexe Untervek-
torräume minimaler Dimension sind und daß die Einschränkung %j von % auf Vj

eine irreduzible Darstellung von a ist.)
Sei r das Radikal von a, dann ist gemäß Satz 2.14.II %j(r) das Radikal von

%j(a) ⊂ Vj . Es gilt %j(r) ⊂ C idV , weil %j(a) irreduzibel auf Vj operiert – für
eindimensionales Vj ist das klar, und bei dimC Vj ≥ 2 können wir so argumen-
tieren: Nach dem Satz 2.6 von Lie gibt es einen Eigenvektor v ∈ Vj \ {0} mit
%j(r)v ⊂ Cv; der Untervektorraum

{
a1a2 · · · akv

∣∣ aj ∈ %j(a); k ∈ N
}

ist invariant
unter %j(a) und muß wegen der Irreduzibilität von %j(a) bereits ganz Vj sein;
Lemma 2.5 liefert nun %j(r) ⊂ C idVj .

Wegen Satz 2.3 ist %j([a, a]) = [%j(a), %j(a)]. Jedes ξ ∈ [%j(a), %j(a)] kann man
mit geeigneten zi ∈ C, ai, bi ∈ %j(a) schreiben als: ξ =

∑
i zi[ai, bi], daher gilt:

spur ξ =
∑

i zi spur(aibi − biai) = 0. Folglich hat man: %j([a, a]) ⊂ Ŋl(Vj).
Daher hat man für alle j: %j([a, a])∩%j(r) ⊂ Ŋl(Vj)∩C idVj = {0}, so daß folgt:

[a, a] ∩ r ⊂ Ker %j . Es gilt: Ker %1 ∩ · · · ∩ Ker %k = Ker % mit Ker % = {0}, weil
% treu ist. Das bedeutet: [a, a] ∩ r = {0}, und zusammen mit Satz 2.14.III erhält
man: a = [a, a]⊕ r.

Weil r ein Ideal ist, gilt [a, r] ⊂ r, und wegen r ⊂ a ist [a, r] ⊂ [a, a]; beides
zusammen gibt [a, r] ⊂ [a, a] ∩ r = {0} und folglich: r ⊂ Z(a), das heißt r = Z(a).

Jedes Ideal i ⊂ [a, a] ist bereits ein Ideal in a, denn aus [[a, a], i] ⊂ i folgt:
[a, i] = [[a, a] ⊕ r, i] ⊂ [[a, a], i] + [Z(a), i] ⊂ i. Weiter ist [a, a] halbeinfach, denn ein
auflösbares Ideal i ⊂ [a, a] ist auch ein auflösbares Ideal in a und somit erhält
man: i ⊂ [a, a] ∩ r = {0}. �

Bemerkung: Die Aussage gilt auch für nichtkomplexe Lie-Algebren (ohne Beweis).

2.3.2. Struktursatz halbeinfacher Lie-Algebren und ihrer
Darstellungen

Lemma 2.24: Seien a1 6= {0} und a2 6= {0} halbeinfache Lie-Algebren über
C und a = a1 ⊕ a2 mit [a1, a2] = {0} (a1 und a2 seien also Ideale in a). Sei
(V, %) eine irreduzible Darstellung von a. Dann gibt es irreduzible Darstellun-
gen (V1, %1) und (V2, %2) von a1 bzw. a2, so daß für x ∈ a1 und y ∈ a2 gilt:

%(x+ y) = %1(x)⊗ idV2 + idV1 ⊗ %2(y) .
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Beweis: Die Einschränkung der Darstellung (V, %) mit % : a→ gl(V ) auf die Dar-
stellung (V, %

∣∣
a1

) ist vollständig reduzibel, weil a1 eine halbeinfache Lie-Algebra
ist (siehe Satz 2.22 von Weyl). Man kann daher annehmen, daß für a ∈ a1 gilt
(n = dimC V ):

%(a) =


R1(a) 0 . . . 0

0 R2(a) . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . Rk(a)

 ∈ Cn×n ' gl(V )

mit irreduziblen Darstellungen Ri : a1 → Cni×ni , so daß n = n1 + · · · + nk ist.
Weiter seien die Darstellungen Ri o. B. d. A. so gewählt, daß für ein maximales
p ∈ {1, . . . , k} gilt: R1 = . . . = Rp.

Sei nun b ∈ a2. Dann gilt jedenfalls: [a, b] ∈ [a1, a2] = {0} für alle a ∈ a1 und
folglich auch: 0 = %([a, b]) = [%(a), %(b)] bzw. %(a)%(b) = %(b)%(a). Schreibt man
die Matrix

%(b) =

S11 . . . S1k
...

...
Sk1 . . . Skk

 ∈ Cn×n ' gl(V )

mit Untermatrizen Sij ∈ Cni×nj , so wird aus der Vertauschungsrelation:

SijRj(a) = Ri(a)Sij für alle i, j ∈ {1, . . . , k} und alle a ∈ a1.

Alle Ri(a1) ⊂ glni
(C) sind irreduzibel, durch Anwenden des Schurschen Lem-

mas 2.20 folgt dann:

Sij =


sijEn1 mit sij ∈ C für i ≤ p, j ≤ p (nach 2.20.I);
0 für i ≤ p < j oder j ≤ p < i (nach 2.20.II);
∗ sonst.

Mit anderen Worten hat die Matrix %(b) für alle b ∈ a2 folgende Blockstruktur:

%(b) =
(
Mpp 0
0 Mk−p;k−p

)
mit Mpp ∈ Cp×p und Mk−p;k−p ∈ C(k−p)×(k−p).

Für p 6= k wäre also % reduzibel, folglich muß p = k gelten.
Jetzt setzen wir: %1(a) := R1(a) und %2(b) := (sij) ∈ Cp×p und erhalten:

%(a) = %1(a)⊗ idV2 %(b) = idV1 ⊗ %2(b)

mit irreduziblen %1 und %2. %2 ist tatsächlich irreduzibel, wäre nämlich W ⊂ Cp

mit %2(b)W ⊂W ein nichttrivialer Untervektorraum, dann wäre für jedes b ∈ a2:
%(b)(Cn1⊗W ) = (idV1 ⊗ %2(b))(Cn1⊗W ) ⊂ Cn1⊗W . Allgemein hätte man somit
sogar %(a+ b)(Cn1 ⊗W ) ⊂ Cn1 ⊗W für alle a+ b ∈ a1 ⊕ a2 = a im Widerspruch
zur Irreduzibilität von %. �

Damit haben wir nun den
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Satz 2.25: Sei a 6= {0} eine halbeinfache Lie-Algebra über C. Dann kann a bis
auf die Reihenfolge eindeutig geschrieben werden als direkte Summe einfacher
Ideale:

a = a1 ⊕ · · · ⊕ am.

Sei (V, %) eine irreduzible Darstellung von a. Dann gibt es irreduzible Darstel-
lungen (Vj , %j) von aj, so daß (V, %) das Tensorprodukt von (Vj , %j) ist, das
heißt V = V1 ⊗ · · · ⊗ Vm und:

%(a1 + · · ·+ am) = %1(a1)⊗ idV2 ⊗ idV3 ⊗ · · · ⊗ idVm

+ idV1 ⊗ %2(a2)⊗ idV3 ⊗ · · · ⊗ idVm

+ · · ·+ idV1 ⊗ · · · ⊗ idVm−1 ⊗ %m(am) .

Ist % treu, so sind auch die %j treu.

Beweis: Die erste Aussage des Satzes ist lediglich eine Reproduktion des Sat-
zes 2.12. Die zweite Aussage folgt mit Hilfe von Lemma 2.24. Sei dazu (V, %) eine
irreduzible Darstellung von a. Wir schreiben nun: a = a1 ⊕ b1 mit der Abkürzung
b1 := a2⊕· · ·⊕am. Weil a1 und b1 halbeinfach sind, können wir das Lemma anwen-
den, es gibt also irreduzible Darstellungen (V1, %1) von a1 und (Ṽ1, %̃1) von b1, so
daß %(a1 + b1) = %1(a1)⊗ ideV1

+ idV1 ⊗ %̃1(b1) ist. Jetzt schreiben wir b1 = a2 ⊕ b2
mit b2 := a3 ⊕ · · · ⊕ am und wenden erneut das Lemma an, etc. Nach insgesamt
m Schritten dieser Art haben wir dann die Darstellung % wie im Satz angegeben
in ein Tensorprodukt zerlegt.

Gezeigt werden muß nur noch, daß die Darstellungen (Vj , %j) der aj treu sind,
das heißt: Ker %j = {0}. Angenommen, das wäre für ein j ∈ {1, . . . ,m} nicht
der Fall. Dann hätte man: Ker %j = aj , weil aj einfach ist. Für alle aj ∈ aj wäre
anders gesagt %j(aj) : Vj → Vj die Nullabbildung, und damit gälte:

%(aj) = %(0 + · · ·+ 0 + aj + 0 + · · ·+ 0)
= 0⊗ id⊗ · · · ⊗ id+ · · ·+ id⊗ · · · ⊗ id⊗ 0 = 0 .

Das bedeutet: {0} $ aj = Ker %j ⊂ Ker % im Widerspruch zur vorausgesetzten
Treue von % (Ker % = {0})! �

Bemerkung: Es gilt: dimC V = dimC V1 · . . . · dimC Vm. Weil die aj einfach sind,
ist: aj 6= {0} und 1 < dimC aj , sonst wäre nämlich [aj , aj ] = {0}   . Weil die %j treu
sind, ist dimC aj = dimC %j(aj). Insgesamt erhält man:

1 < dimC aj = dimC %j(aj) ≤ dimC gl(Vj) = (dimC Vj)2,

also dimC Vj ≥ 2.

2.3.3. Haarsches Integral und kompakte G ⊂ GLn(C)

Sei G ⊂ GLn(C) eine kompakte Gruppe. Sei C :=
{
f : G→ R

∣∣ f stetig
}

der
Vektorraum aller stetigen, reellwertigen Funktionen auf G; für die nichtnegativen
Funktionen verwenden wir die Bezeichnung C+ :=

{
f ∈ C

∣∣ ∀g ∈ G : f(g) ≥ 0
}
.

G operiert auf C per

G× C → C

(g, f) 7→ gf : h 7→ f(g−1h).
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Definition: Eine lineare Abbildung I : C → R heißt Haarsches Integral, falls
I nicht die Nullabbildung ist, auf C+ nichtnegativ ist: ∀f ∈ C+ : I(f) ≥ 0 und
G-invariant ist: ∀f ∈ C ∀g ∈ G : I(gf) = I(f). Gilt überdies: I(1) = 1 für die
konstante Abbildung 1 : G→ R; g 7→ 1, so bezeichnet man I als normiert.

Satz 2.26: Auf der kompakten Gruppe G gibt es ein eindeutig bestimmtes
normiertes Haarsches Integral I. Man schreibt: I(f) =

∫
G f(g) dg.

Beweis: siehe z. B. Lang (1983, Kap. 16); Hochschild (1965, Kap. I.3) �

Bemerkung: Für stetige komplexe Funktionen f : G→ C kann man das normierte
Haarsche Integral wie folgt fortsetzen:∫

G
f(g) dg :=

∫
G

Re f(g) dg + i ·
∫

G
Im f(g) dg.

Ebenso kann man die Definition auf vektorwertige Funktionen f : G → Cn aus-
dehnen durch komponentenweise Definition.

Satz 2.27: Jede kompakte Lie-Gruppe G ⊂ GLn(C) ist vollständig reduzibel.

Beweis: Mit dem Standardskalarprodukt 〈·|·〉 auf Cn und dem Haarschen Integral∫
G erhält man eine positiv definite hermitesche Form φ über:

φ(v, w) :=
∫

G
〈gv|gw〉 dg.

Es gilt: φ(hv, hw) = φ(v, w) für alle h ∈ G, das heißt, φ ist G-invariant.
Sei nun V ⊂ Cn ein G-invarianter Untervektorraum. Weil φ G-invariant ist, ist

auch V ⊥ =
{
w ∈ Cn

∣∣ ∀v ∈ V : φ(v, w) = 0
}

ein G-invarianter Untervektorraum,
es gilt: Cn = V ⊕ V ⊥. Das bedeutet, daß G ⊂ GLn(C) vollständig reduzibel
ist. �

Als nächstes wollen wir die Struktur von GLn(C) und kompakten Untergrup-
pen ein wenig näher betrachten.

Die hermiteschen Matrizen Hn :=
{
h ∈ Cn×n

∣∣ h = h∗
}

stellen eine additive
Untergruppe von Cn×n dar. Versieht man die Menge Hn×Un mit einer Gruppen-
struktur per (h1, u1) · (h2, u2) := (h1 + fu1(h2), u1u2), wobei fu(h) = u · h · u∗ ist
(Konjugation), erhält man das semidirekte Produkt Hn oUn von Hn und Un. Es
gibt die Inklusionen: Hn ↪→ Hn oUn;h 7→ (h,En) und Un ↪→ Hn oUn;u 7→ (0, u).

Satz 2.28: Jede Matrix g ∈ GLn(C) schreibt sich eindeutig als Produkt einer
unitären und einer positiv definiten hermiteschen Matrix:

g = hg · ug mit hg ∈ Hn positiv definit und ug ∈ Un.

Beweis: Sei g ∈ GLn(C). Dann ist g∗g hermitesch und positiv definit und kann
diagonalisiert werden mit einer geeigneten Matrix v ∈ Un: vg∗gv−1 = d. Die
Diagonalmatrix d ist ebenfalls positiv definit, es gibt also eine positiv definite
Diagonalmatrix d̃, so daß d̃d̃ = d. Dann ist h := v−1d̃v = v∗d̃v positiv definit,
hermitesch und invertierbar, und u := gh−1 ist unitär:

u∗u = (gh−1)∗gh−1 = h−1g∗gh−1 = v−1d̃−1dd̃−1v = En.
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Das heißt, g schreibt sich als ein Produkt aus einer unitären und einer positiv
definiten hermiteschen Matrix: g = uh = h̃u mit h̃ := uhu−1.

ad Eindeutigkeit: Sei g = h1u1 = h2u2. Die Matrixexponentialabbildung
exp: gln(C) → GLn(C) bildet hermitesche Matrizen bijektiv auf positiv definite
hermitesche Matrizen ab. Weil h1 und h2 positiv definite hermitesche Matrizen
sind, gibt es daher hermitesche Matrizen η1 und η2 mit exp ηj = hj .

Weiter ist h2
1 = h1h

∗
1 = h2u2u

∗
1 u1u

∗
2h2 = h2

2. Man hat also:

exp(2η1) = h2
1 = h2

2 = exp(2η2)

und folglich η1 = η2 sowie h1 = h2. �

Folgerung: Man kann mit Hilfe der obigen Inklusionen jedes g ∈ GLn(C) iden-
tifizieren mit einem Element von Hn o Un:

g = hg · ug = (hg, En) · (0, ug) = (hg, ug),

es liegt eine Einbettung vor: GLn(C) ↪→ Hn o Un. Für das Produkt zweier inver-
tierbarer Matrizen g1, g2 ∈ GLn(C) hat man dann:

g1 · g2 = (hg1 , ug1) · (hg2 , ug2) =
(
hg1 + fug1

(hg2), ug1ug2

)
,

das heißt, hg1g2 = hg1 + fug1
(hg2) und ug1g2 = ug1ug2 .

Satz 2.29: Jede kompakte Untergruppe G ⊂ GLn(C) ist zu einer Untergruppe
von Un konjugiert. Das heißt, daß Un maximal kompakte Untergruppe von
GLn(C) ist. Insbesondere gilt: dimRG ≤ dimR Un = n2.

Beweis: Sei G ⊂ GLn(C) kompakt und g ∈ G. Die Projektion

h : GLn(C) → Hn;x 7→ hx

ist wegen GLn(C) ↪→ Hn o Un wohldefiniert, weiter kann man das Linkstranslat
gh : GLn(C) → Hn definieren über (gh)(x) := h(gx) = hgx = hg + fug(hx). Als
Abbildung geschrieben hat man: gh = hg + fug(h).

Nun gibt es auf der kompakten Gruppe G ein Hn-wertiges Haarsches Integral
IG : (ϕ : G→ Hn) 7→ IG(ϕ) ∈ Hn. Speziell ist wegen G-Invarianz und Linearität:

IG(h) = IG(gh) = hg + fug(IG(h)).

Sei ξ := (−IG(h), En) = (IG(h), En)−1. Dann gilt:

hg = (hg, En) =
(
IG(h)− fug(IG(h)), En

)
= ξ−1 ·

(
−fug(IG(h)), En

)
= ξ−1 · (0, ug) ·

(
−IG(h), u−1

g

)
= ξ−1 · ug · ξ · u−1

g .

Damit hat man: g = hg · ug = ξ−1 · ug · ξ mit g-unabhängigem, invertierbarem
ξ ∈ Hn. Folglich ist: ξGξ−1 ⊂ Un. �
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3. Automorphismengruppen und Vektorfelder

Die wesentlichen Quellen für dieses Kapitel sind die beiden Veröffentlichungen: Kaup
(1967); Kaup, Matsushima und Ochiai (1970). Für den ersten Abschnitt sind außerdem
Analytic Functions of Several Complex Variables von Gunning u. Rossi (1965) und Func-
tion Theory in the Unit Ball of Cn von Rudin (1980) verwendet worden.

3.1. Isotropiegruppe und Eindeutigkeitssätze

Satz 3.1 (Identitätssatz): Sei Ω ⊂ Cn ein Gebiet, und seien f und g holo-
morphe Abbildungen auf Ω. Stimmen f und g auf einem Teilbereich U ⊂ Ω
überein, dann gilt f(z) = g(z) für alle z ∈ Ω.

Beweis: Sei E :=
{
z ∈ Ω

∣∣ f(z) = g(z)
}
, es gilt: U ⊂ E̊ ⊂ Ω. Wir zeigen, daß E̊

abgeschlossen in Ω ist (d. h.: z ∈ ¯̊
E ∩Ω ⇒ z ∈ E̊); weil Ω zusammenhängend ist,

muß dann E̊ = Ω gelten.
Sei also z ∈ ¯̊

E ∩Ω. Sei r > 0 so klein gewählt, daß der Polyzylinder

∆(z; r) :=
{
ζ ∈ Cn

∣∣ ∀j : |zj − ζj | < r
}

ganz in Ω liegt.
Weil z im Abschluß ¯̊

E liegt, gibt es ein ζ ∈ E̊, so daß |zj − ζj | < r
2 ist. Man

hat z ∈ ∆(ζ; r
2) ⊂ ∆(z; r) ⊂ Ω, und f − g ist auf diesem Polyzylinder holomorph.

Es gibt also eine Potenzreihenentwicklung um ζ, die auf dem ganzen Polyzylinder
konvergiert.

Wegen ζ ∈ E̊ verschwindet f − g in einer offenen Umgebung von ζ, weswegen
alle Koeffizienten der Entwicklung gleich Null sind. Daher verschwindet f −g auf
ganz ∆(ζ; r

2), und insbesondere folgt: z ∈ E̊. �

Satz 3.2 (Cartanscher Eindeutigkeitssatz): Seien Ω ∈ Cn ein beschränktes
Gebiet und f : Ω → Ω eine holomorphe Abbildung. Sei z0 ∈ Ω mit f(z0) = z0
und Tz0f = id. Dann gilt f(z) = z für alle z ∈ Ω.

Beweis: O.B. d.A. sei z0 = 0. Es gibt 0 < r1 < r2 <∞, so daß r1Bn ⊂ Ω ⊂ r2B
n.

In der offenen Kugel r1Bn hat f eine Taylorentwicklung

f(z) =
∞∑

ν=0

fν(z) = z +
∞∑

ν=2

fν(z),

wobei die Komponenten von fν homogene Polynome vom Grad v sind. (Dabei
wurde verwendet, daß erstens f0 wegen f(0) = 0 konstant gleich Null ist und
zweitens f1(z) = T0f(z) = id(z) = z ist.)

Wir zeigen nun per Induktion nach m ∈ N, daß für alle 2 ≤ ν < m gilt: fν ≡ 0
(in r1B

n). Für m ≤ 2 ist dabei nichts zu zeigen. Ist die Behauptung richtig für
ein m ∈ N, so kann man für alle z ∈ r1Bn schreiben:

f(z) = z +
∞∑

ν=m
fν(z) und (per Induktion nach k ∈ N):

fk(z) = f
(
fk−1(z)

)
= f

(
z + (k − 1) · fm(z) + f̃k−1(z)

)
= z + k · fm(z) + f̃k(z).
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In f̃k(z) sind dabei jeweils alle Beiträge zusammengefaßt, die homogene Polynome
vom Grad größer als m enthalten. Es gilt für jedes k ∈ N \ {0}:

1
2π

π∫
−π

fk(eiϑz)e−imϑ dϑ =
1
2π

π∫
−π

(
z · e−i(m−1)ϑ + k · fm(z) + f̃k(eiϑz)e−imϑ

)
dϑ

mit explizit bestimmbaren Integralen: 1
2π

∫ π
−π k · fm(z) dϑ = k · fm(z); wegen

m > 1 ist z
2π

∫ π
−π e

−i(m−1)ϑ dϑ = 0; ebenso geben alle in f̃k zusammengefaßten
Beiträge der Entwicklung (neben vor das Integral zu ziehenden z-abhängigen
Anteilen) Integranden der Art e−i(m−µ)ϑ mit diversen µ > m, so daß auch das
Integral hierüber verschwindet. Insgesamt bleibt nur übrig:

k · fm(z) =
1
2π

π∫
−π

fk(eiϑz)e−imϑ dϑ, also:

|k · fm(z)| ≤ 1
2π

π∫
−π

|fk(eiϑz)| dϑ < 1
2π

π∫
−π

r2 dϑ = r2.

Es folgt, daß |fm(z)| < r2
k ist für alle k = 1, 2, 3, . . . und z ∈ r1Bn, daher hat man

fm(z) = 0 für alle z ∈ r1Bn.
Das bedeutet, daß f = id auf r1Bn ist, und mit dem Identitätssatz 3.1 folgt

dann auch global (auf ganz Ω) f = id. �

Ist M eine komplexe Mannigfaltigkeit mit einer eigentlichen Transformations-
gruppe G, so ist die Isotropiegruppe Gp =

{
g ∈ G

∣∣ g(p) = p
}

von p ∈ M in
G kompakt (siehe Lemma 1.10). In diesem Fall oder generell für beliebige kom-
pakte effektive Transformationsgruppen gilt in Verallgemeinerung des Satzes von
Cartan der folgende

Satz 3.3: Seien M eine komplexe Mannigfaltigkeit und G ⊂ AutM eine
kompakte Untergruppe, die einen Punkt p ∈ M festläßt. Dann gibt es eine
G-invariante Umgebung U von p, einen komplexen Unterraum V eines Gebie-
tes Ω im Tangentialraum TpM und eine biholomorphe Abbildung τ : U → V
mit Tpg ◦ τ

∣∣
U

= τ ◦ g
∣∣
U

für alle g ∈ G.

Mit anderen Worten können in einer Umgebung von p lokale Koordinaten
eingeführt werden, so daß jedes g ∈ G linear ist.

Beweis: Wir erinnern an die Exponentialabbildung einer Lie-Algebra auf die zu-
gehörige Lie-Gruppe (siehe Seite 17). Die Charakterisierung als exp: ξ 7→ γ(1)
zur Einparametergruppe (γ(t))t∈R mit γ(0) = e und d

dtγ(t)
∣∣
t=0

= ξ läßt sich ana-
log auf (differenzierbare bzw. komplexe) Mannigfaltigkeiten M übertragen, wenn
man eine Geodätische statt der Einparametergruppe zugrunde legt. Zu p ∈ M
und Tangentialvektoren Xp aus einer Umgebung V von 0 ∈ TpM setzen wir hier:
exp: Xp 7→ γ(1), wobei γ eine Geodätische mit γ(0) = p und d

dtγ(t)
∣∣
t=0

= Xp sei.
Die Umgebung V kann so klein gewählt werden, daß exp(V ) eine Umgebung von
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p ∈ M ist, auf die V diffeomorph bzw. biholomorph abgebildet wird (vgl. z. B.
Helgason, 1978, Kap. I, § 6, Thm. 6.1).

Ist die komplexe Mannigfaltigkeit M hyperbolisch, so sind alle biholomorphen
Abbildungen f ∈ AutM Isometrien (vgl. Lemma 1.6) bezüglich der stetigen (Ko-
bayashi-)Metrik dM : dM (x, y) = dM

(
f(x), f(y)

)
. Das bedeutet, daß die offenen

Mengen
{
x ∈M

∣∣ dM (x, p) < 1
m

}
eine G-invariante Umgebungsbasis von p dar-

stellen.
Sei U eine derartige G-invariante Umgebung von p, die so klein ist, daß es

eine offene Umgebung V von 0 ∈ TpM gibt, die von der Exponentialabbildung
exp: TM →M biholomorph auf U abgebildet wird. Vermöge exp kann man dann
U mit V identifizieren.

Zu den beiden Umgebungen U und V definieren wir f : G → Hol(U, V ) per
f(g) := Tpg

−1 ◦ exp−1 ◦ g und benutzen das Haarsche Integral: τ :=
∫
G f(g) dg.

Dann ist τ eine biholomorphe Abbildung U → V , und für u ∈ U gilt:
τ(u) =

∫
G f(g)(u) dg =

∫
G f(gh)(u) dg =

∫
G

(
Tph

−1 ◦ f(g) ◦ h
)
(u) dg, also:

Tph
(
τ(u)

)
=

∫
G f(g)(hu) dg = τ(hu) bzw.: Tph ◦ τ = τ ◦ h.

Es ist eine Verallgemeinerung auf den nichthyperbolischen Fall möglich: Weil
jeder komplexe Raum mit abzählbarer Topologie stetig metrisierbar ist, können
wir annehmen, daß wir bereits eine stetige Metrik δ : M ×M → R haben. Dann
definieren wir über das Haarsche Integral: δ̃(x, y) :=

∫
G δ(gx, gy) dg und erhalten

eine neue stetige Metrik δ̃ auf M , die G-invariant ist (vgl. Kaup, 1967, S. 53f;
Huckleberry u. Oeljeklaus, 1984, S. 11). �

Der eben bewiesene Satz kann nun dazu verwendet werden, eine besondere
Darstellung der Isotropiegruppe Gp =

{
g ∈ G

∣∣ g(p) = p
}

zu erklären:
Sei M eine komplexe Mannigfaltigkeit mit eigentlicher Transformationsgrup-

pe G, sei TpM der Tangentialraum an p ∈ M . Zu G 3 g : M → M gehört
die Tangentialabbildung Tpg : TpM → Tg(p)M . Speziell für g aus der nach Lem-
ma 1.10 kompakten Isotropiegruppe Gp gilt: Tpg : TpM → TpM , man kann also
Tp als Darstellung der Isotropiegruppe auffassen:

Tp : Gp → GL(TpM) ' GLn(C)
g 7→ Tpg.

Das ist tatsächlich eine Darstellung, denn für Tangentialabbildungen gilt stets:
Tp id = id, Tp(g ◦ f) = (Tf(p)g) ◦ (Tpf), hier wegen f(p) = p also insbesondere:
Tp(g ◦ f) = (Tpg) ◦ (Tpf).

Diese sogenannte Isotropiedarstellung ist treu, denn nach Satz 3.3 hat man:
Seien f, g ∈ Gp mit Tpf = Tpg, dann folgt: id = (Tpg)−1 ◦Tpf = Tp(g−1 ◦ f), also
gilt auf der Umgebung U von p: g−1 ◦ f = τ−1 ◦Tp(g−1 ◦ f) ◦ τ = τ−1 ◦ id ◦τ = id.
Ist speziell M ein Siegel-Gebiet im Cn, folgt mit dem Identitätssatz 3.1, daß
überhaupt g−1 ◦ f = id gilt.

Wir haben damit den ersten Teil des folgenden Satzes gezeigt:

Satz 3.4: Die Gruppe G ⊂ AutM operiere eigentlich auf der komplexen
Mannigfaltigkeit M . Dann ist die Isotropiegruppe Gp :=

{
g ∈ G

∣∣ g(p) = p
}

von p ∈M in G kompakt und die Isotropiedarstellung treu. Außerdem ist jede
Bahn G(p) :=

{
g(p)

∣∣ g ∈ G}
⊂ M abgeschlossen und topologisch äquivalent

zu G/Gp, insbesondere hat man: dimRG = dimRGp + dimRG(p).
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Beweis: Es ist nur noch der zweite Teil des Satzes zu zeigen. Nach Voraussetzung
ist die Abbildung Ψ : G × M → M × M ; (g,m) 7→ (g(m),m) eigentlich. Sei
p ∈M . Die Bahn G(p) ist abgeschlossen, falls die Grenzwerte aller konvergenter
Folgen aus G(p) selbst wieder in G(p) liegen. Sei also q ∈M der Grenzwert einer
konvergenten Folge (qj)N aus G(p). Zu zeigen ist, daß es ein g ∈ G gibt mit
g(p) = q.

Die Menge Q :=
{
qj

∣∣ j ∈ N
}
∪{q} ⊂M ist kompakt. Weil Ψ eigentlich ist, ist

das Urbild Ψ−1(Q, p) ⊂ G×M kompakt. Zur Folge (qj)N gibt es eine Folge (gj)N
aus G mit gj(p) = qj , es gilt: {gj} × {p} ⊂ Ψ−1(Q, p). Wegen der Kompaktheit
des Urbildes muß die Folge (gj)N konvergieren: g̃ := lim gj ∈ G. Weil G stetig
auf M operiert, folgt dann: lim gj(p) = g̃(p) ∈ G(p). Aus der Eindeutigkeit des
Grenzwertes ergibt sich: q = g̃(p) ∈ G(p).

Für die topologische Äquivalenz von G(p) und G/Gp müssen wir einen Homöo-
morphismus von G/Gp nach G(p) finden. Die kanonische Quotientenabbildung
q : G→ G/Gp ist stetig und offen. Es genügt daher zu zeigen, daß die nach Vor-
aussetzung stetige Abbildung ϕ : G → G(p); g 7→ g(p) offen ist. Mit beliebiger
Umkehrabbildung q̃ von q (d. h. q ◦ q̃ = id) ist dann nämlich ϕ ◦ q̃ : gGp 7→ g(p)
ein wohldefinierter Homöomorphismus von G/Gp nach G(p).

Sei also U ⊂ G eine offene Umgebung eines Elementes g ∈ G. Weil G lokal-
kompakt ist, gibt es eine kompakte UmgebungK von e ∈ G, so daßK = K−1 und
gK2 ⊂ U gelten. Es gibt eine Folge (gj)N in G, so daß G =

⋃
j∈N gjK ist. Dann

gilt auch: G(p) =
⋃

j∈N(gjK)(p). Jedes (gjK)(p) ist kompakt und insbesondere
abgeschlossen in G(p). Nach dem Baireschen Kategoriensatz (vgl. z. B. Herrlich,
1986, Satz 7.3.20, S. 226) gibt es ein (gj0K)(p), das einen inneren Punkt enthält.
Dann enthält auch K(p) einen inneren Punkt h(p), somit ist p ein innerer Punkt
von (h−1K)(p) ⊂ K2(p) und g(p) ein innerer Punkt von U(p). Also ist ϕ offen. �

Satz 3.5: Sei M eine zusammenhängende hyperbolische Mannigfaltigkeit mit
dimCM = n. Dann ist die Aktion der Automorphismengruppe AutM auf
M eigentlich, und die reelle Lie-Gruppe AutM hat eine endliche Dimension:
dimR AutM ≤ n2 + 2n.

Beweis: Die Abbildung Ψ : AutM ×M → M ×M ; (g, x) 7→ (g(x), x) ist nach
Satz 1.11 eigentlich. Wir können somit den vorigen Satz 3.4 anwenden, danach
ist die Isotropiegruppe Gp von G = AutM kompakt und die Isotropiedarstellung
treu. Daher ist Tp(Gp) eine kompakte Untergruppe von GLn(C) mit gleicher
Dimension wie Gp, und nach Satz 2.29 haben wir: dimRGp ≤ dimR Un = n2.

Da die Bahnen der Aktion von G auf M Teilmengen von M darstellen, ist
ihre (reelle) Dimension höchstens so groß wie die doppelte komplexe Dimension
von M , also höchstens 2n.

Insgesamt erhält man: dimRG = dimRGp + dimRG(p) ≤ n2 + 2n. �

Satz 3.6 (Kaup): Sei M eine zusammenhängende komplexe Mannigfaltigkeit
der Dimension n und G eine effektive eigentliche Transformationsgruppe auf
M . Operiert G nicht transitiv auf M , so gilt: dimRG ≤ n2.

Folgerung: Gibt es eine effektive eigentliche Transformationsgruppe auf M mit
dimRG > n2, so operiert G transitiv auf M , das heißt, die Mannigfaltigkeit M
ist homogen.
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Beweis: Sei p ∈M und TpM der Tangentialraum an p. Die Isotropiedarstellung
Tp : Gp → GL(TpM) ' GLn(C) der kompakten IsotropiegruppeGp ist treu, daher
ist die lineare Isotropiegruppe K := Tp(Gp) ⊂ GL(TpM) isomorph zu Gp. Da
Gp kompakt ist, ist auch K kompakt und nach Satz 2.29 isomorph zu einer
Untergruppe von Un. Insbesondere gilt: dimRK ≤ n2.

Weil die Bahn G(p) in M liegt, gilt natürlich für die zugehörigen Tangential-
räume: TpG(p) ⊂ TpM . Weil G nicht transitiv operiert, hat man G(p) $ M
und daher: TpG(p) $ TpM . Die Bahn G(p) ist G-invariant, der Tangential-
raum TpG(p) ist also K-invariant (vgl. Satz 2.2), ebenso TpG(p) + iTpG(p) und
TpG(p) ∩ iTpG(p).

Fallunterscheidung (n = dimCM = dimC TpM):

1©: k := dimC
(
TpG(p) + iTpG(p)

)
< n. Weil TpG(p) + iTpG(p) ein K-inva-

rianter echter Unterraum von TpM ist, muß sich jeder Endomorphismus
aus K ⊂ Un als eine Blockmatrix mit einer k×k- und einer (n−k)×(n−k)-
Untermatrix schreiben lassen (kurz: (k, n−k)-Blockstruktur), es gilt daher:

dimRG = dimRGp + dimRG(p)
≤ dimRK + dimR

(
TpG(p) + iTpG(p)

)
≤

(
k2 + (n− k)2

)
+ 2k = n2 + 2k2 − 2k(n− 1) ≤ n2.

2©: ` := dimC(TpG(p) ∩ iTpG(p)) > 0. Wegen 1© kann man hier annehmen,
daß TpG(p) + iTpG(p) = TpM ist. Wegen TpG(p) $ TpM gilt: ` < n und:
TpG(p) ∩ iTpG(p) $ TpG(p) $ TpM . Daher müssen sich auch hier die
Endomorphismen aus K ⊂ Un als Blockmatrix schreiben lassen, und zwar
mit einer (`, n−`)-Blockstruktur. Weil TpG(p)∩ iTpG(p) und TpG(p) beide
K-invariant sind, hat man sogar: dimRK < `2 + (n− `)2. Folglich gilt:

dimRG = dimRK + dimRG(p)

≤
(
`2 + (n− `)2 − 1

)
+ (2n− 1) = n2 + 2`2 − 2n(`− 1)− 2

≤ n2 + 2`2 − 2(`2 − 1)− 2 = n2.

3©: TpM = TpG(p) ⊕ iTpG(p). Hier ist dimR TpG(p) = dimC TpM = n. Außer-
dem ist jede Matrix in K dann bereits durch Werte auf TpG(p) vollständig
bestimmt, so daß K sogar isomorph zu einer Untergruppe von On(R) ist.
Man hat also: dimRK ≤ dim On(R) = n(n−1)

2 , und das bedeutet:

dimRG ≤ n(n−1)
2 + n = n2

2 + n
2 ≤

n2

2 + n2

2 = n2. �

3.2. Vektorfelder auf Siegel-Gebieten

Ein Siegel-Gebiet ist nach Abschnitt 1.4 gegeben durch:

U = U(K,F ) =
{
(z, w) ∈ Ck × Cn−k

∣∣ Im z − F (w,w) ∈ K
}
⊂ Cn,

wobei K einen spitzen Kegel und F eine K-hermitesche Form bezeichnet. In
diesem Abschnitt sei mit U stets ein Siegel-Gebiet gemeint, und die im folgen-
den auftretenden Bezeichnungen K, F , k, n seien stets auf das Siegel-Gebiet U
bezogen.
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Zu dem Siegel-Gebiet U als komplexer Mannigfaltigkeit gehört ein holomor-
phes Tangentialbündel TU =

⋃
p∈U TpU . Dieses ist trivial, das heißt, man hat

eine biholomorphe Abbildung f : U × Cn → TU mit f(p, z) ∈ TpU . Jeder Tan-
gentialraum TpU ist isomorph zu Cn.

Weil das Tangentialbündel TU trivial ist, gibt es ein System von n Vektor-
feldern {∂1, . . . , ∂n}, so daß {∂1(p), . . . , ∂n(p)} für jedes p ∈ U eine Basis des
Tangentialraumes TpU ist.

Holomorphe Vektorfelder sind genau die Vektorfelder X, die sich mit ho-
lomorphen Abbildungen f : U → Cn als Linearkombination schreiben lassen:
X(p) =

∑n
j=1 fj(p)∂j(p) (fj : Komponenten von f). Man kann also holomorphe

Vektorfelder X : U → TU mit holomorphen Abbildungen f : U → Cn identifizie-
ren.

Identifiziert man das holomorphe Vektorfeld X mit der zugehörigen holomor-
phen Abbildung f , so erhält man den maximalen Fluß als eindeutige Lösung des
Differentialgleichungssystems

Φ(0, z) = z; ∂
∂tΦ(t, z) = f(Φ(t, z)).

Definition: Ein Vektorfeld X : U → TU heißt vollständig, falls der maximale
Fluß ΦX(t, p) für alle t ∈ R definiert ist.

Die reelle Lie-Algebra aus allen vollständigen, holomorphen Vektorfeldern auf
U werde mit g(U) bezeichnet.

Satz 3.7: Man kann identifizieren: g(U) ' aut(U) = Tid AutU , und es gilt:
g(U)∩ ig(U) = {0}. Außerdem ist dimR AutU ≤ n2 +2n und damit auch g(U)
endlichdimensional.

Beweis: Sei ξ ∈ aut(U); die Exponentialabbildung von Seite 17 (siehe auch Ein-
parametergruppe auf Seite 3) gibt exp(tξ) ∈ AutU für alle t ∈ R. Zu p ∈ U
erhält man dann per t 7→ exp(tξ) · p eine Kurve R → U mit 0 7→ p. Die Exponen-
tialabbildung induziert nun ein (reelles) Vektorfeld Y : U → TU (f : bei p ∈ U
definierte holomorphe Abbildung):

Ypf = d
dt f

(
exp(tξ) · p

)∣∣
t=0

,

und dazu gehört ein holomorphes Vektorfeld X := Y − iIY . (Hier ist mit I die
komplexe Struktur von U bezeichnet.) Die Kurve R → U ; t 7→ exp(tξ) ·p stellt die
maximale Integralkurve von X durch p dar. Daher ist das induzierte Vektorfeld
X sogar vollständig, also X ∈ g(U).

Wir haben somit per ξ 7→ X eine Abbildung aut(U) → g(U). Diese ist sogar
ein Lie-Algebrenhomomorphismus (vgl. z. B. Kobayashi u. Nomizu, 1963, S. 42).

Weil U nach Satz 1.15 eine hyperbolische Mannigfaltigkeit ist, hat man gemäß
Satz 3.5: dimR AutU ≤ n2 + 2n, die letzte Aussage des vorliegenden Satzes folgt
damit direkt aus der ersten.

Sei nun X ∈ g(U) ∩ ig(U), es sei also sowohl X als auch iX ein vollständiges,
holomorphes Vektorfeld. Dann erzeugen sie zusammen eine komplexe Einparame-
tergruppe, die auf U operiert. Für hyperbolisches U ist das aber nicht möglich
(siehe Bemerkung zu Satz 1.5). Somit ist tatsächlich: g(U) ∩ ig(U) = {0}; vgl.
hierzu auch Cartan (1984). �
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Sei X ∈ g(U), das heißt, sei X : U → TU ein vollständiges, holomorphes
Vektorfeld. Sei weiter f : U → Cn die zugehörige holomorphe Abbildung, mit der
X(z) =

∑n
j=1 fj(z)∂j(z) für alle z ∈ U gilt.

Zu dem vollständigen Vektorfeld gehört der maximale Fluß Φ : R × Ω → Ω.
Genau dann liegt ein Fixpunkt Φ(t, z0) = z0 des Flusses vor, wenn das Vektorfeld
f(z0) = 0 erfüllt. Es gilt sogar noch mehr: Hat man einen Fixpunkt Φ(t, z0) = z0
mit Tz0Φ = id (d. h. ∂

∂zj
Φi(t, z)

∣∣
z=z0

= δij), so liefert der Cartansche Eindeutig-
keitssatz 3.2: Φ(t, z) = z (d. h. f(z) = 0) für alle z aus einem beschränkten Gebiet
Ω ⊂ U , das z0 enthält und Φ(t, Ω) ⊂ Ω erfüllt.

Sei u ∈ U ein fester Punkt. Jedes holomorphe f : U → Cn läßt sich um
u in eine Taylorreihe f(z) =

∑∞
ν=0 pν(z − u) mit homogenen Polynomen pν

vom Grad ν entwickeln: p0(z) = p0 ∈ Cn; p1(z) =
∑n

j=1 ajzj mit aj ∈ Cn;
p2(z) =

∑n
i,j=1 bijzizj mit bij ∈ Cn; etc.

Für das Vektorfeld f gilt auf jeden Fall: f(u) = p0. Hat f einen verschwin-
denden affinen Teil p0 = 0 = aj , so gilt f(u) = 0 und: ∂

∂zj
f(u) = 0. Das bedeutet

für den zugehörigen Fluß:

∀t ∈ R : Φ(t, u) = u; ∂
∂zj
Φi(t, u1, . . . , un) = δij + t · ∂

∂zj
fi(u) + 0 = δij .

Sei G := (ϕt)t∈R ⊂ AutU die Einparametergruppe der Integralkurve Φ. Diese
stimmt mit der Isotropiegruppe Gu überein. Weil U eine hyperbolische Mannig-
faltigkeit ist, gibt es nach Satz 3.3 zu der kompakten Isotropiegruppe Gu = G
eine Gu-invariante Umgebung Ω von u. Auf diesem beschränkten Gebiet ist
Φ(t, Ω) ⊂ Ω und damit der oben beschriebene Schluß mit dem Cartanschen
Eindeutigkeitssatz möglich.

Also ist f(z) = 0 auf der beschränkten Umgebung Ω von u. Der Identitäts-
satz 3.1 liefert dann f(z) = 0 auf dem ganzen Gebiet U . Damit haben wir gezeigt:

Satz 3.8: Die Vektorfelder aus g(U) sind durch ihren affinen Teil bereits
eindeutig bestimmt.

Im weiteren wollen wir die Vektorfelder in g(U) etwas genauer bestimmen.

Satz 3.9: I: Ein Siegel-Gebiet U = U(K,F ) ist invariant unter den Trans-
formationen:

(z, w) 7→ (z + a,w) für alle a ∈ Rk;
(z, w) 7→ (z, exp(it) · w) für alle t ∈ R;
(z, w) 7→ (exp(t) · z, exp(t/2) · w) für alle t ∈ R;

(z, w) 7→
(
z + 2iF (w, c) + iF (c, c), w + c

)
für alle c ∈ Cn−k.

II: Daher enthält g(U) folgende Vektorfelder (c = (cj) ∈ Cn−k):

∂j : (z, w) 7→ ∂j

∣∣
(z,w)

(für j ∈ {1, . . . , k}) =̂ ej;

∂′ : (z, w) 7→ i
n−k∑
j=1

wj∂k+j

∣∣
(z,w)

=̂ (0, iw);

∂ : (z, w) 7→
k∑

j=1
zj∂j

∣∣
(z,w)

+ 1
2

n−k∑
j=1

wj∂k+j

∣∣
(z,w)

=̂ (z, 1
2w);

∂c : (z, w) 7→ 2i
k∑

j=1
Fj(w, c)∂j

∣∣
(z,w)

+
n−k∑
j=1

cj∂k+j

∣∣
(z,w)

=̂
(
2iF (w, c), c

)
.
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Die rechts stehenden Cn-Vektoren ergeben sich bei der Identifizierung eines
Vektorfeldes mit der zugehörigen holomorphen Abbildung (vgl. oben).

Beweis: ad I: Sei (z, w) ∈ U(K,F ), das heißt, Im z − F (w,w) ∈ K.
Wegen Im(z + a) = Im z ist die erste Aussage klar und wegen

F
(
exp(it) · w, exp(it) · w

)
= exp(−it) · exp(it) · F

(
w,w

)
= F (w,w)

auch die zweite.
Die dritte ergibt sich aus Im(exp(t) · z) = exp(t) · Im z und

F (exp(t/2) · w, exp(t/2) · w) = exp(t/2) · exp(t/2) · F (w,w) = exp(t) · F (w,w)

sowie aus der Tatsache, daß K ein Kegel ist.
Ebenso erhält man die vierte Aussage aus:

F (w + c, w + c) = F (w,w) + 2 ReF (w, c) + F (c, c) und
Im

(
z + 2iF (w, c) + iF (c, c)

)
= Im z + 2 ReF (w, c) + F (c, c).

ad II: Zu zeigen ist die Vollständigkeit der angegebenen Vektorfelder. Dazu be-
stimmt man zu jedem Vektorfeld X den zugehörigen maximalen Fluß als Lösung
von ∂

∂tΦX(t, u) = X(ΦX(t, u));Φ(0, u) = u.
In den einzelnen Fällen hat man als maximale Flüsse:

Φ∂j
(t, (z, w)) = (z, w) + t · ej ,

Φ∂′(t, (z, w)) =
(
z, exp(it)w

)
,

Φ∂(t, (z, w)) =
(
exp(t) · z, exp( t

2) · w
)
,

Φ∂c(t, (z, w)) =
(
z + 2iF (w, c) · t+ iF (c, c) · t2, w + t · c

)
.

Offensichtlich ist nach I jeweils Φ(t, u) ∈ U für alle t ∈ R und u ∈ U , das heißt,
die Vektorfelder sind vollständig. �

Im weiteren Text wollen wir die Vektorfelder ∂′ und ∂ aus Satz 3.9.II sowie
nach ähnlichem Muster gebildete wie folgt kürzer schreiben:

∂′ = i

n−k∑
j=1

wj∂k+j , ∂ =
k∑

j=1

zj∂j + 1
2

n−k∑
j=1

wj∂k+j .

Lemma 3.10: Sei Ω ⊂ Cn ein Gebiet mit 0 ∈ Ω. Sei d eine endlichdimensio-
nale, komplexe Lie-Unteralgebra der Lie-Algebra aller holomorphen Vektorfel-
der auf Ω. Enthält d das Vektorfeld d :=

∑n
j=1 zj∂j, dann sind die Kompo-

nenten jedes Vektorfeldes in d Polynome in z1, . . . , zn.

Beweis: Sei X ∈ d. Dann kann man mit holomorphen Funktionen pj : Ω → C
schreiben: X =

∑n
j=1 pj∂j , das heißt: X(z) =

∑n
j=1 pj(z)∂j

∣∣
z
. Jede Funktion

pj hat auf einer Umgebung von 0 eine Taylorentwicklung pj(z) =
∑∞

ν=0 pj,ν(z)
mit homogenen Polynomen pj,ν(z) =

∑n
i=1 aijνz

νij1

1 · . . . · zνijn
n vom Grad ν =

νij1+· · ·+νijn. Man kann das Vektorfeld X daher lokal schreiben als: X =
∑

ν Xν

mit Xν :=
∑n

j=1 pj,ν∂j .
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Die Vektorfelder Xν sind linear unabhängig, sei nämlich eine verschwindende
Linearkombination gegeben:

0 =
∑

ν

aνXν =
∑

ν

aν

n∑
j=1

pj,ν∂j =⇒
∑

ν

aνpj,ν = 0.

Weil die Polynome pj,ν homogen vom Grad ν sind, müssen alle Koeffizienten aν

verschwinden.
In der Lie-Algebra X (Ω) aller holomorphen Vektorfelder kann man den Kom-

mutator berechnen:

[d,Xν ] = [
∑
i
zi∂i,

∑
j
pj,ν∂j ] =

∑
i,j

(zi∂ipj,ν∂j − pj,ν∂jzi∂i)

=
∑

j

(νpj,ν∂j − pj,ν∂j) = (ν − 1)Xν .

Die adjungierte Darstellung ad bildet das Vektorfeld d auf ad d ∈ gl(d) ab, es gilt:

(ad d)(X) =
∑

ν

[d,Xν ] =
∑

ν

(ν − 1)Xν .

Für ad d = 0 folgt direkt: Xν = 0 für alle ν ∈ N; ν ≥ 2, und insbesondere ist X
polynomial. Ist ad d 6= 0, so ist auch das Minimalpolynom M(x) von ad d nicht
das Nullpolynom, und man hat: 0 = M(ad d)X =

∑
ν M(ν − 1)Xν . Wegen der

linearen Unabhängigkeit der Xν folgt: M(ν − 1)Xν = 0 für alle ν ∈ N. Weil ein
Polynom nur endlich viele Nullstellen aufweist, muß Xν = 0 für fast alle ν gelten.

Das Vektorfeld X ist somit zumindest lokal polynomial. Nach dem Identitäts-
satz 3.1 liegt auch global ein polynomiales Vektorfeld vor. �

Satz 3.11: Jedes Vektorfeld X ∈ g(U) ist polynomial.

Beweis: Sei (ζ, 0) ∈ U . Durch Koordinatenwechsel (z̃, w̃) = (z−ζ, w) in Ck×Cn−k

erhält man ein Gebiet Ω ⊂ Cn mit 0 ∈ Ω. Es gilt: z̃j = zj − ζj und w̃j = wj , also
bleiben die Vektorfelder

∂j = ∂̃j ∂′ = i

n−k∑
j=1

wj∂k+j = i

n−k∑
j=1

w̃j ∂̃k+j = ∂̃′

bei dieser Transformation unverändert. Das Vektorfeld ∂ schreibt sich in den
neuen Koordinaten:

∂ =
k∑

j=1

zj∂j + 1
2

n−k∑
j=1

wj∂k+j =
k∑

j=1

z̃j∂j +
k∑

j=1

ζj∂j + 1
2

n−k∑
j=1

w̃j∂k+j .

Von g(U) bzw. g(Ω) wird eine komplexe Lie-Algebra d aufgespannt. Diese ist
endlichdimensional und enthält das Vektorfeld

d := ∂ −
k∑

j=1

ζj∂j − i
2∂

′ =
k∑

j=1

z̃j∂j +
n−k∑
j=1

w̃j∂k+j .

Damit kann das vorherige Lemma angewendet werden, es folgt, daß jedes Vektor-
feld in d polynomial in den z̃1, . . . , z̃k, w̃1, . . . , w̃n−k ist und somit jedes Vektorfeld
in g(U) polynomial in z1, . . . , zk, w1, . . . , wn−k ist. �
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Man kann also schreiben: X =
∑n

j=1 pj∂j mit pj =
∑∞

ν,µ=0 pj,ν,µ und homoge-
nen Polynomen pj,ν,µ vom Grad ν in den zj und vom Grad µ in den wj . Genauer
gilt: pj =

∑∞
ν=0 pj,ν,0 + pj,ν,1 für j ≤ k und pj =

∑∞
ν=0 pj,ν,0 + pj,ν,1 + pj,ν,2 für

j > k. Man hat nämlich:

(ad ∂′)X =
k∑

j=1

∞∑
ν,µ=0

iµpj,ν,µ∂j +
n−k∑
j=1

∞∑
ν,µ=0

i(µ− 1)pk+j,ν,µ∂k+j

⇒ φ(ad ∂′)X =
k∑

j=1

∞∑
ν,µ=0

φ(iµ)pj,ν,µ∂j +
n−k∑
j=1

∞∑
ν,µ=0

φ(i(µ− 1))pk+j,ν,µ∂k+j .

für jedes Polynom φ ∈ R[x]. Betrachtet man speziell φ(x) = x(x2+1), so hat man
wegen φ(0) = φ(i) = φ(−i) = 0, daß alle Summanden mit µ ≤ 1 verschwinden.
Das bedeutet, daß (φ(ad ∂′)X)(z, 0) = 0 ist für alle Punkte (z, 0) ∈ U (d. h.
Im z ∈ K). Der Satz 3.8 liefert nun φ(ad ∂′)X = 0 auf ganz U . Also müssen alle
Koeffizienten in φ(ad ∂′)X bereits verschwinden:

φ(iµ)pj,ν,µ = 0; φ(i(µ− 1))pk+j,ν,µ = 0.

Wegen φ(iµ) 6= 0 für µ > 1 folgt die Behauptung.
Eingesetzt führt das zu:

X =
k∑

j=1

∞∑
ν=0

(pj,ν,0 + pj,ν,1)∂j +
n−k∑
j=1

∞∑
ν=0

(pj,ν,0 + pj,ν,1 + pj,ν,2)∂k+j

=
∞∑

ν=0

( k∑
j=1

(pj,ν,0 + pj,ν,1)∂j +
n−k∑
j=1

(pk+j,ν,0 + pk+j,ν,1 + pk+j,ν,2)∂k+j

)
.

Man kann nun für die einzelnen Beiträge ausrechnen:

ad ∂(pj,ν,0∂j) =
k∑

i=1

[zi∂i, pj,ν,0∂j ] + 1
2

n−k∑
i=1

[wi∂k+i, pj,ν,0∂j ]

= (ν − 1) · pj,ν,0∂j ;
ad ∂(pj,ν,1∂j) = (ν − 1

2) · pj,ν,1∂j ;
ad ∂(pk+j,ν,0∂k+j) = (ν − 1

2) · pk+j,ν,0∂k+j ;
ad ∂(pk+j,ν,1∂k+j) = ν · pk+j,ν,1∂k+j ;
ad ∂(pk+j,ν,2∂k+j) = (ν + 1

2) · pk+j,ν,2∂k+j .

Es ist daher sinnvoll, die Beiträge wie folgt zusammenzufassen (ν ∈ N):

Xν :=
k∑

j=1

pj,ν+1,0∂j +
n−k∑
j=1

pk+j,ν,1∂k+j und X−1 :=
k∑

j=1

pj,0,0∂j ;

Xν+1/2 :=
k∑

j=1

pj,ν+1,1∂j +
n−k∑
j=1

(pk+j,ν+1,0 + pk+j,ν,2)∂k+j und

X−1/2 :=
k∑

j=1

pj,0,1∂j +
n−k∑
j=1

pk+j,0,0∂k+j .
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Dann sind nämlich alle Vektorfelder in g(U) von der Form: X =
∑

λ∈ΛXλ, und
es gilt: ad ∂(Xλ) = [∂,Xλ] = λXλ für alle λ ∈ Λ. Hier wie im ganzen restlichen
Text bezeichne

Λ :=
{
λ ≥ −1

∣∣ 2λ ∈ Z
}

= {−1,−1
2 , 0,

1
2 , 1, . . .}

die Menge aller halb- und ganzzahligen reellen Zahlen größer oder gleich −1.
Das führt zu folgendem

Satz 3.12: Bezeichnet man mit gλ (zu λ ∈ Λ) den Unterraum von g(U), der
von den Vektorfeldern Xλ gebildet wird, so gilt:

g(U) =
⊕
λ∈Λ

gλ; [gλ, gσ] ⊂ gλ+σ. (∗)

gλ ist der Eigenraum von ad ∂ zum Eigenwert λ.

Jede Lie-Algebra, die die Eigenschaften (∗) dieses Satzes erfüllt, nennt man
eine graduierte Lie-Algebra. Insbesondere ist also g(U) graduiert.

Beispiel: Die Vektorfelder aus Satz 3.9 liegen in folgenden Eigenräumen:

• ∂j ∈ g−1 für alle j ∈ {1, . . . , k};

• ∂′ ∈ g0 mit pj,1,0(z, w) = 0 und pk+j,0,1(z, w) = iwj ;

• ∂ ∈ g0 mit pj,1,0(z, w) = zj und pk+j,0,1(z, w) = 1
2wj .

• ∂c ∈ g−1/2 mit pj,0,1(z, w) = 2iFj(w, c) =
n−k∑
ν=1

2iFj(eν , c)wν und pk+j,0,0 = cj .

Satz 3.13: Man kann die Vektorfelder aus g−1, g−1/2 und g0 explizit angeben:
I: g−1 besteht genau aus den Vektorfeldern der Form

k∑
j=1

aj∂j mit a = (aj) ∈ Rk, also dimR g−1 = k,

II: g−1/2 besteht genau aus den Vektorfeldern der Form

∂c = 2i
k∑

j=1
Fj(w, c)∂j +

n−k∑
j=1

cj∂k+j mit c = (cj) ∈ Cn−k,

also dimR g−1/2 = 2(n− k), und
III: g0 besteht aus allen Vektorfeldern der Form

k∑
i,j=1

aijzi∂j +
n−k∑
i,j=1

bijwi∂k+j

mit A = (aij) ∈ Rk×k und B = (bij) ∈ C(n−k)×(n−k), so daß:
• A · F (x, y) = F (Bx, y) + F (x,By) für alle x, y ∈ Cn−k und
• (exp tA)K = K für alle t ∈ R, also A ∈ g(K), wobei g(K) die zur

linearen Automorphismengruppe∗ G(K) des Kegels K gehörende
reelle Lie-Algebra ist.

Es gilt: dimR g0 ≤ dimR g(K) + (n− k)2.
∗Es gilt: G(K) =

˘
g ∈ GLk(R)

˛̨
gK = K

¯
, siehe Abschnitt 1.4.
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Beweis: Für den Beweis wird verwendet: g(U) ∩ ig(U) = {0} (vgl. Satz 3.7).
ad I: Für alle j ∈ {1, . . . , k} ist ∂j ∈ g−1. Daher muß auch jede reelle Linear-

kombination
∑k

j=1 aj∂j (aj ∈ R) in g−1 sein, und zu zeigen ist, daß das bereits
alle Vektorfelder in g−1 sind.

Sei also X ∈ g−1, das heißt: X =
∑k

j=1 aj∂j mit aj ∈ C. Auf jeden Fall sind
Y := ImX =

∑k
j=1 Im(aj)∂j und ReX =

∑k
j=1 Re(aj)∂j in g−1. Daher ist auch

iY = X − ReX ∈ g−1, es folgt Y = 0 und somit aj ∈ R.
ad II: Nach Satz 3.9.II sind Vektorfelder der Form

∂c = 2i
k∑

j=1
Fj(w, c)∂j +

n−k∑
j=1

cj∂k+j mit c = (cj) ∈ Cn−k

vollständig, diese liegen in g−1/2, und das sind aus Dimensionsgründen (c ∈ Cn−k)
alle. Sei nämlich

X =
k∑

j=1
pj,0,1∂j +

n−k∑
j=1

bj∂k+j ∈ g−1/2

mit bj ∈ C und pj,0,1 =
∑n−k

ν=1 ajνwν (ajν ∈ C). Wegen ∂′ ∈ g0 folgt:

(ad ∂′)X = i
k∑

j=1
pj,0,1∂j − i

n−k∑
j=1

bj∂k+j ∈ g−1/2.

Die per X 7→ b = (bj) gegebene lineare Abbildung g−1/2 → Cn−k ist injektiv,
denn für X ∈ g−1/2 so, daß b = 0 ∈ Cn−k ist, hat man iX = (ad ∂′)X ∈ g−1/2

und daher X = 0. Also ist jedenfalls dimR g−1/2 ≤ dimR Cn−k = 2(n− k).
ad III: Sei X ∈ g0, das heißt:

∑k
j=1 pj,1,0∂j +

∑n−k
j=1 pk+j,0,1∂k+j mit Polynomen

pj,1,0 =
∑k

ν=1 aνjzν und pk+j,0,1 =
∑n−k

ν=1 bνjwν (aνj , bνj ∈ C). Der zu X gehörige
Fluß ist: (exp tX)(z, w) =

(
(exp tA)z, (exp tB)w

)
.

Sei (ζ, 0) ∈ U , das heißt, Im ζ ∈ K. Dann ist wegen der vorausgesetzten
Vollständigkeit: (exp tA) Im ζ ∈ K. Für jedes y ∈ K hat man (exp tA)y ∈ K, also
ist A reell und (exp tA)K = K, das heißt: exp tA ∈ G(K).

Seien nun x, y ∈ Cn−k und Y = 2i
∑k

j=1 Fj(x, y)∂j +
∑n−k

j=1 yj∂k+j . Gemäß II
ist Y ∈ g−1/2 und somit [X,Y ] ∈ [g0, g−1/2] ⊂ g−1/2, es gilt:

[X,Y ] = 2i
k∑

j=1

(
Fj(Bx, y)−

k∑
i=1

ajiFi(x, y)
)
∂j −

n−k∑
j=1

(By)j∂k+j .

Daher hat man nach II: Fj(Bx, y) −
∑k

i=1 ajiFi(x, y) = Fj(x,−By) bzw. in Ma-
trixschreibweise: A · F (x, y) = F (Bx, y) + F (x,By).

Wir wählen jetzt x = y =: w; weil F eine K-hermitesche Form ist, haben
wir F (w,w) ∈ K̄ und F (w,Bw) = F (Bw,w). Wir können daher auch schreiben:
A · F (w,w) = 2 ReF (Bw,w). Weiter gibt es eine positiv definite reelle Linear-
kombination φ der Komponenten von F : φ = α1F1 + · · · + αkFk mit geeigneten
αj ∈ R, so daß φ(w,w) > 0 für alle w ∈ Cn−k \ {0} ist.

Sei nun A ∈ g(K) ⊂ Rk×k vorgegeben, und seien B1, B2 ∈ Cn−k zwei Matrizen
mit der Eigenschaft:

∀w ∈ Cn−k : A · F (w,w) = 2 ReF (B1w,w) = 2 ReF (B2w,w).
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Dann folgt mit C := B2 − B1: ReF (Cw,w) = 0, das bedeutet für die einzelnen
Komponenten (j ∈ {1, . . . , k}): Fj(Cw,w) = −Fj(Cw,w) und somit auch für
ihre reelle Linearkombination: φ(Cw,w) = −φ(Cw,w), so daß C schiefhermitesch
bezüglich φ ist.

Folglich ist für ein vorgegebenes A die Matrix B bereits festgelegt bis auf eine
Matrix, die schiefhermitesch bezüglich φ ist. Daher folgt:

dimR g0 ≤ dimR un−k + dimR g(K) = dimR g(K) + (n− k)2. �

Satz 3.14: Für das Radikal r von g(U) gilt:

r =
⊕
2λ∈Z
λ≥−1

rλ mit rλ = r ∩ gλ

Man hat: rλ = gλ für λ > 1 sowie: rλ = {0} für λ > 0.

Beweis: 1© Sei X =
∑

λXλ ∈ r mit Xλ ∈ gλ. Weil ad ∂ ein Homomorphismus ist,
hat man nach Satz 2.3: (ad ∂)(X) ∈ r. Es gilt: ad ∂(Xλ) = λXλ (vgl. oben), also
hat man für jedes f ∈ R[x]: f(ad ∂)Xλ = f(λ)Xλ und folglich∑

λ

f(λ)Xλ = f(ad ∂)X ∈ r.

Nun sind nach Satz 3.11 nur endlich viele Xλ 6= 0, sei also λ0 der größte Index,
für den Xλ0 6= 0 ist und L :=

{
λ ∈ 1

2Z
∣∣ −1 ≤ λ ≤ λ0

}
⊂ Λ. Dann kann man

(Lagrange-)Polynome fµ ∈ R[x] finden (µ ∈ L), die fµ(µ) = 1 erfüllen und
Nullstellen bei allen λ ∈ L außer µ aufweisen. Damit ist:

Xλ =

{∑
µ fλ(µ)Xµ ∈ r für λ ∈ L;

0 ∈ r sonst.

Somit hat man: Xλ ∈ rλ = r ∩ gλ für alle λ ∈ Λ.

2© Für den zweiten Teil seien λ > 1 und µ ∈ Λ, X ∈ gλ und Y ∈ gµ. Dann gilt:
(adX)(adY )gν ⊂ gλ+µ+ν mit λ + µ + ν > ν. Das bedeutet, daß 0 der einzige
Eigenwert von adX · adY ist, also ein nilpotenter Endomorphismus von g(U)
vorliegt. Dann ist auch Bad(X,Y ) = spur adX · adY = 0, wobei Bad die Killing-
Form von g(U) ist. Weil µ ein beliebiges Element aus Λ ist, kann mit anderen
Worten Y ∈ g(U) beliebig gewählt werden, man hat also: X ∈ g(U)⊥. Weil für alle
A,B ∈ g(U)⊥ gilt: Bad(A,B) = spur adA ·adB = 0, folgt nach dem Cartanschen
Kriterium (Satz 2.11) die Auflösbarkeit von g(U)⊥ und somit: X ∈ g(U)⊥ ⊂ r.
Also ist rλ = r ∩ gλ ⊂ gλ ⊂ rλ, woraus sich die behauptete Gleichheit rλ = gλ
ergibt.

3© Hier zeigen wir: r 1
2

= r1 = {0}. Sei (b + ia, 0) ∈ U ; a, b ∈ Rk. Weil das
Siegel-Gebiet U invariant ist unter den Transformationen aus Satz 3.9.I, ist ins-
besondere auch der Punkt (ia, 0) in U enthalten. Mit dem speziellen Vektorfeld
A :=

∑k
ν=1 aν∂ν ∈ g−1 kann man zwei lineare Abbildungen definieren:

ψA
1/2 : g1/2 → g−1/2 ψA

1 : g1 → g−1

X 7→ (ad ∂′)(adA)X X 7→ 1
2(adA)2X.
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Für X ∈ g1/2 gilt:

X =
k∑

j=1

pj,1,1∂j +
n−k∑
j=1

(pk+j,1,0 + pk+j,0,2)∂k+j

ψA
1/2(X) =

k∑
j=1

( k∑
ν=1

iaν
∂pj,1,1

∂zν

)
∂j −

n−k∑
j=1

( k∑
ν=1

iaν
∂pk+j,1,0

∂zν

)
∂k+j ,

und man sieht, daß dann ist:

X(ia, 0) =
n−k∑
j=1

pk+j,1,0(ia, 0)∂k+j

∣∣
(ia,0)

=
n−k∑
j=1

( k∑
ν=1

iaν
∂pk+j,1,0

∂zν

)
∂k+j

∣∣
(ia,0)

= −ψA
λ (X)(ia, 0).

Genauso rechnet man bei X ∈ g1 und erhält insgesamt (X ∈ gλ, λ ∈ {1
2 , 1}):

X(ia, 0) = −ψA
λ (X)(ia, 0).

Sei g(ia,0) :=
{
Y ∈ g(U)

∣∣ Y (ia, 0) = 0
}
; das ist die zu der Isotropiegruppe

Aut(ia,0)(U) =
{
g ∈ AutU

∣∣ g(ia, 0) = (ia, 0)
}

gehörende Lie-Algebra. Weil die
Isotropiegruppe kompakt ist (vgl. Satz 3.4), ist auch g(ia,0) kompakt, das heißt,
es gibt auf g(ia,0) eine positiv definite, invariante, symmetrische Bilinearform φ.

Wir betrachten nun die Komplexifizierung g(U)C = g(U) ⊕ ig(U) (direkte
Summe nach Satz 3.7); die Lie-Algebra g(U) definiert per komplexer Konjugation
eine reelle Struktur τ auf g(U)C. Die Bilinearform φ läßt sich auf gC(ia,0) zu einer
positiv definiten hermiteschen Form hτ fortsetzen:

hτ (A+ iB,C + iD) := φ(A,C) + φ(B,D) + i
(
φ(B,C)− φ(A,D)

)
bzw. kurz: hτ (X,Y ) = φ(X, τ(Y )),

wie man leicht nachrechnet. Des weiteren gilt dann für alle X ∈ g(ia,0) und alle
Y, Z ∈ gC(ia,0):

hτ ([X,Y ], Z) = −hτ (Y, [X,Z]),

das heißt, die Form hτ ist invariant bezüglich ad g(ia,0) =
{
adY

∣∣ Y ∈ g(ia,0)

}
.

Daher hat jedes adY mit Y ∈ g(ia,0) rein imaginäre Eigenwerte:

(adY )(X) = yX

=⇒ yhτ (X,X) = hτ ((adY )(X), X) = −hτ (X, (adY )(X)) = −yhτ (X,X)
=⇒ y = −y.

Insbesondere hat also ad(X + ψA
λ (X)) nur rein imaginäre Eigenwerte.

Sei nun X ∈ rλ = r ∩ gλ, λ ∈ {1
2 , 1}. Dann gilt gemäß Satz 2.3: ψA

λ (X) ∈ r
(sogar ∈ r∩g−λ) und somit auchX+ψA

λ (X) ∈ r. Mit r ist auch r⊕ir auflösbar, nach
dem Satz 2.6 von Lie sind dann adX, adψA

λ (X) und ad(X + ψA
λ (X)) nilpotente

Endomorphismen in gl(g(U)C).
Es folgt, daß ad(X + ψA

λ (X)) = 0. Also gilt: X + ψA
λ (X) ∈ Z(g(U)) und

insbesondere 0 = (ad ∂)(X + ψA
λ (X)) = 1

2(X − ψA
λ (X)), so daß man X = ψA

λ (X)
hat. Wegen X ∈ gλ und ψA

λ (X) ∈ g−λ folgt: X = 0. Das heißt, es gilt: rλ = {0}.
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4© Hier zeigen wir als noch verbleibenden Fälle: rλ = {0} für λ > 1, wobei
wir ausnutzen, daß nach 2© bereits rλ = gλ gilt. Sei zunächst X ∈ g3/2. Dann
ist nach 1© und 2©: X ∈ r und [∂i, X] ∈ [g−1, g3/2] ⊂ g1/2. Also haben wir ge-
mäß 3©: [∂i, X] ∈ g1/2 ∩ r = r1/2 = {0}. Weil X ∈ g3/2 ist, hat X die Form:∑k

j=1 pj,2,1∂j +
∑n−k

j=1 (pk+j,2,0 + pk+j,1,2)∂k+j . Dann kann man [∂i, X] explizit an-

geben: 0 = [∂i, X] =
∑k

j=1
∂pj,2,1

∂zi
∂j +

∑n−k
j=1 (∂pk+j,2,0

∂zi
+ ∂pk+j,1,2

∂zi
)∂k+j . Das bedeu-

tet: ∂pj,2,1

∂zi
= ∂pk+j,2,0

∂zi
= ∂pk+j,1,2

∂zi
= 0 für alle i ∈ {1, . . . , k}. Daher verschwinden

alle vorkommenden Polynome, und es folgt: X = 0. Also ist g3/2 = {0}, und
genauso erhält man: g2 = {0}.

Sei nun X ∈ gλ mit λ > 2. Hier folgt die Behauptung mit Induktion nach λ.
Man hat nämlich: [∂j , X] ∈ [g−1, gλ] ⊂ gλ−1 = {0} nach Induktionsannahme. Dar-
aus folgt analog zu oben, daß alle in X vorkommenden Polynome verschwinden
und somit X = 0 ist. �

Satz 3.15: Zusammenfassend gilt:

g(U) = g−1 ⊕ g−1/2 ⊕ g0 ⊕ g1/2 ⊕ g1;
r = r−1 ⊕ r−1/2 ⊕ r0 mit rλ = r ∩ gλ ⊂ gλ;

dimR g−1 = k;
dimR g−1/2 = 2(n− k);

dimR g1/2 = dimR g−1/2 − dimR r−1/2;

dimR g1 = dimR g−1 − dimR r−1 = k − dimR r−1.

Beweis: Zu zeigen sind nur noch die Dimensionsformeln, wobei die ersten beiden
direkt aus Satz 3.13 folgen.

Für die beiden anderen betrachten wir die halbeinfache Quotientenalgebra
a := g(U)/r. Weil g(U) und das Radikal r graduierte Lie-Algebren sind und wie
im Satz angegeben als direkte Summe geschrieben werden können, wobei rλ ⊂ gλ
gilt und wir aλ = gλ/rλ setzen, hat man die Äquivalenz:

(a−1 − b−1 ∈ r−1) ∧ (a−1/2 − b−1/2 ∈ r−1/2) ∧ . . . ∧ (a1 − b1 ∈ r1)
⇔ (a−1 + a−1/2 + a0 + a1/2 + a1)− (b−1 + b−1/2 + b0 + b1/2 + b1) ∈ r

und erhält somit einen Isomorphismus: a ' a−1 + a−1/2 + a0 + a1/2 + a1.
Wegen r1/2 = r1 = {0} genügt es für λ ∈ {1

2 , 1} zu zeigen: dimR a−λ = dimR aλ,
denn dann ist:

dimR gλ = dimR aλ + dimR rλ = dimR a−λ + 0 = dimR g−λ − dimR r−1/2.

Die Killing-Form B von a führt nun zu einer nichtsingulären Bilinearform auf
a−λ × aλ, denn: Seien X ∈ a−λ und Y ∈ aµ mit µ 6= λ. Dann ist adX · adY
nilpotent und somit B(X,Y ) = spur adX · adY = 0. Ist also B(X,Y ) = 0 für
alle Y ∈ aλ, so gilt bereits B(X,Y ) = 0 für alle Y ∈ a und daher X = 0, weil
B nicht entartet ist. Ebenso folgt aus Y ∈ aλ und B(X,Y ) = 0 für alle X ∈ a−λ

bereits Y = 0.
Das bedeutet: dimR a−λ = dimR aλ. �
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Dieses Kapitel deckt sich im wesentlichen mit dem Artikel von Isaev u. Krantz (2001).

4.1. Hyperbolische Mannigfaltigkeiten und Siegel-Gebiete

Satz 4.1: Sei U = U(K,F ) ⊂ Cn mit n ≥ 4 ein Siegel-Gebiet. Falls für die
Dimension dimR AutU ≥ n2 + 1 gilt, ist U biholomorph äquivalent zu Bn

oder D×Bn−1.

Beweis: Gemäß Definition ist

U = U(K,F ) =
{
(z, w) ∈ Ck × Cn−k

∣∣ Im z − F (w,w) ∈ K
}

mit spitzem Kegel K ⊂ Rk und K-hermitescher Form F .
Für die Dimension der Automorphismengruppe AutU gilt nach den Sät-

zen 3.15 und 3.13:

dimR AutU = dimR g(U)
= dimR g−1 + dimR g−1/2 + dimR g0 + dimR g1/2 + dimR g1

= dimR g0 + 2 dimR g−1 − dimR r−1 + 2 dimR g−1/2 − dimR r−1/2

≤ dimR g(K) + (n− k)2 + 2k + 2 · 2 · (n− k).

Die Dimension der zur linearen Automorphismengruppe G(K) des Kegels K
gehörenden Lie-Algebra g(K) stimmt mit der Dimension von G(K) überein, und
diese kann man wie folgt abschätzen:

Sei p ∈ K ein fest gewählter Punkt. Die Aktion von G(K) auf K führt zu
der Bahn G(K)p und der Isotropiegruppe Gp =

{
f ∈ G(K)

∣∣ f(p) = p
}
, es gilt:

dimRG(K) = dimRGp +dimRG(K)p. Sei g ∈ Gp ⊂ GLn(R), dann gilt: g(p) = p,
g(K) = K und wegen g(−x) = −g(x) (Linearität) auch g(−K) = −K. Folglich
bleibt die beschränkte offene Menge K∩(p−K) invariant unter der Isotropiegrup-
pe, und deswegen ist die Isotropiegruppe kompakt. Somit ist Gp konjugiert zu
einer Untergruppe H von Ok(R): PGpP

−1 = H ⊂ Ok(R) mit P ∈ GLn(R). Sei
nun q := P · p ∈ Rk, das bedeutet, daß H eine Untergruppe der Isotropiegruppe
Hq :=

{
A ∈ Ok(R)

∣∣ A · q = q
}

ist, man hat also: dimRGp ≤ dimRHq.
Die Gruppe Ok(R) operiert transitiv auf der durch q verlaufenden Sphäre

Sq :=
{
x ∈ Rk

∣∣ ‖x‖ = ‖q‖
}
, denn für alle A ∈ Ok(R) und alle s ∈ Sq gilt:

‖As‖ = ‖s‖ = ‖q‖, also As ∈ Sq, und es gibt ein s̃ ∈ Sq mit As̃ = s, nämlich
s̃ := tAs. Insbesondere ist die Bahn von q ∈ Sq: Ok(R)q = Sq, und es gilt:
dimR Ok(R) = dimR Sq + dimRHq.

Mit dimR Ok(R) = k2−k
2 und dimR Sq = k − 1 folgt dann:

dimRGp ≤ dimRHq = dimR Ok(R)− dimR Sq = k2

2 −
3k
2 + 1.

Weil außerdem dimRG(K)p ≤ dimRK ≤ dimR Rk = k ist, folgt:

dimRG(K) ≤ k2

2 −
k
2 + 1,
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und man erhält insgesamt:

dimR AutU ≤ 4n− 2k + (n− k)2 + k2

2 −
k
2 + 1

= 3
2k

2 − k(2n+ 5
2) + n2 + 4n+ 1.

Nach Voraussetzung gilt: n ≥ 4 und dimR AutU ≥ n2 + 1. Im Widerspruch dazu
hat man für k > 2: 3

2k
2−k(2n+ 5

2)+n2 +4n+1 < n2 +1, wie man per Induktion
zeigt:

Bei n = 4 und k ∈ {3, 4} ist: 3
2k

2−k(2n+ 5
2)+4n = 3

2k
2− 21

2 k+16 = −2 < 0.
Gelte nun die Behauptung für ein n ∈ N, n ≥ 4 und alle k ∈ {3, . . . , n}; dann
folgt bei n+ 1:

3
2k

2 − k
(
2(n+ 1) + 5

2

)
+ 4(n+ 1)

{
< −2k + 4 < 0 bei k ≤ n nach Ind.-vor.;
= −k2

2 + 3k
2 < 0 bei k = n+ 1.

Daher muß hier tatsächlich k = 1 oder k = 2 sein.
Bei k = 1 ist U ' Bn gemäß Satz 1.14.
Bei k = 2 ist U ' D × Bn−1, wie im restlichen Teil dieses Beweises gezeigt

wird (hier hat die K-hermitesche Form F genau zwei Komponenten):

Behauptung: Die zwei Komponenten F1 und F2 von F sind zuein-
ander proportional.

Beweis: Angenommen, das wäre nicht der Fall. Nach Satz 3.13 be-
steht g0 aus allen Vektorfeldern der Form

2∑
i,j=1

aijzi∂j +
n−2∑
i,j=1

bijwi∂k+j

mit A = (aij) ∈ R2×2 und B = (bij) ∈ C(n−2)×(n−2). Dabei gilt
insbesondere: A · F (x, x) = 2 ReF (B · x, x) für alle x ∈ Cn−2. Das
bedeutet, daß die Matrix B bei vorgegebener Matrix A nur bis auf
eine Matrix C festgelegt ist, die schiefhermitesch bezüglich der beiden
(hier als unabhängig angenommenen) Komponenten F1 und F2 ist.
Wir können o. B. d.A. annehmen, daß F1 positiv definit ist (anson-
sten bilde man geeignete Linearkombinationen der beiden Kompo-
nenten), und dann kann – wie schon im Beweis zu Satz 3.13 – die
Dimension von g0 höchstens (n − 2)2 + dim g(K) sein. Hier haben
wir aber zusätzlich, daß C schiefhermitesch bezüglich der weiteren,
von F1 unabhängigen hermiteschen Form F2 ist. Man erhält somit:
dimR g0 ≤ (n − 2)2 − 2 + dimR g(K). Das führt dann wie oben auf:
dimR AutU ≤ n2 − 2 + dimR g(K) ≤ n2    . �

Als Folgerung der soeben bewiesenen Behauptung kann U nur biholomorph
äquivalent zu einem der folgenden Gebiete sein (vgl. auch Satz 1.14):

U1 :=
{
(z,w) ∈ C2 × Cn−2

∣∣ Im z1 > 0; Im z2 − ‖w‖2 > 0
}
;

U2 :=
{
(z,w) ∈ C2 × Cn−2

∣∣ Im z1 − ‖w‖2 > 0; Im z2 − ‖w‖2 > 0
}
.

Im Falle von U ' U1 folgt mit Satz 1.14 das gewünschte Ergebnis U ' D×Bn−1;
der Fall U ' U2 wird im folgenden ausgeschlossen.
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Wir betrachten also das Siegel-Gebiet U2; hier sind k = 2 und K = ]0,∞[2;
für die K-hermitesche Form F : Cn−k×Cn−k → Ck setzen wir: F (w,w) =

( ‖w‖2
‖w‖2

)
,

das heißt: F1(w,w) = F2(w,w) = ‖w‖2 bzw. F1(x, y) = F2(x, y) = txy.
Für U2 gilt mit der graduierten Lie-Algebra g(U2) nach Satz 3.15:

dimR AutU2 = dimR g(U2)
= dimR g−1 + dimR g−1/2 + dimR g0 + dimR g1/2 + dimR g1.

Dabei sind dimR g−1 = k = 2 und dimR g−1/2 = 2 · (n − k) = 2n − 4. Um
die Dimensionen der drei anderen Unterräume g0, g1/2 und g1 angeben zu kön-
nen, ist eine genauere Kenntnis der zur linearen Automorphismengruppe G(K)
des Kegels K gehörenden Lie-Algebra g(K) nötig. Aus Stetigkeitsgründen gilt:
g(K̄ \ K) = K̄ \ K für alle g ∈ G(K). Im vorliegenden Fall ist dabei einfach:
K̄ \ K =

{(
x
0

) ∣∣ x ≥ 0
}
∪

{(
0
y

) ∣∣ y ≥ 0
}
. Das bedeutet, daß jedes g ∈ G(K) in

der Form x 7→Mx mit M ∈ R2×2 geschrieben werden kann, genauer gilt:

G(K) =
{
g : x 7→Mx

∣∣ M =
(

0 α
β 0

)
∨M =

(
α 0
0 β

)
mit α, β > 0

}
.

Weil exp g(K) die zusammenhängende Komponente von G(K) erzeugt, die die
Einheitsmatrix E2 =

(
1 0
0 1

)
enthält, haben wir außerdem:

g(K) =
{
A =

(
α 0
0 β

) ∣∣ α, β ∈ R
}
.

Die Abschätzung dimR g0 ≤ dimR g(K) + (n− k)2 = 2 + (n− 2)2 aus Satz 3.13.III
läßt sich hier durch eine genaue Angabe ersetzen: Die Bedingungen A ∈ g(K)
und B ∈ C(n−2)×(n−2) mit A ·F (x, y) = F (Bx, y)+F (x,By) für alle x, y ∈ Cn−2

führen für die gegebene K-hermitesche Form F mit F1(x, y) = F2(x, y) = txy
zu A = α · E2 mit α ∈ R; die Matrix B ist dann durch A wie im Beweis von
Satz 3.13.III bis auf eine schiefhermitesche Matrix festgelegt. Es folgt daher:

dimR g0 = 1 + dimR un−2 = n2 − 4n+ 5.

Die beiden anderen Unterräume g1/2 und g1 sind trivial: dimR g1/2 = dimR g1 = 0.
Hierzu stützen wir uns auf Satake (1980, S. 213ff). Gemäß Lemma 2.5 (Satake,
1980, S. 218) gilt die Implikation: dimR g1 = 0 =⇒ dimR g1/2 = 0, es genügt
somit, sich mit g1 zu beschäftigen. Bevor wir dazu kommen, sollen die Konse-
quenzen notiert werden; die Dimension der Automorphismengruppe von U2 ist
dann nämlich:

dimR AutU2 = 2 + (2n− 4) + (n2 − 4n+ 5) = n2 − 2n+ 3 < n2.

Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung dimR AutU ≥ n2+1, der Fall U ' U2

kann also tatsächlich nicht eintreten.
Als letzten Beweisschritt zeigen wir dimR g1 = 0 für das Siegel-Gebiet U2. Eine

dem Satz 3.13 dieser Arbeit entsprechende explizite Angabe der Vektorfelder in
g1 liefert der folgende (für k = 2 notierte)

Satz (Satake, 1980, Prop. 2.2, S. 216f): g1 besteht genau aus allen Vektorfel-
dern der Form

X = a(z, z) · ∂z + b(z, w) · ∂w =
2∑

j=1
aj(z, z)∂j +

n−2∑
j=1

bj(z, w)∂2+j;
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dabei sind a und b zwei bilineare Abbildungen:

a : C2 × C2 → C2; (x, y) 7→
(
txAjy

)
j∈{1;2} mit Aj ∈ R2×2 symmetrisch;

b : C2 × Cn−2 → Cn−2; (x, y) 7→
(
txBjy

)
j∈{1;...;n−2} mit Bj ∈ C(n−2)×2;

für a und b gelten folgende einschränkende Bedingungen:

∀u ∈ R2 :
( a1(u,e1) a1(u,e2)

a2(u,e1) a2(u,e2)

)
=

( tuA1
tuA2

)
∈ g(K); (a)

∀x, y ∈ Cn−2 : Im
(
F (x, b(e1, y));F (x, b(e2, y))

)
∈ g(K); (b)

a(u, F (x, y)) = F (1
2b(u, x), y) + F (x, 1

2b(u, y)); (c)

Im
n−2∑
j=1

bj(u, ej) = 0;

F (x, b(F (y, z), z)) = F (b(F (z, x), y), z).

In unserem Fall sind nur die ersten drei Bedingungen (a), (b), (c) wichtig.
Aus der Bedingung (a) folgt wegen g(K) =

{(
α 0
0 β

) ∣∣ α, β ∈ R
}

offenbar:

a1(u, e2) = a2(u, e1) = 0 für alle u ∈ R2. (?)

Genauso folgt aus der Bedingung (b):

ImF1(x, b(e2, y)) = ImF2(x, b(e1, y)) = 0 für alle x, y ∈ Cn−2.

Hier kann man statt x ohne weiteres auch ix verwenden. Wegen der Linearität
der K-hermiteschen Form F in der ersten Komponente dürfen wir i vorziehen
und gelangen dann zu:

ReF1(x, b(e2, y)) = ReF2(x, b(e1, y)) = 0 für alle x, y ∈ Cn−2.

Speziell wählen wir nun x = b(e2, y) bzw. x = b(e1, y) und erhalten so unter
Ausnutzung der speziellen Form von F :

0 = F1(b(e2, y), b(e2, y)) = ‖b(e2, y)‖2 =⇒ b(e2, y) = 0;

0 = F2(b(e1, y), b(e1, y)) = ‖b(e1, y)‖2 =⇒ b(e1, y) = 0.

Für y kann jeder Basisvektor e1, . . . , en−2 gewählt werden, und deswegen folgt
insgesamt:

b ≡ 0 auf C2 × Cn−2.

Unter Ausnutzung dieses Ergebnisses lautet die Bedingung (c):

a(u, F (x, y)) = 0 für alle u ∈ R2, x, y ∈ Cn−2,

also etwa bei x = y mit ‖x‖ = 1 (dann F (x, y) =
(

1
1

)
= e1 + e2):

a(u, e1 + e2) = 0 für alle u ∈ R2.

Zusammen mit (?) erhalten wir:

a1(u, e1) = a1(u, e2) = a2(u, e1) = a2(u, e2) = 0 für alle u ∈ R2;

durch Wahl von u = e1 bzw. u = e2 ergibt sich insgesamt:

a ≡ 0 auf C2 × C2.

Das bedeutet, daß g1 beim Siegel-Gebiet U2 nur das Nullvektorfeld enthält; mit
anderen Worten gilt: dimR g1 = 0. �
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Satz 4.2: Sei M eine zusammenhängende hyperbolische Mannigfaltigkeit der
komplexen Dimension n ≥ 2. Die Dimension der Automorphismengruppe ist
gemäß Satz 3.5 endlich: dimR AutM ≤ n2 + 2n. Es gilt:

I: dimR AutM ≥ n2 + 3 =⇒ M ' Bn;

II: dimR AutM = n2 + 2 =⇒ M ' D×Bn−1;

III: dimR AutM = n2 + 1 =⇒ (M ' S) ∧ (n = 3).

Beweis: In allen drei Fällen ist dimR AutM > n2. Nach dem Satz 3.6 von Kaup
operiert AutM transitiv auf M , das heißt, die Mannigfaltigkeit M ist homogen.
Nach dem Satz 1.16 von Nakajima folgt daraus, daß M äquivalent zu einem
Siegel-Gebiet ist.

Für n = 2 hat man gemäß Satz 1.14 eine Äquivalenz von M zu B2 (hier
dimR AutB2 = 8, also Fall I) oder D× D (hier dimR Aut D2 = 6, also Fall II).

Für n = 3 ist M gemäß Satz 1.14 äquivalent zu: B3 (dimR AutB3 = 12, also
Fall I), D × B2 (dimR Aut D × B2 = 11, also Fall II), S (dimR AutS = 10, also
Fall III) oder D× D× D (dimR Aut D3 = 9, also nicht möglich).

Für n ≥ 4 ist der Satz 4.1 anzuwenden. �

4.2. Verallgemeinerung

Im vorangehenden Abschnitt wurden hyperbolische Mannigfaltigkeiten charakte-
risiert, die eine Automorphismengruppe mit Dimension größer oder gleich n2 + 1
aufweisen (dimCM = n). In diesem Abschnitt sollen nun etwas allgemeinere
Mannigfaltigkeiten betrachtet werden, auf denen eine eigentliche Transformati-
onsgruppe G operiert. Dabei soll die Dimension von Gmindestens n2+2 betragen.
Für diese Fälle stellen die Ergebnisse des vorigen Abschnitts einen Spezialfall dar
(vgl. Satz 3.5), der innerhalb dieser Verallgemeinerung reproduziert wird.

Vor der Formulierung und dem Beweis der entsprechenden Sätze zunächst ein
Lemma, das für den Beweis der anschließenden Sätze benötigt wird:

Lemma 4.3: Sei G ⊂ GLn(C) eine zusammenhängende kompakte Unter-
gruppe mit dimRG ≥ n2 − 2n + 3;n ≥ 2. Dann ist G konjugiert zu Un oder
SUn (zusätzlich eiRSp2 bei n = 4). Für dimRG = n2 − 2n + 2 gibt es (bis
auf Konjugation) nur die Möglichkeit G ' U1×Un−1 (und zusätzlich Sp2 bei
n = 4).

Beweis: A© Da die Lie-Gruppe G kompakt ist, ist sie nach Satz 2.27 vollstän-
dig reduzibel. Man kann also schreiben: Cn = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk mit irreduziblen,
G-invarianten komplexen Unterräumen Vj . Dabei gilt natürlich: n = n1+ · · ·+nk;
nj := dimC Vj ≥ 1.

Der Stabilisator Stab(Vj) =
{
g ∈ G

∣∣ ∀v ∈ Vj : g(v) = v
}

=
⋂

v∈Vj
Gv ist für

jedes j ein Schnitt abgeschlossener Teilmengen der kompakten Menge G und des-
halb kompakt. Die Gruppe Gj := G/Stab(Vj) operiert dann effektiv auf Vj und
ist kompakt. Wir haben damit eine treue Darstellung von Gj auf Cnj als Matrizen
Mj ∈ Cnj×nj . Nach Satz 2.29 gilt also: Gj ' Untergruppe von Unj ⊂ GLnj (C)
und deswegen dimRGj ≤ n2

j . Weil die Lie-Gruppe G auf jedem Unterraum Vj
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(irreduzibel) operiert, müssen die Matrizen M ∈ G eine Blockstruktur haben:

M =

M1 0 0

0
. . . 0

0 0 Mk

 =̂ M1 × · · · ×Mk.

Daher hat man G ' G1 × · · · ×Gk und dimRG ≤ n2
1 + · · ·+ n2

k.

Behauptung: Gilt n2−2n+3 ≤ n2
1+· · ·+n2

k mit 2 ≤ n = n1+· · ·+nk

und k, nj ∈ N \ {0}, so folgt bereits k = 1.

Beweis: Für k = 1 ist n2−2n+3 ≤ n2
1 wegen n1 = n ≥ 2 offensichtlich

erfüllt. Zu zeigen ist nun, daß n2−2n+3 > n2
1+· · ·+n2

k bzw. äquivalent
2

∑k
i=1 ni

(∑k
j=i+1 nj − 1

)
+ 3 > 0 für alle k ≥ 2 ist. Es gilt:

2
k∑

i=1

ni

( k∑
j=i+1

nj − 1
)

+ 3 = 2
k−1∑
i=1

ni

( k∑
j=i+1

nj − 1
)
− 2nk + 3

≥ 2
k−1∑
i=1

ni(nk − 1)− 2nk + 3

= 2(nk − 1)
(k−1∑

i=1
ni − 1

)
+ 1 ≥ 1 > 0. �

Bemerkung: Unter der Voraussetzung n2−2n+2 ≤ n2
1 + · · ·+n2

k folgt
mit analogem Beweis k ≤ 2. Bei k = 2 ist: n1 = 1, n2 = n− 1.

Für dimRG ≥ n2 − 2n + 3 hat man also k = 1, so daß G irreduzibel auf
Cn operiert. Bei dimRG = n2 − 2n + 2 kann außerdem der Fall Cn = V1 ⊕ V2

mit irreduziblen, G-invarianten V1, V2 mit dimC V1 = 1 und dimC V2 = n − 1
eintreten.

B© Sei g ⊂ un die Lie-Algebra von G und gC ⊂ gln(C) ihre Komplexifizierung. Da
G zusammenhängend ist und irreduzibel auf Cn operiert, ist auch g auf Cn irredu-
zibel (mit Darstellung Te id = id), wie man mit Satz 2.2 („Ein Untervektorraum
V ⊂ Cn ist genau dann G-invariant, wenn V g-invariant ist.“) schließt. Daraus
folgt direkt, daß gC auf Cn irreduzibel ist: Sei nämlich V ⊂ Cn mit gCV ⊂ V
gegeben, dann ist speziell gV ⊂ V , also V = {0} oder V = Cn. Gemäß Satz 2.23
ist nun entweder gC = h⊕C id mit einem halbeinfachen Ideal h oder gC = h selbst
ist halbeinfach.

Auf jeden Fall kann man h gemäß Satz 2.25 in eine direkte Summe einfacher
Ideale zerlegen: h = h1 ⊕ · · · ⊕ hm, und die Darstellung von h auf Cn (irreduzibel,
treu als id : h ↪→ gln(C)) ist das Tensorprodukt gewisser irreduzibler, treuer Dar-
stellungen (Vj , %j) der hj . Es gilt: n2 − 2n + 1 ≤ dimC h, sowie dimC hj ≤ n2

j mit
nj := dimC Vj ≥ 2 und n = n1 · . . . · nm.

Behauptung: Gilt n = n1 ·. . .·nm; m ≥ 2; nj ≥ 2 für j ∈ {1, . . . ,m},
so folgt:

∑m
j=1 n

2
j ≤ n2 − 2n.
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Beweis: Für m = 2 hat man:

n1 + n2 ≤ 2 max(n1, n2) ≤ min(n1, n2) max(n1, n2) = n (∗)
⇒ (n1 + n2)2 ≤ n2

⇒ n2
1 + n2

2 ≤ n2 − 2n.

Per Induktion schließt man für m+ 1 (n = n1 · . . . · nm):

m+1∑
j=1

n2
j ≤ n2 − 2n+ n2

m+1 < n2 + n2
m+1

= (n+ nm+1)2 − 2n · nm+1

(∗)
≤ (n · nm+1)2 − 2 · n · nm+1. �

Mit der soeben gezeigten Behauptung kann man nun folgern:

n2 − 2n+ 1 ≤ dimC h =
m∑

j=1

dimC hj ≤
m∑

j=1

n2
j

{
≤ n2 − 2n für m ≥ 2    
= n2 für m = 1.

Es muß daher m = 1 sein, und somit ist h einfach.
Jetzt kann man ausnutzen, daß die minimalen Dimensionen irreduzibler, treu-

er Darstellungen % : h → gl(V ) komplexer, einfacher Lie-Algebren bekannt sind
(siehe Tabelle auf dieser Seite, neben den eingetragenen gibt es keine weiteren
komplexen einfachen Lie-Algebren, wie man per Klassifikation mit den ebenfalls
aufgeführten Dynkindiagrammen zeigen kann).

Komplexe, einfache Lie-Algebren h mit % : h→ gl(V )
Dynkindiagramm h dimC h dimC Vc1 c2 c3 · · · c` (` = k − 1) Ŋlk(C); k ≥ 2 k2 − 1 k

c1 c2 c3 · · · c`−2��
HH

c`−1c` (k = 2`) ok(C); k ≥ 7 k(k−1)
2 kc1 c2 c3 · · · c`−1

› c` (k = 2`+ 1)c1 c2 c3 · · · c`−1
‹ c` (` = k) Ŋpk(C); k ≥ 2 2k2 + k 2kc1 c2 c3 c4 c5c6 e6 78 27c1 c2 c3 c4 c5 c6c7 e7 133 56c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7c8 e8 248 248c1 c2 c3 c4 f4 52 26c1 c2 g2 14 7
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Hier ist V = Cn, also dimC V = n; mit dieser Voraussetzung sowie obigem
n2 − 2n + 1 ≤ dimC h erhält man in den einzelnen in der Tabelle aufgeführten
Fällen:

• h = Ŋln(C);n ≥ 2: Dieser Fall ist möglich, wenn

dimC h = (dimC V )2 − 1 = n2 − 1.

• Bei h = on(C);n ≥ 7 ist

n2 − 2n+ 1 ≤ dimC h =
n(n− 1)

2

nur erfüllt für n2− 2n+ 1 = dimC h und n = 1 oder n = 2, dieser Fall kann
wegen n ≥ 7 also nicht eintreten.

• Bei h = Ŋpk(C); k ≥ 2 ist n = dimC V = 2k ≥ 4. Nur für n = 4 wird

n2 − 2n+ 1 ≤ dimC h = 2k2 + k = 1
2(n2 + n)

gültig. Dann muß dimC h = n2 − 2n+ 2 = 10 sein.

• h ∈ {e6, e7, e8, f4, g2}: Für n = dimC V ist stets n2 − 2n > dimC h, wie man
leicht nachrechnet. Daher kommen diese fünf exzeptionellen Lie-Algebren
hier nicht in Frage.

C© Jetzt müssen die verschiedenen Möglichkeiten für gC in Betracht gezogen wer-
den:

• dimRG ≥ n2 − 2n + 3: Für einfaches gC = h ist dimC h = dimRG, daher
folgt gemäß B©: gC ' Ŋln(C). Weil g als Lie-Algebra einer kompakten Lie-
Gruppe kompakt ist und Ŋun eine kompakte reelle Form von Ŋln(C) ist, folgt
mit Satz 2.19: g ' Ŋun, das heißt, es gibt ein ϕ ∈ Aut gln(C) mit g = ϕ(Ŋun).
Jeder Automorphismus ϕ führt aber Ŋun in sich selbst über, so daß wir sogar
g = Ŋun haben. Nach der Folgerung zu Satz 2.1 ist dann G ' SUn .

Ist gC = h ⊕ C id, so ist dimC h = dimRG − 1; hier gibt es nach B© die
Möglichkeiten h ' Ŋln(C) oder h ' Ŋp2(C) bei n = 4. Dann ist gC = gln(C)
oder gC ' Ŋp2(C)⊕ C id. Daraus erhält man (wieder mit Satz 2.19): g ' un
bzw. g ' R⊕ Ŋp2 und daher: G ' Un bzw. G ' eiRSp2 .

• dimRG = n2 − 2n+ 2:

a) G operiert irreduzibel auf Cn. Wäre gC = h ⊕ C id, so hätte man
dimC h = dimRG− 1 = n2− 2n+ 1, was keiner der in B© untersuchten
Fälle erfüllt. Somit ist gC = h zwangsläufig einfach, was bedeutet, daß
dimC h = dimRG ist und nach B© daher gC ' Ŋp2(C) mit n = 4 gilt.
Das heißt: G ' Sp2 .

b) Cn = V1 ⊕ V2 mit irreduziblen Vj , dimC V1 = 1, dimC V2 = n− 1. Hier
erhält man direkt: G ' U1 ×Un−1 . �
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Satz 4.4 (Greene, Krantz, Bland, Duchamp, Kalka): Sei M eine komplexe
Mannigfaltigkeit mit einer kompakten Gruppe G ⊂ AutM von Automorphis-
men, die einen Punkt p ∈M festläßt und transitiv auf komplexen Richtungen
bei p operiert, das heißt: G ⊂ Gp und

∀v, w ∈ TpM ' Cn ∃g ∈ G : g(v) = λw mit geeignetem λ ∈ C.

Dann ist M biholomorph äquivalent zu Bn, Cn oder Pn.

Beweis: siehe Greene und Krantz (1985) sowie Bland, Duchamp und Kalka (1987)
�

Satz 4.5: Sei M eine zusammenhängende komplexe Mannigfaltigkeit der
komplexen Dimension n ≥ 2, dabei operiere G ⊂ AutM eigentlich auf M .
Falls dimRG ≥ n2 +3 gilt, ist M biholomorph äquivalent zu Bn oder Cn oder
Pn.

Beweis: Sei p ∈M und Gp =
{
g ∈ G

∣∣ g(p) = p
}

die Isotropiegruppe von p in G.
Da die Bahnen der Aktion von G auf M Teilmengen von M darstellen, ist ihre
(reelle) Dimension höchstens so groß wie die doppelte komplexe Dimension von
M , also höchstens 2n. Damit folgt für die Dimension der Isotropiegruppe:

dimRGp = dimRG− dimRG(p) ≥ n2 + 3− 2n.

Nach Satz 3.4 ist die Isotropiegruppe kompakt und die Isotropiedarstellung
Tp : Gp → GLn(C) treu. Die Untergruppe Tp(Gp) von GLn(C) ist kompakt, weil
Tp stetig ist, und hat eine Dimension von mindestens n2 + 3 − 2n, weil Tp treu
ist.

Mit dem Lemma 4.3 folgt nun, daß die zusammenhängende Untergruppe
Tp(Gc

p) mit Gc
p als zusammenhängender Komponente der Identität in Gp kon-

jugiert ist zu Un oder SUn.
Wir zeigen nun, daß Un und SUn transitiv auf komplexen Richtungen in

TpM ' Cn operieren. Dann liefert der Satz 4.4, daß M biholomorph äquivalent
ist zu Bn, Cn oder Pn.

Seien v, w ∈ Cn, v 6= 0 6= w und S = {e1, . . . , en} die Standardbasis von Cn.
Sei i (bzw. j) der kleinste Index, für den die Komponente vi 6= 0 (bzw. wj 6= 0) ist.
Durch Tausch des Vektors ei aus S gegen v bzw. des Vektors ej gegen w erhält
man dann neue Basen A bzw. B. Seien A und B die dazugehörigen Basiswechsel-
matrizen. Außerdem sei S die Basiswechselmatrix, die in S die Vektoren ei und ej
vertauscht. Sei P̃ := B·S·A−1, dann gilt: P̃ ·v = B·S·A−1·v = B·S·ei = B·ej = w.

Nun setzen wir λ := (det P̃ )−
1
n ∈ C (irgendeine n-te Wurzel) und P := λ · P̃ ,

dann ist: detP = det(λEn) · det P̃ = λn · det P̃ = 1, damit hat man: P ·w = λ · v
mit P ∈ SUn. Folglich operiert SUn und damit auch Un transitiv auf komplexen
Richtungen in TpM .

Bei n = 4 gibt es den zusätzlichen Fall Tp(Gc
p) ' eiRSp2. Hierzu zeigen wir:

Die symplektische Gruppe Sp2 = Sp2(C) ∩ U4 operiert transitiv auf der Sphäre
S4 :=

{
z ∈ C4

∣∣ |z| = 1
}
. Dann gibt es nämlich für alle v, w ∈ C4 mit v 6= 0 6= w

ein A ∈ Sp2 mit A · v
|v| = w

|w| . Setzt man λ := |v|
|w| , so ist A · v = λ ·w, und folglich
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operiert Sp2 und damit auch eiRSp2 transitiv auf komplexen Richtungen in C4.
Mit Satz 4.4 folgt dann, daß M biholomorph äquivalent ist zu B4, C4 oder P4.

Sei s ∈ S4. Für alle A ∈ Sp2 ⊂ U4 gilt: |A · s|2 = 〈As|As〉 = 〈s|s〉 = 1,
also operiert Sp2 tatsächlich auf S4. Um zu zeigen, daß diese Aktion transitiv ist,
genügt es wegen der Gruppeneigenschaft von Sp2 zu zeigen, daß der Nordpol e1
mit einer Matrix aus Sp2 auf s abgebildet werden kann.

Sei b := (−s3,−s4, s1, s2)∗ ∈ S4, es gilt: 〈b|s〉 = b∗ · s = 0, das heißt, b und
s sind orthogonal. Sei mit a und c := (−a3,−a4, a1, a2)∗ ein weiteres Zweiersy-
stem orthogonaler Einheitsvektoren gegeben, das im C4 so plaziert werde, daß
{s, a, b, c} ein Orthonormalsystem ist. Dann ist die Matrix A := (s, a, b, c) ∈ U4

unitär und bildet den Nordpol auf A · e1 = s ab. Weiter gilt:

J2 ·A =
(

0 E2
−E2 0

)
· (s, a, b, c) = (−b,−c, s, a) = (s, a, b, c) ·

(
0 E2

−E2 0

)
= A · J2.

Das bedeutet: tA · J2 · A = tA · A · J2 = J2, also A ∈ Sp2(C) und insgesamt
A ∈ Sp2. �

Im vorigen Satz gilt die Voraussetzung dimRG ≥ n2 + 3. Das Lemma 4.3 ist
so formuliert, daß es auch noch für den Fall dimRG ≥ n2 + 2 verwendet werden
kann. Dann treten weitere Möglichkeiten für die zusammenhängende Gruppe
Tp(Gc

p) ⊂ GLn(C) auf. Zu den im Satz bereits behandelten Fällen Un, SUn

und eiRSp2 (bei n = 4) kommen dann Sp2 (bei n = 4) und U1 × Un−1 hinzu.
Bei Tp(Gc

p) ' Sp2 kann die gleiche Argumentation wie bei Tp(Gc
p) ' eiRSp2

verwendet werden (siehe Beweis des voranstehenden Satzes). Auch hier folgt also:
M ist biholomorph äquivalent zu Bn oder Cn oder Pn.

Es bleibt übrig: Tp(Gc
p) ' U1×Un−1. Hier ist die Situation wegen des Produk-

tes komplizierter. Wenn allerdings auch die Mannigfaltigkeit M in ein Produkt
M1 × M2 aufspaltet, so daß U1 auf TpM1 und Un−1 auf TpM2 operiert, sind
wir für die einzelnen Faktoren in der gleichen Lage wie zuvor und können mit
dem Satz 4.4 schließen: M1 biholomorph äquivalent zu D, C oder P sowie M2

biholomorph äquivalent zu Bn−1, Cn−1 oder Pn−1.
Meine Behauptung ist nun, daß es die beschriebene Zerlegung M = M1×M2

tatsächlich immer gibt. Der Nachweis dieser Vermutung sprengt aber den Rah-
men dieser Diplomarbeit, so daß ich mich damit begnüge, das wünschenswerte
Ergebnis zusammengefaßt als Satz zu formulieren:

Satz 4.6 (Vermutung): Sei M eine zusammenhängende komplexe Mannigfal-
tigkeit der komplexen Dimension n ≥ 2, dabei operiere G ⊂ AutM eigentlich
auf M . Falls dimRG ≥ n2 + 2 gilt, ist M biholomorph äquivalent zu einem
der folgenden:

D×Bn−1; C×Bn−1; P×Bn−1;

D× Cn−1; Bn; Cn; Pn; P× Cn−1;

D× Pn−1; C× Pn−1; P× Pn−1.

Neben dieser Vermutung wäre es sicher auch interessant zu untersuchen, in-
wiefern eine weitere Reduktion der Voraussetzung auf dimRG ≥ n2 + 1 möglich
ist, wobei man auf jeden Fall deutlich mehr mögliche Mannigfaltigkeiten erhält.
Mit diesem Ausblick möchte ich diese Arbeit abschließen.
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Anhang

A. Beweis von Lemma 1.9

In diesem Kapitel bezeichne M stets einen zusammenhängenden, lokal-kompak-
ten, metrischen Raum, also beispielsweise eine zusammenhängende hyperbolische
Mannigfaltigkeit.

Lemma 1.9: Sei (fn)N eine Folge von Isometrien auf M , und für ein p ∈M
habe (fn(p))N einen Häufungspunkt. Es gibt dann eine Teilfolge (fnk

)N, die
punktweise gegen eine Isometrie f : M →M konvergiert.

Der Beweis nach Kobayashi u. Nomizu (1963, S. 46ff) verläuft in mehreren
Schritten und ist auf die noch folgenden Lemmata verteilt. Wir greifen hier vor
und fügen die noch zu zeigenden Einzelteile bereits zum Beweis zusammen:

Beweis: Nach Lemma A.2 gibt es eine Teilfolge (fnk
)N, so daß (fnk

(x))N für alle
x ∈ M konvergiert. Durch die Setzung f(x) := lim

k→∞
fnk

(x) erhält man eine
Abbildung f : M →M , und diese ist nach Lemma A.3 bereits eine Isometrie. �

Mit Br(x) sei stets die offene Kugel
{
y ∈M

∣∣ dM (x, y) < r
}

vom Radius r
um x ∈M bezeichnet. Die Br(x) bilden eine Basis der Topologie von M , und für
alle Isometrien f gilt wegen der Invarianz der Metrik: f(Br(x)) = Br(f(x)).

Lemma A.1: Sei p ∈ M und sei ε > 0 so, daß B4ε(p) einen kompakten
Abschluß hat (M ist lokal-kompakt, also hat p eine kompakte Umgebung; sei
ε so klein, daß B̄4ε(p) in dieser Umgebung liegt). Sei (fn)N eine Folge von
Isometrien, so daß (fn(x))N für ein x ∈ Bε(p) konvergiert.

I: Es gibt eine kompakte Menge K und ein N ∈ N, so daß fn(Bε(p)) ⊂ K
für jedes n > N .

II: Es gibt eine Teilfolge (fnk
)N von (fn)N, so daß (fnk

(y))N für jedes
y ∈ Bε(p) konvergiert.

Beweis: ad I: Weil (fn(x))N konvergiert, gibt es ein N ∈ N, so daß für alle
n > N gilt: dM

(
fn(x), fN (x)

)
< ε. Für beliebige y ∈ Bε(p) liefert dann die

Dreiecksungleichung unter Ausnutzung, daß fn und fN Isometrien sind:

dM

(
fn(y), fN (p)

)
≤ dM

(
fn(y), fn(x)

)
+ dM

(
fn(x), fN (x)

)
+ dM

(
fN (x), fN (p)

)
= dM (y, x) + dM

(
fn(x), fN (x)

)
+ dM (x, p)

< 2ε+ ε+ ε = 4ε.

Das bedeutet, daß fn(Bε(p)) enthalten ist in B4ε(fN (p)) = fN (B4ε(p)). Weil
B4ε(p) einen kompakten Abschluß hat und fN stetig ist, ist auch der Abschluß
K von B4ε(fN (p)) kompakt und folglich fn(Bε(p)) ⊂ K für alle n > N .

ad II: Weil M separabel ist, existiert eine abzählbare Menge
{
xj

∣∣ j ∈ N
}
, die

dicht in Bε(p) liegt. Nach I gibt es eine kompakte Menge K und ein N ∈ N, so
daß fn(Bε(p)) ⊂ K für alle n > N gilt. Insbesondere ist (fn(x0))N für n > N eine
Folge in K und hat damit eine in K konvergente Teilfolge (f0;`(x0))N. Ebenso
hat dann (f0;`(x1))N eine in K konvergente Teilfolge (f1;`(x1))N. Für jedes j ∈ N



64 Anhang

können wir zu (fj;`(xj+1))N eine inK konvergente Teilfolge (fj+1;`(xj+1))N bilden.
Die diagonale Teilfolge (f`;`(xj))N konvergiert dann für alle j ∈ N. Um zu zeigen,
daß die Folge (f`;`(y))N sogar für alle y ∈ Bε(p) konvergiert, schreiben wir der
Einfachheit halber wieder (fn)N statt (f`;`)N.

Sei also y ∈ Bε(p) beliebig und δ > 0. Wir wählen eines der abzählbar vielen
xj , so daß dM (y, xj) < δ

3 . Weil konvergente Folgen Cauchyfolgen sind, gibt es ein
N ′ ∈ N, so daß d(fn(xj), fm(xj)) < δ

3 für alle n,m > N ′ gilt. Es folgt nun mit
Hilfe der Dreiecksungleichung:

dM

(
fn(y), fm(y)

)
≤ dM

(
fn(y), fn(xj)

)
+ dM

(
fn(xj), fm(xj)

)
+ dM

(
fm(xj), fm(y)

)
= 2dM (y, xj) + dM

(
fn(xj), fm(xj)

)
< δ.

Somit ist auch (fn(y))N eine Cauchyfolge. Nach I ist andererseits fn(y) ∈ K für
alle n > N . Weil ein kompakter metrischer Raum vollständig ist, konvergiert die
Folge (fn(y))N. �

Lemma A.2: Sei (fn)N eine Folge von Isometrien auf M , so daß (fn(p))N für
ein p ∈ M konvergiert. Dann gibt es eine Teilfolge (fnk

)N, so daß (fnk
(y))N

für alle y ∈M konvergiert.

Bemerkung: Im Beweis wird der Zusammenhang von M benutzt.

Beweis: Weil M lokal-kompakt ist, kann man zu jedem x ∈ M ein εx > 0 wäh-
len, so daß B̄4εx(x) kompakt ist. Zur Abkürzung sei jeweils V (x) := Bεx(x).
Wenn wir in M eine endliche Anzahl von Punkten x1, . . . , xN mit dazugehörigen
V (x1), . . . , V (xN ) haben, so daß je zwei aufeinanderfolgende V (xj), V (xj+1) min-
destens einen gemeinsamen Punkt haben, so sprechen wir von einer Kette relativ
kompakter Umgebungen.

Jeden Punkt x ∈M kann man – ausgehend von p – durch eine Kette relativ
kompakter Umgebungen erreichen. Sei nämlich P die Menge aller Punkte x ∈M ,
die von p über eine Kette relativ kompakter Umgebungen erreichbar sind. Weil
M zusammenhängend ist, reicht es zu zeigen, daß P offen und abgeschlossen ist:

• Sei x ∈ P ; jeder Punkt aus V (x) ist dann selbstverständlich durch eine
Kette erreichbar, also ist V (x) ⊂ P und folglich P offen.

• Weiter ist P auch abgeschlossen: Sei x ∈ P̄ ; dann gibt es ein y ∈ P ∩ V (x),
und das heißt, daß mittels V (y) auch x durch eine Kette erreichbar ist.

Wegen der Separabilität von M gibt es eine abzählbare Menge
{
xj

∣∣ j ∈ N
}
,

die dicht in M liegt. Nach obigen Überlegungen können wir jedes xj durch eine
Kette relativ kompakter Umgebungen von p aus erreichen. Nach Voraussetzung
konvergiert (fn(p))N. Durch wiederholtes Anwenden von Lemma A.1 läßt sich die
Konvergenz von Teilfolgen auf weitere Punkte ausdehnen:

Sei V (p) =: V1, V2, . . . , Vs := V (x1) eine p und x1 verbindende Kette relativ
kompakter Umgebungen. Nach Lemma A.1 gibt es eine Teilfolge (fnα)N von (fn)N,
so daß (fnα(x))N für alle x ∈ V1 konvergiert, insbesondere also für den V1 und
V2 gemeinsamen Punkt; daher gibt es eine Teilfolge (fnβ

)N von (fnα)N, so daß
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(fnβ
(x))N auch für alle x ∈ V2 konvergiert, etc. Durch fortgesetztes Bilden von

Teilfolgen entsteht schließlich eine Teilfolge (f1;`)N von (fn)N, mit der (f1;`(x1))N
konvergiert.

Genauso schließt man weiter, daß es eine Teilfolge (f2;`)N von (f1;`)N gibt, so
daß (f2;k(x2))N konvergiert, etc. Durch Wahl der Diagonalfolge erhalten wir eine
Folge (f`;`)N, so daß (f`;`(xj))N für jedes j ∈ N konvergiert. Zur Vereinfachung
sei diese Folge mit (fnk

)N bezeichnet.
Sei nun y ∈M ein beliebiger Punkt. Weil

{
xj

∣∣ j ∈ N
}

dicht in M liegt, ent-
hält V (y) mindestens ein xj . Nach Lemma A.1.I gibt es ein N und ein kompaktes
K, so daß fnk

(V (y)) ⊂ K für alle k > N gilt. Wie im Beweis von Lemma A.1.II
folgt, daß (fnk

(y))N eine Cauchyfolge in einem Kompaktum ist und somit kon-
vergiert. �

Lemma A.3: Sei (fn)N eine Folge von Isometrien, so daß (fn(x))N für alle
x ∈M konvergiert. Setzt man f(x) := lim

n→∞
fn(x), so ist f eine Isometrie.

Beweis: Zu zeigen ist, daß f abstandserhaltend (und daher stetig) sowie umkehr-
bar ist.

(a) Seien x, y ∈M beliebig; die Dreiecksungleichung liefert für alle m ∈ N:∣∣∣dM (x, y)− dM

(
f(x), f(y)

)∣∣∣ =
∣∣∣dM

(
fm(x), fm(y)

)
− dM

(
f(x), f(y)

)∣∣∣
≤ dM

(
fm(x), f(x)

)
+ dM

(
f(y), fm(y)

)
,

wobei die Summe rechts für m → ∞ verschwindet. Weil die linke Seite nicht
von m abhängt, muß dM

(
f(x), f(y)

)
= dM (x, y) gelten. Also ist f in der Tat

abstandserhaltend und insbesondere injektiv.
(b) Sei p ∈M ein Punkt von M ; wir setzen q := f(p). Weil alle fn Isometrien

sind, gilt: dM

(
f−1

n (q), p
)

= dM

(
q, fn(p)

)
, und deswegen haben wir: f−1

n (q) → p.
Nach Lemma A.2 gibt es dann eine Teilfolge (fnk

)N von (fn)N, so daß (f−1
nk

(y))N
für jedes y ∈ M konvergiert. Wir definieren nun die Abbildung g : M → M per
y 7→ lim

k→∞
f−1

nk
(y). Wegen der Stetigkeit von dM gilt für alle x ∈M :

dM

(
f(g(x)), x

)
= dM

(
lim

k→∞
fnk

(g(x)), x
)

= lim
k→∞

dM

(
fnk

(g(x)), x
)

= lim
k→∞

dM

(
g(x), f−1

nk
(x)

)
= dM

(
g(x), g(x)

)
= 0.

Somit ist f(g(x)) = x für alle x ∈M , das heißt, f ist surjektiv.
Insgesamt folgt also, daß f eine Isometrie ist mit g als Umkehrabbildung. �
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B. Ergänzende Betrachtungen

Nach Fertigstellung dieser Diplomarbeit erschienen, aufbauend auf dem Artikel
von Isaev und Krantz (2001), eine Reihe von weitergehenden Resultaten, die ich
in diesem Anhang kurz darstellen möchte. Inzwischen liegen Charakterisierun-
gen der komplexen Mannigfaltigkeiten mit großen Automorphismengruppen vor,
die über die Sätze 4.2 und 4.5 hinausgehen (Isaev, 2005a, b, 2006, 2007a, b, c,
2008a, b). Meine als Ausblick geäußerte Vermutung 4.6 erweist sich dabei als
korrekt (siehe unten).

Wir beginnen mit hyperbolischen Mannigfaltigkeiten und Siegel-Gebieten.
Zum Satz 4.1 (mit dimR AutU ≥ n2 + 1) gibt es folgende Ergänzung:

Satz (Isaev, 2007b, Prop. 5.1): Sei U = U(K,F ) ⊂ Cn mit n ≥ 4 ein
Siegel-Gebiet (zweiter Art). Falls die Automorphismengruppe die Dimension
dimR AutU = n2 hat, ist U biholomorph äquivalent zu B2×B2, insbesondere
gilt also n = 4.

Im Kapitel 4 haben wir den Satz 4.1 (über Siegel-Gebiete) dazu benutzt, den
Satz 4.2 (über hyperbolische Mannigfaltigkeiten M mit dimR AutM ≥ n2 + 1)
herzuleiten. Die Entsprechung hierzu ist der folgende

Satz (Isaev, 2006, Thm. 2.1): Sei M eine zusammenhängende hyperbolische
Mannigfaltigkeit der komplexen Dimension n ≥ 2; M sei homogen, und die
Automorphismengruppe AutM habe die Dimension n2. Dann ist entweder
n = 3 und M ' D3 oder n = 4 und M ' B2 ×B2.

Eine weitere Reduktion der Dimension der Automorphismengruppe gibt:

Satz (Isaev, 2006, Thm. 3.1): Sei M eine zusammenhängende hyperbolische
Mannigfaltigkeit der komplexen Dimension n ≥ 2; M sei homogen, und die
Automorphismengruppe AutM habe die Dimension n2 − 1. Dann ist n = 4
und M biholomorph äquivalent zu folgendem Siegel-Gebiet erster Art:

T :=
{
z ∈ C4

∣∣ (Im z1)2 + (Im z2)2 + (Im z3)2 − (Im z4)2 < 0; Im z4 > 0
}
.

Die Forderung einer homogenen Mannigfaltigkeit stellt hier jeweils eine echte
Einschränkung dar – anders als im Satz 4.2, bei dem die Homogenität aus Di-
mensionsgründen (vgl. Satz 3.6 von Kaup) immer gegeben ist. Läßt man diese
Einschränkung fallen, gibt es erheblich mehr Möglichkeiten für die Mannigfaltig-
keit. Ein überschaubares Ergebnis erhält man zumindest für n ≥ 3:

Satz (Isaev, 2005b, Thm. 1.1): Sei M eine zusammenhängende hyperbolische
Mannigfaltigkeit der komplexen Dimension n ≥ 3; die Automorphismengruppe
AutM habe die Dimension n2 − 1. Dann ist M biholomorph äquivalent zu
Bn−1×R, wobei R eine hyperbolische Riemannsche Fläche mit dim AutR = 0
ist, oder zu obigem Siegel-Gebiet T (hier n = 4).

Die vollständige Liste an Möglichkeiten für eine hyperbolische Mannigfaltig-
keit M mit dimCM = n ≥ 2 und dimR AutM = n2 findet man bei Isaev (2006,
2007a, b).
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In den Lecture Notes (Isaev, 2007a) wird im Kap. 6 zusätzlich der allgemei-
nere Fall einer Mannigfaltigkeit diskutiert, auf der eine eigentliche Transforma-
tionsgruppe G operiert. Um diesen Fall geht es auch im Abschnitt 4.2 dieser
Diplomarbeit, unser Satz 4.5 nach Isaev und Krantz (2001) liefert eine Klassifi-
kation für dimRG ≥ n2 + 3. Eine Ergänzung dazu für dimRG = n2 + 2 ist der
folgende

Satz (Isaev, 2007c, Thm. 3.1): Sei M eine zusammenhängende komplexe
Mannigfaltigkeit der komplexen Dimension n ≥ 2, sei G ⊂ AutM eine zusam-
menhängende Lie-Gruppe, die eigentlich auf M operiert und dimRG = n2 +2
erfüllt. Dann ist M ist biholomorph äquivalent zu M1×M2 mit M1 ∈ {D; C; P}
und M2 ∈ {Bn−1; Cn−1; Pn−1}.

Zusammen mit der Klassifikation aus Satz 4.5 ist das genau die Vermutung 4.6.

Bemerkung: Die Beweisführung von Isaev (2007c) könnte noch verkürzt werden
mit Hilfe von Struktursätzen aus der Theorie der Transformationsgruppen auf
komplexen Mannigfaltigkeiten (siehe etwa Huckleberry u. Oeljeklaus, 1984).

Laut Isaev (2008b) liegen außerdem kürzere Beweise in (Isaev, 2008a) vor.

Man kann die Dimension der eigentlichen Transformationsgruppe noch weiter
reduzieren auf dimRG = n2+1, siehe Isaev (2008b); im genannten Artikel sind ei-
nige der dann möglichen Mannigfaltigkeiten aufgeführt. Der Beweis ist noch nicht
vollständig veröffentlicht, die Veröffentlichung ist für das Jahr 2009 angekündigt
und findet sich bereits vorab bei Isaev u. Kruzhilin (2007).
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