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1 Einleitung

Eine projektive Kurve X über einem algebraisch abgeschlossenen Körper C ist
über einem Unterkörper K ⊂ C de�niert, falls X eine a�ne Überdeckung hat,
so daÿ jeder a�ne Teil isomorph zu einer Lösungsmenge von algebraischen Glei-
chungen über K ist. Der Satz von Belyi sagt aus, daÿ eine komplexe projektive
glatte Kurve X genau dann über einem Zahlkörper de�niert ist, falls ein nicht
konstanter Morphismus X −→ P1

C
existiert, der höchstens drei kritische Werte

besitzt. In dieser Arbeit werde ich einen Beweis dieses Satzes durchführen, dabei
richte ich mich nach dem Artikel �Belyi's Theorem Revisited� von B. Köck.

Der Beweis des Satzes von Belyi hat zwei Richtungen. Einerseits müssen
wir zu einer Kurve, die bereits über einem Zahlkörper de�niert ist, einen Mor-
phismus nach P1

C
angeben, der höchstens drei kritische Werte hat. Das wird in

Kapitel 6 durchgeführt. Andererseits, wenn ein Morphismus X −→ P1
C
gegeben

ist, der höchstens drei kritische Werte besitzt, ist zu zeigen, daÿ X über einer
endlichen Erweiterung von Q de�niert ist, also über einem Zahlkörper. Diese
Richtung wird häu�g als �obvious part� bezeichnet, was zutre�en mag, wenn
einem die Resultate von Weil bekannt sind. Den Beweis dieser Richtung zerlegt
B. Köck in zwei Teile, dazu benutzt er den Modulkörper von t, der in Kapitel 8
de�niert wird, als Zwischenschritt. Im ersten Schritt zeigt er, daÿ der Modulkör-
per von t eine endliche Erweiterung von Q ist. Im zweiten Schritt wird gezeigt,
daÿ die Kurve über einer endlichen Erweiterung des Modulkörpers de�niert ist.
Zuvor hatte J. Wolfart in seinem Beweis den absoluten Modulkörper der Kurve
X verwendet, allerdings ist der Beweis von B. Köck mit dem Modulkörper von
t einfacher.

Im Folgenden gebe ich eine kurze Übersicht über den Beweis, der in dieser
Arbeit behandelt wird. Die einzelnen Schritte werden in der Sprache der Sche-
mata durchgeführt, dazu verwende ich folgende Formulierung des Satzes von
Belyi:

Theorem 1.0.1 Sei X eine vollständige Kurve über C. X ist genau dann über
einem Zahlkörper de�niert, wenn ein endlicher Morphismus t : X −→ P1

C
exi-

stiert, der höchstens 3 kritische Werte besitzt.

Die einzelnen Schritte des Beweises werden in den Kapiteln 6, 8 und 10 ausge-
führt.

Zuerst nehmen wir an, daÿ ein Morphismus t : X −→ P1
C

mit höchstens
drei kritischen Werten existiert. Nachdem wir t eventuell mit einer gebrochen-
linearen Transformation komponiert haben, können wir annehmen, daÿ die kri-
tischen Werte von t in {0, 1,∞} liegen. Der Modulkörper M(X, t) von t ist
nach Lemma 8.2.3 eine endliche Erweiterung von Q. X und t sind nach Theo-
rem 10.0.12 über einer endlichen Erweiterung von M(X, t) de�niert, damit ist
X insgesamt über einer endlichen Erweiterung von Q, also einem Zahlkörper
de�niert.

Falls X über einem Zahlkörper de�niert ist, liefert uns das Belyi Verfahren
aus Kapitel 6 den gewünschten Morphismus.
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Konventionen:

• Alle betrachteten Körper haben Charakteristik 0

• Ringe sind kommutativ mit Einselement

• Alle Kurven sind glatt
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2 Vorbereitungen I

Im folgenden ist C ein algebraisch abgeschlossener Körper und alle auftretenden
Körper haben Charakteristik 0.

2.1 Varietäten

De�nition 2.1.1 Ein Schema X heiÿt integral, falls für jedes o�ene U ⊂ X
der Ring OX,U ein Integritätsring ist.

De�nition 2.1.2 Eine Varietät über einem Körper K (kurz K-Varietät) ist
ein integrales Schema X mit einem Strukturmorphismus

X
ϕ−→ SpecK

welcher separiert und von endlichem Typ ist.

�von endlichem Typ� bedeutet in diesem Fall, daÿ X eine o�ene Überdeckung
durch (SpecAi)i=1...n hat wobei jedes Ai eine endlich erzeugte K-Algebra ist.
Schreibweise: Wenn wir von der Varietät X

ϕ−→ SpecK sprechen, bezeichnen
wir diese kurz mit X.

Bemerkung 2.1.3 Sei OX die Strukturgarbe von X, dann gilt für jede o�ene
a�ne Teilmenge U ⊂ X:

1. OX(U) ist eine endlich erzeugte K-Algebra.

2. Für V ⊂ U o�en ist die Restriktion OX(U) −→ OX(V ) ein K-Algebren-
homomorphismus.

Beispiele

1. A�ne Varietäten: Sei A eine endlich erzeugte K-Algebra, die ein Integri-
tätsring ist, d.h.A = K[X1 · · ·Xn]/I, wobei I ein Primideal inK[X1 · · ·Xn]
ist. Dann ist das a�ne Schema SpecA zusammen mit dem durch die Inklu-
sion K ↪→ A induzierten Morphismus SpecA −→ SpecK eine K-Varietät.

2. P1
C als projektives Schema zu einem algebraisch abgeschlossenen Körper

C.

De�nition 2.1.4 Seien X und Y Varietäten über einem Körper K mit den
Strukturmorphismen ϕ und ψ. Ein Morphismus von Schemata f : X −→ Y
heiÿt Morphismus von K-Varietäten, falls folgendes Diagramm kommu-
tiert:

X
f

//

ϕ
##G

GG
GG

GG
GG Y

ψ
{{ww

ww
ww

ww
w

SpecK
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De�nition 2.1.5 Sei X ein integrales Schema, OX die zugehörige Strukturgar-
be. Eine rationale Funktion auf X wird durch ein Paar (U, f) repräsentiert, wo-
bei U ⊂ X o�en und nicht leer ist und f ∈ OX,U gilt. Wir identi�zieren zwei
durch (U, f) und (V, g) repräsentierte rationale Funktionen miteinander, falls
f|U∩V = g|U∩V gilt. Die Menge der rationalen Funktionen auf X bezeichnen wir
mit K(X).

Man sieht leicht, daÿ die auf den Paaren (U, f) de�nierte Relation eine Äquiva-
lenzrelation ist.

Bemerkung 2.1.6 K(X) ist ein Körper.

Wenn X eine K-Varietät ist, so ist K(X) eine K-Algebra. Die Einbettung
K ↪→ K(X) hängt vom Strukturmorphismus ϕ : X −→ SpecK ab. K(X) selbst
hängt lediglich vom zugrunde liegenden Schema X ab.

De�nition 2.1.7 Seien X und Y irreduzibe Schemata. Eine rationale Abbil-
dung von X nach Y wird durch ein Paar (U, f) repräsentiert, wobei U ein of-

fenes Unterschema von X ist und U
f−→ Y ein Morphimus von Schemata. Wir

identi�zieren zwei durch (U, f) und (V, g) repräsentierte rationale Abbildungen
miteinander, falls f|U∩V = g|U∩V . D.h. das Diagramm

U ∩ Vq�

##F
FF

FF
FF

FFmM

{{xx
xx

xx
xx

x

U
f

##F
FF

FF
FF

FF V
g

{{xx
xx

xx
xx

x

Y

kommutiert.

De�nition 2.1.8 Seien X und Y K-Varietäten und X
f−→ Y eine rationale

Abbildung. f heiÿt über K de�niert, falls f durch einen Morphismus von K-
Varietäten repräsentiert wird.

Jede rationale Abbildung X −→ Y , die durch einen Morphismus repräsentiert
wird, dessen stetiges Bild dicht ist, induziert einen Körperhomomorphismus
K(Y ) −→ K(X) zwischen den Funktionenkörpern. Jeden Morphismus zwischen
Schemata kann man als rationale Abbildung au�assen.

In Kapitel 8 wird der Modulkörper eines endlichen Morphismus X −→ P1
C

de�niert, dazu benötigen wir die folgende De�nition:

De�nition 2.1.9 Sei σ ∈ Aut(K) ein Körperautomorphimus, und sei X eine
K-Varietät mit dem Strukturmorphismus ϕ : X −→ SpecK. Dann erhalten wir
durch Kompositum mit Specσ : SpecK −→ SpecK eine neue K-Varietät mit

dem Strukturmorphismus X
ϕ−→ SpecK

Specσ−→ SpecK. Diese bezeichnen wir
mit Xσ.
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Die zugrundeliegenden Schemata vonX undXσ sind identisch. DieK-Varietäten
X undXσ unterscheiden sich lediglich in den Strukturmorphismen nach SpecK.

Sei t : X −→ Y ein Morphismus zwischenK-Varietäten, und sei σ ∈ Aut(K).
Dann ist auch t : Xσ −→ Y σ ein Morphismus zwischen K-Varietäten, wie man
leicht sieht. Wir bezeichnen diesen Morphismus dann mit tσ.

Beispiel:
Sei X eine a�ne Varietät, d.h. X = SpecA mit A = K[X1 · · ·Xn]/I. Dann ist
die Varietät Xσ isomorph zur Varietät SpecB mit B = K[X1 · · ·Xn]/σ−1(I).

De�nition 2.1.10 Sei L ein Körper, und sei X eine Varietät über L. Sei
K ⊂ L ein Unterkörper, dann heiÿt X über K de�niert, falls eine K-Varietät
XK existiert, so daÿ

X = XK ×SpecK SpecL

gilt.

Bemerkung 2.1.11 X und XK haben die gleiche Dimension.

De�nition 2.1.12 Seien X und Y Varietäten über L, die bereits über K de-
�niert sind. Sei f : X −→ Y ein Morphismus von L-Varietäten. Dann heiÿt
f über K de�niert, falls ein Morphismus fK : XK −→ YK von K-Varietäten
existiert, so daÿ folgendes Diagramm kommutiert:

XK

fK

��

Xoo

f

��

YK Yoo

De�nition 2.1.13 Eine (glatte) Kurve über C ist eine C-Varietät X, deren
zugrundeliegendes Schema eindimensional ist, wobei für jeden abgeschlossenen
Punkt x ∈ X der lokale Ring OX,x ein diskreter Bewertungsring ist.

Wir betrachten ausschlieÿlich glatte Kurven, daher wird der Zusatz �glatt� weg-
gelassen.

Sei X eine Kurve über C und K(X) deren Körper der rationalen Funktionen
von X, dann gilt degtr(K(X) : C) = 1. Die Körpererweiterung K(X) : C(T ) ist
endlich, aus dem Satz vom primitiven Element folgt dann, daÿK(X) über C von
höchstens zwei Elementen erzeugt wird, d.h. K(X) = C(a, b) mit a, b ∈ K(X).
Umgekehrt existiert zu jeder endlich erzeugten Körpererweiterung C̃ vom Tran-
szendenzgrad 1 über C eine vollständige Kurve Y , so daÿ K(Y ) = C̃ gilt.

De�nition 2.1.14 Sei X ein (glatte) Kurve, dann heiÿt X vollständig, falls
zu jedem diskreten Bewertungsring R, der zwischen K und K(X) liegt, ein
x ∈ X existiert, so daÿ R ∼= OX,x gilt.

Satz 2.1.15 Seien X und Y vollständige Kurven über K, und sei S ⊂ X eine
endliche Teilmenge von abgeschlossenen Punkten. Sei ϕ : X \ S −→ Y ein
Morphismus von K-Varietäten, dann existiert eindeutig eine Fortsetzung
ϕ̃ : X −→ Y von ϕ.
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Folgerung 2.1.16 Jede rationale Abbildung zwischen zwei vollständigen Kur-
ven X und Y , die über C de�niert ist, wird von einem Morphismus X −→ Y
repräsentiert. Ein Körperhomomorphismus K(Y ) −→ K(X) induziert einen
Morphismus X −→ Y .

2.2 Endliche Morphismen

De�nition 2.2.1 Seien X und Y C-Varietäten, und sei f : X −→ Y ein
Morphismus. Dann ist f ein endlicher Morphismus, falls für jede o�ene
a�ne Teilmenge V ∼= SpecA ⊂ Y das Urbild U := f−1(V ) a�n ist, also
U ∼= SpecB gilt, und B vermöge dem induzierten Morphismus A −→ B eine
modulendliche A-Algebra ist.

Sei f : X −→ Y ein endlicher Morphismus zwischen Kurven über C, dann ist das
Bild jeder o�enen Teilmenge dicht in Y . Damit induziert f einen Körperhomo-
morphismus f∗ : K(Y ) −→ K(X), dieser ist injektiv. Insbesondere sind damit
die induzierten Ringhomomorphismen zwischen den a�nen Koordinatenringen
und auch die lokalen Ringhomomorphismen injektiv.

Satz 2.2.2 Seien X und Y Kurven, und sei X vollständig. Sei f : X −→ Y
ein nicht-konstanter Morphismus. Dann gilt

1. f ist ein endlicher Morphismus

2. f(X) = Y

3. Y ist vollständig.

Beweis: Proposition 6.8 auf S.137 in [Ha]

Seien X und Y vollständige Kurven, und sei f ein endlicher Morphismus. Dann
ist der Grad der Körpererweiterung K(X) : K(Y ) endlich. Wir de�nieren den
Grad von f als den Grad der Körpererweiterung K(X) : K(Y ). Wir wissen,
daÿ sich Grade von Körpererweiterungen multiplizieren, d.h. seien L : M und
M : K endliche Körpererweiterungen, dann gilt [L : K] = [K : M ] · [M : K]. Per
De�nition multiplizieren sich die Grade von endlichen Morphismen ebenfalls.

De�nition 2.2.3 Seien X und Y Kurven über C, und sei t : X −→ Y ein
endlicher Morphismus. Aut(t) bezeichne die Gruppe derjenigen Isomorphismen
f : X −→ X, für die t ◦ f = t gilt.

X
f

//

t
  

@@
@@

@@
@ X

t
~~~~

~~
~~

~

Y

Lemma 2.2.4 Seien X und Y Kurven über C, und sei t : X −→ Y ein endli-
cher Morphismus. Sei P ∈ X, so daÿ t unverzweigt in P ist. Sei f : X −→ X
aus Aut(t) mit f(P ) = P , dann ist f die Identität.
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X
f

//

t
  

@@
@@

@@
@ X

t
~~~~

~~
~~

~

Y

Beweis:
t bzw. f induziert einen lokalen C-Algebrenhomomorphismus
ϕt : OY,f(P ) −→ OX,P bzw. ϕf : OX,P −→ OX,P im Punkt P . Sei r ∈ OY,f(P )

ein lokaler Parameter, dann ist s := ϕt(r) ebenfalls ein lokaler Parameter, da t
unverzweigt in P ist.

OX,P OX,P
ϕf

oo

OY,f(P )

ϕt

ddIIIIIIIII ϕt

::uuuuuuuuu

Es gilt
ϕf (s) = ϕf (ϕt(r)) = ϕt(r) = s

Damit ist ϕf die Identität, da ϕf durch das Bild des lokalen Parameters s
eindeutig bestimmt ist. f induziert einen Körperhomomorphismus
f∗ : K(X) −→ K(X) dieser ist die Identität, da K(X) der Quotientenkörper
von OX,P ist. Damit ist auch f die Identität.

�

De�nition 2.2.5 Seien p1 : Y1 −→ X und p2 : Y1 −→ X endliche Morphismen
zwischen Kurven über C. (Y1, p1) und (Y2, p2) heiÿen isomorph als endliche
Morphismen nach X, falls ein Isomorphismus f : Y1 −→ Y2 existiert, so daÿ
p2 ◦ f = p1 gilt.

Y1

p1
  

AA
AA

AA
A

f
// Y2

p2
~~}}

}}
}}

}

X

Bemerkung 2.2.6 Die soeben de�nierte Relation zwischen endlichen Morphis-
men ist eine Äquivalenzrelation.

Die Begründung ist die gleiche wie die von Bemerkung 7.1.7.

�
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3 Di�erentiale

In diesem Abschnitt werden die kritischen Punkte von Morphismen zwischen
Kurven de�niert. Das Ziel ist dann, die Menge der kritischen Punkte eines endli-
chen Morphismus zu kennzeichnen. Wir werden sehen, daÿ diese mit dem Träger
einer Garbe übereinstimmt und sogar endlich ist.

Ich erinnere daran, daÿ bei uns alle Körper Charakteristik 0 haben. Im Fol-
genden ist C ein algebraisch abgeschlossener Körper und K ein nicht notwendig
algebraisch abgeschlossener Körper.

3.1 Tangential- und Cotangentialraum

De�nition 3.1.1 Sei A ein Ring, B eine A-Algebra und M ein B-Modul. Eine
Abbildung d : B −→M heiÿt A-Derivation, falls folgendes gilt:

1. d ist additiv

2. d genügt der Produktregel

3. d(a) = 0 für alle a ∈ A

Die Menge aller A-Derivationen d : B −→M bezeichnen wir mit DerA(B,M).

De�nition 3.1.2 Sei A ein Ring, B eine A-Algebra, dann ist der Modul der
relativen Di�erentialformen von B über A ein B-Modul ΩB/A mit einer
A-Derivation dB/A : B −→ ΩB/A, welche folgende universelle Eigenschaft hat:
Zu jeder A-Derivation v in einen B-Modul M existiert eindeutig eine B-lineare
Abbildung w : ΩB/A −→M , so daÿ w ◦ dB/A = v gilt.

B

v

''OOOOOOOOOOOOOO
dB/A

// ΩB/A

w

��

M

Eine solche Derivation dB/A kann man zu jeder A-Algebra B konstruieren.

Sei A eine lokale K-Algebra mit maximalem Ideal m, und sei v : A −→ M eine
K-Derivation, dann gilt nach der Produktregel v(m2) ⊂ mM , denn

a, b ∈ m =⇒ v(ab) = av(b) + bv(a) ∈ mM

Wenn nun M = A/m gilt, ist der Körper M vermöge der Quotientenabbildung
ein A-Modul, und es gilt mM = 0. Das heiÿt, die im Folgenden häu�g auftre-
tenden Derivationen v : A −→ A/m verschwinden auf m2.

Lemma 3.1.3 Sei A eine lokale K-Algebra mit maximalem Ideal m. Sei K ∼= A/m
als K-Algebren, dann hat jedes a ∈ A eine eindeutige Darstellung a = a1 + a2

mit a1 ∈ K und a2 ∈ m.

9



Beweis:
Setze a1 := (amodm) (man denke an den K-Algebrenisomorphismus) und
a2 := a− a1. Dann gilt a1 ∈ K, und es gilt a2 ∈ m, denn

(a2 modm) = (amodm)− (a1 modm) = (amodm)− (amodm) = 0

Aus K ∩ m = {0} folgt die Eindeutigkeit dieser Darstellung.

�

Bemerkung 3.1.4 Sei A ein kommutativer Ring, S ⊂ A ein multiplikatives
System, AS die Lokalisierung nach S und j : A −→ AS die kanonische �Einbet-
tung�. Dann gibt p 7−→ j(p)AS eine Bijektion zwischen den Primidealen p ⊂ A
mit p ∩ S = ∅ und den Primidealen von AS. Sei q : A −→ A/p die Quotien-
tenabbildung, dann gilt AS/j(p)AS ∼= (A/p)[q(S)].

De�nition 3.1.5 Sei X eine C-Varietät, x ∈ X ein abgeschlossener Punkt und
OX,x der Halm in x. Sei mx ⊂ OX,x das maximale Ideal, dann heiÿt

1. DerC(OX,x, C) der Tangentialraum von X im Punkt x.

2. mx/m
2
x der Cotangentialraum von X im Punkt x.

Bemerkung 3.1.6 Es gilt C ∼= OX,x/mx und damit ist C über die Quotien-
tenabbildung q : OX,x −→ C ein OX,x-Modul.

Beweis:
OX,x ist die Lokalisierung einer endlich erzeugten C-Algebra, d.h. OX,x ∼= Am,
wobei A eine endlich erzeugte C-Algebra sei und m ⊂ A ein maximales Ideal.
Aus dem Hilbertschen Nullstellensatz folgt C ∼= A/m. Nach Bemerkung 3.1.4
gilt

Am/mAm
∼= A/m

Insgesamt erhalten wir

OX,x/mx ∼= Am/mAm
∼= A/m

�

Satz 3.1.7 Der Tangential- und Cotangentialraum sind C-Vektorräume und es
gilt

HomC(mx/m2
x, C) = DerC(OX,x, C)

Beweis:
Sei v ∈ DerC(OX,x, C), dann gilt v(m2

x) = 0. Wir erhalten eine Linearform
v′ : mx/m

2
x −→ C, indem wir v repräsentantenweise operieren lassen. Man sieht

leicht, daÿ diese Zuordnung C-linear ist.
Diese Zuordnung ist auch injektiv, denn sei v′ = 0, dann gilt v|mx

= 0. Zu
zeigen ist nun v = 0. Sei a ∈ OX,x, dann können wir a nach Lemma 3.1.3 als
Summe aus a1 ∈ C und a2 ∈ mx schreiben. Also gilt

v(a) = v(a1) + v(a2) = 0 + 0 = 0

10



Jetzt müssen wir noch sehen, daÿ diese Zuordnung surjektiv ist. Sei
w : mx/m

2
x −→ C eine Linearform. Wir de�nieren eine Abbildung v : OX,x −→ C

wie folgt: Für a = a1 + a2 mit a1 ∈ C und a2 ∈ mx setze v(a) := w(a2). Dann
gilt trivialerweise v(c) = 0 für c ∈ C. Seien nun a = a1 + a2 und b = b1 + b2 aus
OX,x. Dann gilt

v(ab) = v((a1 + a2)(b1 + b2))
= v(a1b2) + v(a2b1)
= a1v(b2) + b1v(a2)
= av(b) + bv(a)

Also ist v eine C-Derivation auf OX,x. Es gilt v′ = w, damit ist die Surjektivität
gezeigt.

�

Folgerung 3.1.8 Sei X eine Kurve (Erinnerung: wir betrachten ausschlieÿlich
glatte Kurven), x ∈ X ein abgeschlossener Punkt, dann sind der Tangentialraum
und der Cotangentialraum eindimensionale C-Vektorräume.

Beweis:
OX,x ist ein diskreter Bewertungsring, also ist m/m2 ein eindimensionaler C-
Vektorraum. Nach Satz 3.1.7 ist der Tangentialraum der Dualraum vom Cotan-
gentialraum, also ist auch der Tangentialraum eindimensional.

�

Sei ϕ : A −→ B ein K-Algebrenhomomorphismus, und sei v : B −→ M eine
K-Derivation in einen B-Modul M . Vermöge ϕ ist M dann ein A-Modul, und
v ◦ ϕ : A −→M ist eine K-Derivation auf A, denn seien a, b ∈ A, dann gilt

v(ϕ(ab)) = v(ϕ(a)ϕ(b)) = ϕ(b)v(ϕ(a)) + ϕ(a)v(ϕ(b)) = bv(ϕ(a)) + av(ϕ(b))

und wegen der K-Linearität von ϕ gilt v ◦ ϕ(k) = 0 für k ∈ K. Additivität gilt
trivialerweise und damit ist gezeigt, daÿ v ◦ ϕ eine K-Derivation ist.

Seien A und B nun zusätzlich lokale K-Algebren, ϕ ein lokaler K-Algebren-
homomorphismus und seien mA und mB die entsprechenden maximalen Ideale. Es
gelte A/mA ∼= K ∼= B/mB .K ist über die Quotientenabbildung qB : B −→ B/mB
ein B-Modul und ist vermöge ϕ ein A-Modul. Andererseits ist auf K eine
A-Modulstruktur über die Quotientenabbildung qA : A −→ A/mA erklärt. In
beiden Fällen erhalten wir dieselbe A-Modulstruktur. Um das einzusehen, ist
qA = qB ◦ ϕ zu zeigen (Gleichheit bezieht sich auf die kanonische Identi�kation
über die K-Algebrenisomorphismen). Sei a ∈ A, dann können wir a nach Lem-
ma 3.1.3 als Summe aus a1 ∈ K und a2 ∈ mA schreiben. Es gilt ϕ(mA) ⊂ mB ,
also qB ◦ ϕ(a2) = 0 = qA(a2). ϕ ist ein K-Algebrenhomomorphismus, also gilt
auch qB ◦ϕ(a1) = qA(a1). Daraus folgern wir, daÿ für v ∈ Der(B,K) die zurück-
gezogene Derivation v ◦ ϕ in Der(A,K) liegt. Wir können nun eine Abbildung

Der(B,K) −→ Der(A,K)
v 7−→ v ◦ ϕ
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de�nieren, diese Abbildung nennen wir Tangentialabbildung.

Seien X und Y C-Varietäten und sei f : X −→ Y ein Morphismus von C-
Varietäten. Sei x ∈ X ein abgeschlossener Punkt, dann induziert f über die
Strukturgarben einen lokalen C-Algebrenhomomorphismus

ϕ : OY,f(x) −→ OX,x

Sei mx das maximale Ideal von OX,x und mf(x) das maximale Ideal von OY,f(x).
Es gilt ϕ(mf(x)) ⊂ mx, daraus folgt ϕ(m2

f(x)) ⊂ m2
x, also wird in natürlicher Weise

eine C-lineare Abbildung

ϕ̃ : mf(x)/m
2
f(x) −→ mx/m

2
x

durch ϕ induziert. ϕ̃ heiÿt dann die Cotangentialabbildung von f in x.

Bemerkung 3.1.9 Die C-lineare Abbildung zwischen den Tangentialräumen

DerC(OX,x, C) −→ DerC(OY,f(x), C)
v 7−→ v ◦ ϕ

ist die duale Abbildung zu ϕ̃.

Diese Abbildung heiÿt Tangentialabbildung von f in x.
Beweis:
Sei v ∈ DerC(OX,x, C), dann erhalten wir eine Linearform v′ : mx/m

2
x −→ C

(siehe Beweis von Satz 3.1.7). Zu zeigen: v′ ◦ ϕ̃ = (v ◦ ϕ)′. Sei µ ∈ mf(x)/m
2
f(x)

mit µ ∈ mf(x), dann gilt v ◦ ϕ(µ) = v′ ◦ ϕ̃(µ).

�

Der Cotangentialraum läÿt sich auch anders beschreiben und zwar mit dem
Modul der relativen Di�erentialformen. Dazu de�nieren wir die OX,x-lineare
Abbildung

δ : mx −→ ΩOX,x/C

m 7−→ dOX,x/C(m)

wobei ΩOX,x/C den Modul der relativen Di�erentialformen von OX,x über C
bezeichne und dOX,x/C die zugehörige Derivation. Es gilt δ(m2

x) ⊂ mxΩOX,x/C ,

also können wir eine Abbildung δ̃ de�nieren:

Satz 3.1.10 Die C-lineare Abbildung

δ̃ : mx/m
2
x −→ ΩOX,x/C/mxΩOX,x/C

m 7−→ dOX,x/C(m)

ist ein Isomorphismus.

12



Beweis:
Wir de�nieren eine C-Derivation v : OX,x −→ mx/m

2
x. Sei a ∈ OX,x, dann

können wir a nach Lemma 3.1.3 als Summe aus a1 ∈ C und a2 ∈ mx schreiben.
Setze v(a) := a2 modm2

x, dann ist v eine C-Derivation, denn per De�nition
gilt Additivität und v(c) = 0 für c ∈ C. Die Rechnung zum Nachweis der
Produktregel ist analog zu der aus dem Beweis von Satz 3.1.7. Zu v existiert nun
eindeutig ein w : ΩOX,x/C

−→ mx/m
2
x, so daÿ folgendes Diagramm kommutiert:

OX,x

v
((PPPPPPPPPPPPPP

dOX,x/C
// ΩOX,x/C

w

��

mx/m
2
x

ΩOX,x/C wird von {dOX,x/C(a) | a ∈ mx} erzeugt und es gilt
w(dOX,x/C(a)) = v(a) = amodm2. Wir schränken nun von OX,x auf mx ein und
betrachten dann erneut alles modulo m2

x, damit erhalten wir folgende kommu-
tative Diagramme:

mx

v
''OOOOOOOOOOOOOO

δ // ΩOX,x/C

w

��

mx/m
2
x

id
))TTTTTTTTTTTTTTTTTT

eδ // ΩOX,x/C
/mxΩOX,x/C

ew
��

mx/m
2
x mx/m

2
x

Die Wohlde�niertheit von w̃ folgt aus der OX,x-Linearität von w und daraus,
daÿ mx ·mx/m2

x = 0 gilt. Nach dem obigen Diagramm ist w̃ ein Linksinverses von
δ̃. Man sieht leicht, daÿ δ̃ ◦ w̃ auf den Erzeugenden die Identität ist, damit ist
w̃ ebenfalls ein Rechtsinverses.

�

Vermöge ϕ ist ΩOX,x/C ein OY,f(x)-Modul und v := dOX,x/C ◦ ϕ ist eine C-
Derivation auf OY,f(x). Es existiert eindeutig ein ψ : ΩOY,f(x)/C −→ ΩOX,x/C ,
so daÿ folgendes Diagramm kommutiert.

OY,f(x)

v
((RRRRRRRRRRRRR

dOY,f(x)/C

// ΩOY,f(x)/C

ψ

��

ΩOX,x/C

Auf den Erzeugenden {dOY,f(x)/C(a) | a ∈ OY,f(x)} von ΩOY,f(x)/C
gilt nun

dOY,f(x)/C(a)
ψ7−→ dOX,x/C(ϕ(a))

13



Es gilt ψ(mf(x)ΩOY,f(x)/C
) ⊂ mxΩOX,x/C

, denn sei mv ∈ mf(x)ΩOY,f(x)/C
mit

m ∈ mf(x) und v ∈ ΩOY,f(x)/C
, dann gilt ψ(mv) = ϕ(m)ψ(v) ∈ mxΩOX,x/C

, da ϕ
ein lokaler Ringhomomorphismus ist. Wir können nun eine Abbildung

ψ̃ : ΩOY,f(x)/C/mf(x)ΩOY,f(x)/C
−→ ΩOX,x/C/mxΩOX,x/C

in naheliegender Weise de�nieren. Mit dem so de�nierten ψ̃ kommutiert das
folgende Diagramm.

mf(x)/m
2
f(x)

eϕ
//

eδ
��

mx/m
2
x

eδ
��

ΩOY,f(x)/C/mf(x)ΩOY,f(x)/C

eψ
// ΩOX,x/C/mxΩOX,x/C

Daher wissen wir nun, daÿ ϕ̃ den gleichen Rang wie ψ̃ hat. Seien X und Y
Kurven, dann ist ϕ̃ genau dann die Nullabbildung, wenn ψ̃ die Nullabbildung
ist. Das ist wiederum äquivalent dazu, daÿ die Tangentialabbildung im Punkt
x die Nullabbildung ist.

3.2 Kritische Punkte

De�nition 3.2.1 Sei f : X −→ Y ein Morphismus zwischen Kurven über C,
und sei x ∈ X ein abgeschlossener Punkt. Dann heiÿt x kritischer Punkt
von f und f(x) kritischer Wert von f , falls eine der folgenden äquivalenten
Bedingungen erfüllt ist:

1. die Tangentialabbildung DerC(OX,x, C) −→ DerC(OY,f(x), C) aus Satz
3.1.9 ist die Nullabbildung

2. Cotangentialabbildung ϕ̃ ist die Nullabbildung

3. Cotangentialabbildung auf Di�erentialformen ψ̃ ist die Nullabbildung

Wir bezeichen die Menge aller kritischen Punkte von f mit Crit(f).

Bemerkung 3.2.2 Ein Isomorphismus zwischen Kurven über C hat keine kri-
tischen Punkte.

Beweis:
Ein Isomorphismus zwischen lokal geringten Räumen induziert in jedem Punkt
einen Isomorphismus zwischen den lokalen Ringen.

�

Für den Beweis von Satz 3.2.5 benötigen wir eine bekannte Tatsache:
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Satz 3.2.3 Sei R ein Ring, und seien U, V,W R-Moduln. Dann ist die Sequenz
von R-Moduln

U −→ V −→W −→ 0

genau dann exakt, falls für alle R-Moduln M die induzierte Sequenz

0 −→ HomR(W,M) −→ HomR(V,M) −→ HomR(U,M)

exakt ist.

Beweis: Theorem 1 auf S.227 in [Bb]

Lemma 3.2.4 Sei A ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m, und sei M ein
A-Modul, der von einem Element erzeugt wird. Ist x ∈ M \ mM , dann erzeugt
x den Modul M .

Beweis:
Sei y ∈ M ein Erzeugendes von M , dann existiert a ∈ A mit x = ay. Aus
x 6∈ mM folgt a 6∈ m, also ist a invertierbar. Nun gilt y = a−1x und damit ist x
ein Erzeugendes von M .

�

Satz 3.2.5 Seien A
f−→ B

g−→ C Ringhomomorphismen, dann gibt es in na-
türlicher Weise eine exakte Sequenz von C-Moduln.

ΩB/A ⊗B C
v−→ ΩC/A

u−→ ΩC/B −→ 0

mit v(dB/A(b)⊗ 1) = dC/A(b) und u(dC/A(c)) = dC/B(c).

Beweis:
Gemäÿ Satz 3.2.3 zeigen wir, daÿ die exakte Sequenz von C-Moduln

0 −→ HomC(ΩC/B ,M) u∗−→ HomC(ΩC/A,M) v∗−→ HomC(ΩB/A ⊗B C,M)

für alle C-Moduln M exakt ist.
Die B-Derivation dC/B : C −→ ΩC/B ist auch eine A-Derivation, also exi-

stiert eindeutig ein C-lineares u : ΩC/A −→ ΩC/B , so daÿ u ◦ dC/A = dC/B gilt,
d.h. u(dC/A(c)) = dC/B(c) für alle c ∈ C.

C
dC/A

//

dC/B

��

ΩC/A

u
ww

ΩC/B

Sei nun M ein C-Modul. Sei x ∈ Hom(ΩC/B ,M), dann erhalten wir eine B-
Derivation x◦dC/B ∈ DerB(C,M). Aus der De�nition des Moduls der relativen
Di�erentialformen folgt, daÿ diese Zuordnung ein Isomorphismus ist, also gilt

DerB(C,M) ∼= Hom(ΩC/B ,M)
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Analog gilt
DerA(C,M) ∼= Hom(ΩC/A,M)

Sei x ∈ Hom(ΩC/B ,M), dann gilt x ◦ dC/B = x ◦ (u ◦ dC/A) = u∗(x) ◦ dC/A.
Die durch x gegebene B-Derivation stimmt mit der durch u∗(x) gegebenen A-
Derivation überein, also entspricht u∗ der Inklusionsabbildung
DerB(C,M) ↪→ DerA(C,M).

Die A-Derivation dC/A : C −→ ΩC/A gibt uns eine A-Derivation

B
g−→ C

dC/A−→ ΩC/A. Es existiert eindeutig ein B-lineares ṽ, so daÿ
ṽ ◦ dB/A = dC/A ◦ g gilt, d.h. ṽ(dB/A(b)) = dC/A(b) für alle b ∈ B.

B
dB/A

//

g

��

ΩB/A

ev
��

C
dC/A

// ΩC/A

Nun machen wir den B-Modul ΩB/A über das Tensorprodukt zu einem C-
Modul. Sei i : ΩB/A −→ ΩB/A ⊗B C die kanonische �Inklusion�, dann existiert
eindeutig ein C-lineares v : ΩB/A ⊗B C −→ ΩC/A, so daÿ v ◦ i = ṽ gilt.

ΩB/A
i //

ev
��

ΩB/A ⊗B C

v
vv

ΩC/A

Für v gilt dann v(dB/A(b)⊗ 1) = dC/A(b) für alle b ∈ B.
Sei x ∈ HomC(ΩB/A ⊗B C,M), dann gilt x ◦ i ∈ HomB(ΩB/A,M). Diese

Zuordnung ist ein Isomorphismus. Wir ordnen nun x ∈ HomC(ΩB/A ⊗B C,M)
eine A-Derivation auf B wie folgt zu: x ◦ i ◦ dB/A.

Sei x ∈ HomC(ΩC/A,M), dann erhalten wir eine A-Derivation
x ◦ dC/A ∈ DerA(C,M). Wir schränken diese Derivation auf B ein, dann gilt
x ◦ (dC/A ◦ g) = x ◦ (ṽ ◦ dB/A) = x ◦ (v ◦ i ◦ dB/A) = v∗(x) ◦ i ◦ dB/A. Wir sehen
nun, daÿ v∗ der Einschränkung DerA(C,M) −→ DerA(B,M) entspricht.

Man sieht sehr leicht, daÿ

0 −→ DerB(C,M) −→ DerA(C,M) −→ DerA(B,M)

exakt ist.

�

Satz 3.2.6 Sei f : X −→ Y ein Morphismus zwischen Kurven, und sei x ∈ X
ein abgeschlossener Punkt. x ist genau dann ein kritischer Punkt von f , wenn
ΩOX,x/OY,f(x)

6= 0 gilt.
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Beweis:
Wie haben die Ringhomomorphismen C −→ OY,f(x)

ϕ−→ OX,x. Nach Satz 3.2.5
erhalten wir folgende exakte Sequenz von OX,x-Moduln:

ΩOY,f(x)/C ⊗OY,f(x) OX,x
v−→ ΩOX,x/C

u−→ ΩOX,x/OY,f(x)
−→ 0

wobei v(dOX,x/C(f)⊗ a) = dOY,f(x)/C
◦ ϕ(f) · a gilt.

x ist kein kritischer Punkt von f ist äquivalent dazu, daÿ ψ̃ (siehe De�nition
3.2.1) nicht die Nullabbildung ist. Das wiederum ist äquivalent dazu, daÿ ein m
aus ΩOX,x/C \ mxΩOX,x/C

unter ψ̃ getro�en wird. Nach Lemma 3.2.4 ist m ein
Erzeugendes von ΩOX,x/C und damit wäre v surjektiv. Wegen der Exaktheit ist
v genau dann surjektiv, wenn u die Nullabbildung ist, und das ist äquivalent zu
ΩOX,x/OY,f(x)

= 0.

�

3.3 Garben von Di�erentialformen

De�nition 3.3.1 Sei F eine Garbe (von Gruppen, Ringen, Moduln) auf einem
topologischen Raum X, dann heiÿt

suppF := {P ∈ X | FP 6= 0}

der Träger von F .
Sei U ⊂ X eine o�ene Teilmenge und s ∈ F(U), dann heiÿt

supp s := {P ∈ U | sP 6= 0}

der Träger von s.

Wir wissen, daÿ wir zu einem gegebenen Ring A einen topologischen Raum
SpecA mit einer Garbe von Ringen O konstruieren können. Sei nun M ein A-
Modul, dann können wir eine Garbe M̃ von OX -Moduln, d.h. für U ⊂ X o�en
ist M̃(U) ein OX(U)-Modul, auf SpecA in analoger Weise konstruieren, so daÿ
für einen Punkt p ∈ SpecA der Halm von M̃ im Punkt p isomorph zu Mp ist

und für eine o�ene Basismenge D(f) ⊂ SpecA der Modul M̃(D(f)) isomorph
zu Mf ist. Mit den folgenden zwei Lemmata werden wir sehen, daÿ der Träger
einer solchen Garbe abgeschlossen in SpecA ist.

Lemma 3.3.2 Sei A ein Ring und M ein A-Modul. Sei m ∈ M und Annm
das Ideal {a ∈ A | am = 0}, dann gilt

suppm = V (Annm)

Beweis:
Sei p ∈ suppm, d.h. das Bild von m in Mp ist ungleich 0. Nach der De�nition
der Lokalisierung von Moduln ist m

1 ∈Mp genau dann ungleich 0
1 , wenn für alle

h ∈ A stets h 6∈ p =⇒ hm 6= 0 gilt. Das ist äquivalent zu hm = 0 =⇒ h ∈ p

für alle h ∈ A, und das ist eine andere Schreibweise für Annm ⊂ p. Also gilt
p ∈ V (Annm).
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�

Lemma 3.3.3 Sei A ein Ring undM ein endlich erzeugter A-Modul. Sei AnnM
das Ideal {a ∈ A | am = 0 für alle m ∈M}, dann gilt

supp M̃ = V (AnnM)

Beweis:
Seien m1, . . . ,mn die Erzeugenden von M . Es gilt

1. AnnM =
n⋂
i=1

Ann(mi)

2.
n⋃
i=1

supp(mi) = supp M̃

Zu. 1
�⊂� ist klar, es bleibt �⊃� zu zeigen. Sei a ∈

⋂
Ann(mi) und m ∈ M ,

dann hat m eine Darstellung m =
∑
λimi. Es gilt a ·m =

∑
λia ·mi = 0.

Damit ist a ∈ AnnM gezeigt.

Zu. 2
�⊂� ist klar, es bleibt �⊃� zu zeigen. Sei p ∈ supp M̃ , dann existiert ein
x ∈M , dessen Bild inMp ungleich Null ist. Wir können x als x =

∑
λimi

schreiben. Für ein i ist das Bild von mi in Mp ungleich Null, damit liegt
p im Träger von mi. Also gilt p ∈

⋃
suppmi.

Es gilt

V (AnnM) = V (
n⋂
i=1

Annmi) =
n⋃
i=1

V (Annmi) =
n⋃
i=1

suppmi = supp M̃

Die vorletzte Gleichheit folgt aus Lemma 3.3.2.

�

Folgerung 3.3.4 Sei A ein Ring und M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann
ist der Träger von M̃ abgeschlossen in SpecA.

De�nition 3.3.5 Sei X ein Schema und F eine Garbe von OX-Moduln auf X,
d.h. für U ⊂ X o�en ist F(U) ein OX(U)-Modul. Die Garbe F heiÿt kohärent,
falls X eine o�ene a�ne Überdeckung (SpecAi)i∈I hat, so daÿ zu jedem i ∈ I
ein endlich erzeugter Ai-Modul Mi existiert, so daÿ F(SpecAi) ∼= M̃i gilt.

Der Träger einer kohärenten Garbe ist nach Folgerung 3.3.4 stets abgeschlossen,
da Abgeschlossenheit eine lokale Eigenschaft ist.
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Satz 3.3.6 Seien A′ und B A-Algebren, und sei B′ = B ⊗A A′. Dann gilt

ΩB′/A′
∼= ΩB/A ⊗B B′

Insbesondere gilt für eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge S ⊂ B

ΩS−1B/A
∼= S−1ΩB/A

ohne Beweis

Lemma 3.3.7 Seien A und B Integritätsringe, f : A −→ B ein Ringhomo-
morphismus und S ⊂ B eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge. Setze
T := f−1(S), dann gilt

ΩBS/A
∼= ΩBS/AT

Beweis:
Jede AT -Derivation auf BS ist insbesondere eine A-Derivation. Umgekehrt ist
auch jede A-Derivation auf BS eine AT -Derivation, denn sei v : BS −→M eine
A-Derivation in einen BS-ModulM , und sei at ∈ AT , d.h. a ∈ A und t ∈ T ⊂ A.
Es gilt

0 =
1
t
· v(1) =

1
t
· v
(

1
t
· t
)

=
1
t

(
1
t
· v(t) + tv

(
1
t

))
= v

(
1
t

)
Aus der Produktregel folgt v

(
a
t

)
= 0. Damit ist gezeigt, daÿ v auch eine AT -

Derivation ist.
Wir wissen nun, daÿ dBS/A und dBS/AT

beide universelle AT -Derivationen
sind. Aus der universellen Eigenschaft folgt damit die Isomorphie.

�

Sei f : X −→ Y ein endlicher Morphismus zwischen Kurven. Sei V ∼= SpecA
eine a�ne Teilmenge von Y , dann ist U := f−1(V ) a�n, d.h. U ∼= SpecB. Wir
erhalten dann eine Garbe (ΩB/A)∼ von OU -Moduln auf dem a�nen Untersche-
ma U .

Nun können wir die Garbe ΩX/Y von OX -Moduln auf X de�nieren, indem
wir X und Y a�n überdecken und die zugehörigen Garben (ΩB/A)∼ zusam-
menkleben. ΩX/Y ist insbesondere eine kohärente Garbe.

Lemma 3.3.8 Seien A und B K-Algebren, und sei f : A −→ B ein modulend-
licher K-Algebrenhomomorphismus. Dann ist B vermöge f eine A-Algebra und
es gilt (ΩB/A)(0) = 0.

Beweis:
ΩB/A wird von {dB/A(b) | b ∈ B} erzeugt, wir zeigen daÿ jedes dieser Erzeu-
genden ein Torsionselement ist, d.h. zu b ∈ B existiert ein 0 6= c ∈ B, so daÿ
c · dB/A(b) = 0 gilt. Wenn das gezeigt ist, folgt die Behauptung, denn es gilt
(ΩB/A)(0) ∼= B(0) ⊗B ΩB/A nach Lemma 3.3.6 mit S := B \ {0} und Lemma
3.3.7. Für 1⊗ dB/A(b) mit b ∈ B gilt

1⊗ dB/A(b) =
(

1
c
· c
)
⊗ dB/A(b) =

1
c
⊗ cdB/A(b) =

1
c
⊗ 0 = 0
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Es bleibt noch zu zeigen, daÿ dB/A(b) mit b ∈ B ein Torsionselement ist. Jede
modulendliche Ringerweiterung ist eine ganze Ringerweiterung. Sei nun b ∈ B,
dann erfüllt b eine Ganzheitsgleichung über A, d.h.

n∑
i=0

aib
i = 0 mit ai ∈ A

und an = 1. Wir nehmen an, daÿ die Ganzheitsgleichung so gewählt ist, daÿ n
minimal ist. Man sieht leicht, daÿ dB/A(bn) = nbn−1dB/A(b) gilt. Bei uns haben
alle Körper Charakteristik 0, also hat n ein Inverses in B.

0 =
1
n
dB/A

(
n∑
i=0

aib
i

)
=

1
n

n∑
i=1

aiib
i−1dB/A(b) =

(
n−1∑
i=0

ai+1
i+ 1
n

bi

)
dB/A(b)

Aus der Minimalität von n und aus an = 1 folgt c :=
n−1∑
i=0

ai+1
i+1
n bi 6= 0. Damit

ist gezeigt, daÿ dB/A(b) ein Torsionselement ist.

�

Folgerung 3.3.9 Seien X = SpecB und Y = SpecA a�ne Kurven über
C, und sei f : X −→ Y ein endlicher Morphismus. f wird von einem C-
Algebrenhomomorphismus A −→ B induziert und es gilt

Crit(f) = suppΩB/A

Insbesondere ist Crit(f) abgeschlossen in SpecB.

Beweis:
Nach Lemma 3.3.8 gilt (0) 6∈ suppΩB/A. Nun betrachten wir die abgeschlossenen
Punkte.

Sei mB ein maximales Ideal in B, und sei mA ⊂ A das Bild von mB unter
f . B ist in natürlicher Weise eine A-Algebra und es gilt nach Satz 3.3.6 mit
S := B \ mB

(ΩB/A)mB
∼= ΩBmB

/A

BmB
ist eine AmA

-Algebra vermöge dem induzierten lokalen Ringhomomorphis-
mus. Nach Lemma 3.3.7 gilt

ΩBmB
/A
∼= ΩBmB

/AmA

insgesamt erhalten wir dann

(ΩB/A)mB
∼= ΩBmB

/AmA

Aus Satz 3.2.6 folgt damit die Behauptung.

�

Folgerung 3.3.10 Sei f : X −→ Y ein endlicher Morphismus zwischen Kur-
ven. Dann ist die Menge der kritischen Punkte von f abgeschlossen und damit
endlich.
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Denn: Sei V ⊂ Y a�n, dann ist auch U := f−1(V ) a�n. Die Menge der kriti-
schen Punkte von f|U ist dann nach Folgerung 3.3.9 abgeschlossen in U . Nun
ist Angeschlossenheit eine lokale Eigenschaft, damit ist die Menge der kritischen
Punkte von f abgeschlossen.

Der generische Punkt ist kein kritischer Punkt, also ist die Menge der kriti-
schen Punkte von f endlich.

�
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4 Die projektive Gerade

Im Folgenden ist C ein algebraisch abgeschlossener Körper. In diesem Abschnitt
werden einige Eigenschaften des projektiven Schemas P1

C , die wir später benö-
tigen werden, betrachtet.

Wir betrachten den Polynomring in zwei Veränderlichen C[X,Y ]. Sei
S+ := (X,Y ) das von X und Y erzeugte Ideal. Die zugrundeliegende Menge
von

P1
C := ProjC[X,Y ]

besteht aus denjenigen homogenen Primidealen p ∈ C[X,Y ], die echt in S+

enthalten sind. Dazu gehört der nicht-abgeschlossene Punkt (0) und die abge-
schlossenen Punkte p ∈ P1

C von der Form p = (aX+bY ) mit (a, b) ∈ C2\{(0, 0)}.
Die abgeschlossenen Mengen in P1

C
sind Teilmengen von der Form

V (I) = {p ∈ P1
C | I ⊂ p} mit einem homogenen Ideal I ⊂ C[X,Y ].

4.1 Polynome als Morphismen

Im Folgenden werden wir sehen, wie man ein nicht-konstantes Polynom
f ∈ C[X] als Morphismus P1

C −→ P1
C au�assen kann. Zunächst betrachten

wir den einfacheren Fall, indem wir zu einem gegebenen Polynom f einen Mor-
phismus SpecC[X] −→ SpecC[X] konstruieren. Anschlieÿend werden wir diese
Konstruktion auf P1

C erweitern.
Sei f ∈ C[X] ein Polynom.Wir de�nieren einen C-Algebrenhomomorphismus

f∗ : C[X] −→ C[X]
X 7−→ f

Dieser induziert einen Morphismus

Spec f∗ : SpecC[X] −→ SpecC[X]

Sei (X − λ) ∈ SpecC[X] ein abgeschlossener Punkt, dann gilt

Spec f∗((X − λ)) = (X − µ) mit µ = f(λ)

Denn: λ eine Nullstelle von f − µ, also gilt f − µ ∈ (X − λ). f − µ ist das Bild
von X−µ unter f∗, also umfaÿt das Urbild vom Ideal (X−λ) das Ideal (X−µ).
Aus der Maximalität von (X−µ) folgt die Gleichheit. Man sieht genauso leicht,
daÿ der generische Punkt (0) unter Spec f∗ auf selbigen abgebildet wird.

Wir können also die Punkte aus C mit den abgeschlossenen Punkten aus
SpecC[X] identi�zieren, so daÿ diese Identi�kation mit f 7−→ Spec f∗ verträg-
lich ist. Mit dem folgenden Lemma erhalten wir eine Kennzeichung der kriti-
schen Punkte von Spec f∗. Für den Beweis wird eine Bemerkung aus Kapitel
9.1 benötigt.

Lemma 4.1.1 Sei (X − λ) ∈ SpecC[X] ein abgeschlossener Punkt, dann ist
(X − λ) genau dann ein kritischer Punkt von Spec f∗, wenn f ′(λ) = 0 gilt.
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Beweis:
Setze µ := f(λ), dann ist λ eine Nullstelle von f − µ, d.h. f − µ ∈ (X − λ). Es
gilt f − µ ∈ (X − λ)2 genau dann, wenn λ eine mehrfache Nullstelle von f − µ
ist. Nun ist allgemein bekannt, daÿ λ genau dann eine mehrfache Nullstelle von
f − µ ist, wenn f ′(λ) = (f − µ)′(λ) = 0 gilt.

Spec f∗ induziert einen lokalen Ringhomomorphismus

ϕ : C[X](X−µ) −→ C[X](X−λ)

X 7−→ f

zwischen nach maximalen Idealen lokalisierten Polynomringen. X−µ und X−λ
sind die Erzeugenden der entsprechenden maximalen Ideale.

Nun gilt f ′(λ) = 0 genau dann, wenn X−µ unter ϕ nach (X−λ)2 abgebildet
wird. Nach Bemerkung 9.1.2 ist daÿ äquivalent dazu, daÿ (X −λ) ein kritischer
Punkt von Spec f∗ ist.

�

Nun werden wir f einen Morphismus P1
C −→ P1

C zuordnen. Sei n der Grad von
f(X), und sei F (X,Y ) := Y nf

(
X
Y

)
die Homogenisierung nach Y . Es gilt n ≥ 1,

da f nicht-konstant ist. Wir de�nieren einen C-Algebrenhomomorphismus

F ∗ : C[X,Y ] −→ C[X,Y ]
X 7−→ F

Y 7−→ Y n

F ∗ ist injektiv, und homogene Polynome werden unter F ∗ auf homogene Poly-
nome abgebildet. Umgekehrt sind auch die Urbilder homogener Polynome ho-
mogen. Wir betrachten nun die Urbilder homogener Primideale. Das Urbild von
(Y ) ist (Y ). Wegen der Injektivität von von F ∗ ist das Urbild von (0) ebenfalls
(0). Es fehlt noch das Urbild von (X − λY ) mit λ ∈ C.

Setze µ := f(λ), dann ist X − λ ein Teiler von f − µ, d.h. es existiert ein
g ∈ C[X] mit

f − µ = g · (X − λ)

Wir homogenisieren beide Seiten der Gleichung nun nach Y :

Y n ·
(
f

(
X

Y

)
− µ

)
= Y n · g

(
X

Y

)
·
(
X

Y
− λ

)
⇐⇒ F (X,Y )− µY n = Y n−1 · g

(
X

Y

)
· (X − λY )

Also ist X − λY ein Teiler von F (X,Y )− µY n, damit gilt

F (X,Y )− µY n ∈ (X − λY )

Damit ist (X − µY ) im Urbild von (X − λY ) enthalten. Nun ist (X − µY ) ein
maximales homogenes Ideal, daraus folgt die Gleichheit.
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Wir erhalten damit eine stetige Abbildung

ProjF ∗ : ProjC[X,Y ] −→ ProjC[X,Y ]

Als nächstes werden wir die kritischen Punkte von ProjF ∗ kennzeichnen.
Wir betrachten das a�ne Unterschema D+(Y ) ⊂ P1

C , das sind alle Punkte
bis auf den Punkt im unendlichen (Y ). Es gilt SpecC[X] ∼= D+(Y ), und der
Morphismus ProjF ∗

|D+(Y ) entspricht dem Morphismus Spec f∗. Wir erhalten
folgendes Resultat:

Folgerung 4.1.2 (X − λY ) ist genau dann ein kritischer Punkt von ProjF ∗,
wenn f ′(λ) = 0 gilt.

4.2 Gebrochen-lineare Transformationen als Morphismen

Wir betrachten bijektive gebrochen-lineare Transformationen ax+b
cx+d , d.h. es gilt

det
[
a b
c d

]
6= 0

Zu einer gegebenen gebrochen-linearen Transformation de�nieren wir einen C-
Algebrenhomomorphismus

C[X,Y ] −→ C[X,Y ]
X 7−→ aX + bY

Y 7−→ cX + dY

Nun betrachten wir die Urbilder von Punkten aus D+(Y ), also Punkte der Form
(X − λY ) mit λ ∈ C. Dazu unterscheiden wir zwei Fälle:

λ 6= −d
c :
Das Urbild von (X − λY ) ist das Ideal (X − µY ) mit µ = aλ+b

cλ+d . Denn:
Das Bild von X−µY ist (aX+ bY )−µ(cX+dY ). Wir multiplizieren mit
der Einheit cλ+ d:

(cλ+ d)(aX + bY )− (aλ+ b)(cX + dY )
= (acλ+ ad− acλ− bc)X + (bcλ+ bd− adλ− bd)Y
= (ad− bc)X + (bcλ− adλ)Y
= (ad− bc)X − λ(ad− bc)Y

Wir dividieren nochmal durch ad− bc 6= 0, dann wird X − λY getro�en.

λ = −d
c :
Das Urbild von (X − λY ) = (cX + dY ) ist das Ideal (Y ).

Wir können gebrochen-lineare Transformationen also als Morphismen
P1
C −→ P1

C betrachten. Diese sind sogar Isomorphismen und haben deshalb
keine kritischen Punkte.
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Satz 4.2.1 Seien x1, x2, x3 ∈ P1
C paarweise verschiedene abgeschlossene Punk-

te. Dann existiert eine gebrochen-lineare Transformation q mit

x1 7−→ 0, x2 7−→ 1, x3 7−→ ∞

Beweis:
Setze

q(x) :=
x− x1

x− x3
· x2 − x3

x2 − x1

q ist bijektiv, da det
[

1 x1

1 x3

]
6= 0 gilt.

�

4.3 K-rationale Punkte

Sei σ ∈ Aut(C), wir de�nieren einen Ringhomomorphismus

C[X,Y ] −→ C[X,Y ]∑
aijX

iY j 7−→
∑

σ(aij)XiY j

indem wir auf den Koe�zienten der Polynome operieren. Das Urbild vom Punkt
(aX + bY ) ∈ P1

C ist (σ−1(a)X + σ−1(b)Y ). Wir erhalten einen Isomorphismus

Proj(σ) : (P1
C)σ −→ P1

C

Das folgende Diagramm kommutiert:

(P1
C)σ

Proj(σ)
//

��

P1
C

��

Cσ
Spec(σ)

// C

Also ist die C-Varietät (P1
C)σ isomorph zur C-Varietät P1

C . Der Funktionen-
körper K(P1

C) ist isomorph zum Körper der rationalen Funktionen in einer Ver-
änderlichen, also C(X). Der durch Proj(σ) induzierte Körperautomorphismus
ist

Proj(σ)∗ : C(X) −→ C(X)
a ∈ C 7−→ σ(a)

X 7−→ X

De�nition 4.3.1 Sei K ⊂ C ein Unterkörper, dann heiÿt ein abgeschlossener
Punkt (aX + bY ) ∈ P1

C K-rational, falls ein λ ∈ C existiert, so daÿ λa, λb ∈ K
gilt.
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Bemerkung 4.3.2 Für σ ∈ Aut(C : K) sind K-rationale Punkte invariant
unter Proj(σ).

Denn: sei (aX + bY ) ∈ P1
C ein K-rationaler Punkt, d.h. es existiert ein λ ∈ C

mit λa, λb ∈ K. Es gilt

λa ∈ K =⇒ σ−1(λa) ∈ K =⇒ σ−1(λ)σ−1(a) ∈ K

Analog gilt σ−1(λ)σ−1(b) ∈ K, also ist auch (σ−1(a)X + σ−1(b)Y ) K-rational.

Bemerkung 4.3.3 Sei (aX+bY ) ∈ P1
C ein K-rationaler Punkt, dann existiert

im lokalen Ring C[X,Y ]((aX+bY )) ein lokaler Parameter, der invariant unter
Aut(C : K) ist.
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5 Galois Überlegungen

Im Folgenden ist C ein algebraisch abgeschlossener Körper und alle auftretenden
Körper haben Charakteristik 0.

5.1 Galois Korrespondenz

Satz 5.1.1 (Fortsetzungssatz) Sei K ein Körper, C ein algebraisch abge-
schlossener Körper und σ : K −→ C ein Körperhomomorphismus. Für jede
algebraische Erweiterung L von K existiert eine Fortsetzung zu einem Körper-
homomorphismus σ̃ : L −→ C.

Beweis mit Zornschem Lemma.

�

Lemma 5.1.2 Sei K ⊂ C ein Unterkörper, dann kann jeder Körperautomor-
phismus σ ∈ Aut(K) zu einem Automorphismus auf ganz C fortgesetzt werden.

Beweis:
Sei τ eine Transzendenzbasis von C : K. Nun läÿt sich jedes x ∈ K(τ) als
rationale Funktion in x1, . . . , xs ∈ τ mit Koe�zienten aus K au�assen. Also
können wir einen Körperautomorphismus σ̃ : K(τ) −→ K(τ) de�nieren, wobei
σ für jedes x ∈ K(τ) auf den Koe�zienten operiert. Es gilt σ̃|K = σ und
σ̃|τ = idτ , also ist σ̃ eine Fortsetzung von σ auf K(τ). Als nächstes müssen wir
σ̃ zu einem Automorphismus auf C fortsetzen. C : K(τ) ist eine algebraische
Erweiterung und σ̃ ist ein Körperhomomorphismus von K(τ) nach C. Nach
Satz 5.1.1 existiert eine Fortsetzung σ : C −→ C von σ̃. Das Bild von σ ist ein
algebraisch abgeschlossener Unterkörper von C, da C algebraisch abgeschlossen
ist. Also gilt Imσ = C, damit ist σ ein Körperautomorphismus.

�

Anwendung von Lemma 5.1.2:

Satz 5.1.3 Sei K ⊂ C Unterkörper, dann gilt

CAut(C:K) = K

Beweis:

�⊂�
Sei x ∈ C rK. Es ist zu zeigen, daÿ ein σ ∈ Aut(C : K) existiert, so daÿ
σ(x) 6= x gilt.

Fall 1: x ist transzendent über K
Wähle σ ∈ Aut(K(x) : K) mit σ(x) = −x. σ kann nach Lemma 5.1.2
zu einem Automorphismus auf ganz C fortgesetzt werden.
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Fall 2:
x hat ein Minimalpolynom mx ∈ K[X]. Sei

N := {x ∈ C | mx(x) = 0}

die Nullstellenmenge von mx, dann ist K(N) der Zerfällungskörper
von mx. mx ist separabel, also können wir ein σ ∈ Aut(K(N) : K)
mit σ(x) 6= x wählen. σ kann zu einem Automorphismus auf ganz C
fortgesetzt werden.

�⊃�
klar per De�nition

�

De�nition 5.1.4 Eine Untergruppe U ⊂ Aut(C) heiÿt abgeschlossen, falls ein
Unterkörper K ⊂ C mit U = Aut(C : K) existiert.

Bemerkung 5.1.5 U ⊂ Aut(C) abgeschlossen =⇒ U = Aut(C : CU )

Beweis:
Sei U abgeschlossen, d.h. U = Aut(C : L) mit einem Unterkörper L ⊂ C. Nach
Satz 5.1.3 gilt CU = L und daraus folgt U = Aut(C : CU ).

�

Wir erhalten damit eine Galois Korrespondenz zwischen den abgeschlossenen
Untergruppen von Aut(C) und den Unterkörpern von C:

K 7−→ Aut(C : K)
U 7−→ CU

5.2 Unendliche Körpererweiterungen

Lemma 5.2.1 Sei U ⊂ Aut(C) eine Untergruppe und K : CU eine endliche
Körpererweiterung mit Aut(C : K) ⊂ U . Dann ist U abgeschlossen.

Beweis:
Wenn wir K durch seinen normalen Abschluÿ ersetzen, gelten die Vorausset-
zungen weiterhin, also können wir annehmen, daÿ K : CU eine normale und
damit galoissche Körpererweiterung ist. Wir haben nun den Einschränkungsho-
momorphismus

ϕ : Aut(C : CU ) −→ Aut(K : CU )
σ 7−→ σ|K

Per De�nition gilt U ⊂ Aut(C : CU ). Sei ϕ(U) das Bild von U , dann gilt
Kϕ(U) = CU und daraus folgt ϕ(U) = Aut(K : CU ), da die Körpererweiterung
K : CU galoissch und endlich ist.
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Es gilt kerϕ = Aut(C : K) und Aut(C : K) ⊂ U ⊂ Aut(C : CU ), also
erhalten wir einen Isomorphismus

Aut(C : CU )/Aut(C : K) ∼= Aut(K : CU )

und damit gilt U = Aut(C : CU ).

�

Bemerkung 5.2.2 Sei U ⊂ Aut(C) eine Untergruppe, und sei σ ∈ Aut(C) ein
Körperautomorphismus. Dann gilt

CσUσ
−1

= σ(CU )

Beweis:

x ∈ CσUσ
−1 ⇐⇒ ∀τ ∈ U :x = στσ−1(x)

⇐⇒ ∀τ ∈ U :σ−1(x) = τ(σ−1(x))
⇐⇒ σ−1(x) ∈ CU

⇐⇒ x ∈ σ(CU )

�

Lemma 5.2.3 Sei G eine Gruppe, H ⊂ G eine Untergruppe von endlichem
Index. Dann existiert eine Untergruppe N ⊂ G, die normal und von endlichem
Index ist, so daÿ N ⊂ H gilt.

Beweis:
Zuerst zeigen wir, daÿ für Untergruppen H1, H2 von endlichem Index die Un-
tergruppe H1 ∩H2 endlichen Index hat. Sei a ∈ G, dann gilt
a(H1 ∩H2) = aH1 ∩ aH2. Nun haben H1, H2 nur endlich viele Nebenklassen,
daraus folgt, daÿ H1 ∩ H2 endlich viele Nebenklassen hat. Wir betrachten für
alle σ ∈ G die konjugierten σHσ−1 von H, dann folgt induktiv, daÿ

N :=
⋂
σ∈G

σHσ−1

endlichen Index in G hat. Es bleibt zu zeigen, daÿ N normal in G ist. Für τ ∈ G
gilt

τNτ−1 = τ

(⋂
σ∈G

σHσ−1

)
τ−1 =

⋂
σ∈G

(τσ)H(τσ)−1 =
⋂
σ∈G

σHσ−1 = N

�

Satz 5.2.4 Sei L ein Körper, G ⊂ Aut(L) eine endliche Untergruppe, und sei
K := LG der Fixkörper von G. Dann ist die Körpererweiterung L : K endlich
und galoissch.
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Beweis: Satz 4 auf S.140 in [Bo]

Lemma 5.2.5 Sei U ⊂ Aut(C) eine Untergruppe und V ⊂ U eine Untergruppe
von endlichem Index. Dann ist die Körpererweiterung CV : CU endlich algebra-
isch. Falls V normal in U oder U abgeschlossen ist, gilt

[CV : CU ] ≤ [U : V ]

Beweis:
Nach Lemma 5.2.3 existiert eine Untergruppe W ⊂ U , die normal und von end-
lichem Index ist, so daÿW ⊂ V gilt. Wegen Bemerkung 5.2.2 gilt σ(CW ) = CW

für alle σ ∈ U . Nun können wir folgenden Gruppenhomomorphismus de�nieren:

ϕ : U −→ Aut(CW : CU )
σ 7−→ σ|CW

Es gilt W ⊂ kerϕ, damit erhalten wir kanonisch

ϕ̃ : U/W −→ Aut(CW : CU )

Nun gilt (CW )ϕ(U) = CU , und aus U/W endlich folgt ϕ(U) endlich. Also ist
CU ⊂ CW Fixkörper einer endlichen Gruppe, damit ist die Körpererweiterung
CW : CU nach Satz 5.2.4 endlich und galoissch. Daraus folgt
ϕ(U) = Aut(CW : CU ). Insbesondere ist CV : CU endlich, da CV ein Zwischen-
körper von CW : CU ist. ϕ̃ ist surjektiv, also gilt

[CW : CU ] = # Aut(CW : CU ) ≤ #U/W = [U : W ]

Damit gilt [CV : CU ] ≤ [U : V ], falls V bereits normal in U ist.
W ist normal und von endlichem Index in V , also ist auch [CW : CV ] mit

dem gleichen Argument wie oben endlich und galoissch. Nun gilt allgemein:

[CV : CU ] =
[CW : CU ]
[CW : CV ]

=
# Aut(CW : CU )
# Aut(CW : CV )

= #(Aut(C : CU )/Aut(C : CV ))

Sei U abgeschlossen, dann gilt U = Aut(C : CU ) und V ⊂ Aut(C : CV ). Daraus
folgt [CV : CU ] ≤ #U/V = [U : V ].

�

5.3 Anhang: Untergruppen von festem Index

Bemerkung 5.3.1 Sei G eine Gruppe und X eine Menge, auf der G operiere.
Sei x0 ∈ X, dann erhalten wir eine bijektive Abbildung

ϕx0 : G/ Stab(x0) −→ Gx0

Insbesondere ist der Orbit Gx0 von x0 genau dann endlich, wenn Stab(x0) end-
lichen Index in G hat.
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Satz 5.3.2 Sei G eine endlich erzeugte Gruppe. Sei d ∈ N \ {0}, dann ist die
Anzahl der Untergruppen vom Index d endlich.

Beweis:
Sei U ⊂ G eine Untergruppe, dann erhalten wir eine Gruppenoperation

G×G/U −→ G/U

(g, xU) 7−→ (gx)U

auf den Restklassen von G/U . Die Operation ist transitiv und der Stabilisator
der Restklasse U ist U selbst. G operiert nun auf einer endlichen Menge, wir
numerieren die Restklassen durch, wobei wir U die 1 zuordnen. G operiert dann
transitiv auf {1, . . . , d}, wobei Stab(1) = U gilt. Wir erhalten also eine surjek-
tive Zuordnung, wenn wir jeder transitiven Operation von G auf {1, . . . , d} die
Untergruppe Stab(1) vom Index d zuordnen.

Sei F eine freie Gruppe vom Rang r, dann ist ein Gruppenhomomorphis-
mus F −→ Sd, wobei Sd die Permutationsgruppe einer d-elementigen Menge
bezeichnet, durch die Bilder der freien Erzeugenden eindeutig bestimmt, d.h. es
gilt

# Hom(F, Sd) = (d!)r

Eine Operation von G auf {1, . . . , d} ist das gleiche wie ein Gruppenhomo-
morphismus G −→ Sd. Nun ist G endlich erzeugt, also gilt

# Hom(G,Sd) ≤ (d!)r

�

Satz 5.3.3 Sei G eine freie Gruppe vom Rang r. Sei d ∈ N \ {0}, dann ist die
Anzahl Mr,d der Untergruppen vom Index d durch folgende Rekursionsformel
gegeben:

Nr,1 = 1

Nr,d = d(d!)r−1 −
d−1∑
i=1

(d− i)!r−1Nr,i

Beweis: Theorem 7.2.9 auf S.105 in [Hal]
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6 Belyi Verfahren

In diesem Abschnitt werden wir zu einer Kurve X über C, die bereits über Qalg

de�niert ist, einen endlichen Morphismus t : X −→ P1
C konstruieren, so daÿ

dessen kritische Werte in {0, 1,∞} liegen. Damit wäre für C = C eine Richtung
des Satzes von Belyi bewiesen.

Sei X eine Kurve über C, die bereits über Qalg de�niert ist, dann existiert
nach Lemma 6.1.3 ein endlicher Morphismus t1 : X −→ P1

C , dessen kritische
Werte Qalg-rational sind. Sei S1 die Menge der kritischen Werte von t1, diese
ist nach Folgerung 3.3.10 endlich. Nach Lemma 6.2.7 existiert ein endlicher
Morphismus t2 : P1

C −→ P1
C , der jeden Punkt aus S1 auf einen Q-rationalen

Punkt abbildet und dessen kritische WerteQ-rational sind. Sei nun S2 die Menge
der kritischen Werte von t2, dann existiert nach Lemma 6.3.2 ein endlicher
Morphismus t3 : P1

C −→ P1
C , der S2∪ t2(S1) nach {0, 1,∞} abbildet und dessen

kritische Werte in {0, 1,∞} liegen. t := t3 ◦ t2 ◦ t1 ist schlieÿlich der gesuchte
Morphismus.

6.1 Erster Schritt

Zu einer Kurve X über C, die bereits über einem algebraisch abgeschlossenen
Unterkörper N ⊂ C de�niert ist, existiert ein nicht-konstanter Morphismus
t : X −→ P1

C , der über N de�niert ist. Denn: Es existiert eine Varietät XN über
N , so daÿ X = XN ×SpecN SpecC gilt. XN ist dann nach Bemerkung 2.1.11
eine Kurve. Wir wählen einen nicht-konstanten Morphismus tN : XN −→ P1

N ,
dieser induziert einen Morphismus t : X −→ P1

C . Ich erinnere daran, daÿ ein
Morphismus zwischen vollständigen Kurven nach Satz 2.2.2 genau dann endlich
ist, wenn er nicht-konstant ist. Wir zeigen nun, daÿ die kritischen Werte von t
N -rational sind.

Für das Belyi Verfahren ist der Spezialfall N = Qalg interessant.

Lemma 6.1.1 Sei K ′ : K eine Körpererweiterung, A eine K-Algebra und B
eine A-Algebra. Setze A′ := A⊗K K ′ und B′ := B ⊗K K ′.
Sei π : SpecB′ −→ SpecB die durch die Inklusion B ↪→ B′ induzierte Projek-
tion, dann gilt

π(supp ΩB′/A′) ⊂ suppΩB/A

Beweis:
Es gilt

B ⊗A A′ = B ⊗A (A⊗K K ′) = (B ⊗A A)⊗K K ′ = B ⊗K K ′ = B′

Nach Satz 3.3.6 gilt ΩB′/A′
∼= ΩB/A ⊗B B′. Sei p ∈ SpecB′ ein abgeschlossener

Punkt, dann induziert π einen lokalen Ringhomomorphismus ϕ : Bπ(p) −→ B′
p.

B′
p ist damit ein Bπ(p)-Modul, also gilt B′

p = Bπ(p) ⊗Bπ(p)
B′

p.

(ΩB′/A′)p ∼= ΩB′/A′ ⊗B′ B′
p

∼= (ΩB/A ⊗B B′)⊗B′ B′
p
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∼= ΩB/A ⊗B (B′ ⊗B′ B′
p)

∼= ΩB/A ⊗B B′
p

∼= ΩB/A ⊗B (Bπ(p) ⊗Bπ(p)
B′

p)
∼= (ΩB/A ⊗B Bπ(p))⊗Bπ(p)

B′
p

∼= (ΩB/A)π(p) ⊗Bπ(p)
B′

p

Aus (ΩB′/A′)p 6= 0 folgt damit (ΩB/A)π(p) 6= 0, d.h.

p ∈ suppΩB′/A′ =⇒ π(p) ∈ suppΩB/A

�

Lemma 6.1.2 Sei N ⊂ C ein algebraisch abgeschlossener Unterkörper. Es
gilt C ⊗N N [X] = C[X] und die durch N [X] ↪→ C[X] induzierte Projektion
SpecC[X] −→ SpecN [X] bildet alle nicht N -rationalen Punkte auf
(0) ∈ SpecN [X] ab.

Beweis:
Sei (X − λ) ∈ SpecC[X] ein nicht N -rationaler Punkt, d.h. λ 6∈ N und damit
ist λ transzendent über N . Dann ist X − λ für alle 0 6= p ∈ N [X] kein Teiler
von p. Also wird unter der Inklusion N [X] ↪→ C[X] kein Element aus (X − λ)
auÿer der Null getro�en.

�

Lemma 6.1.3 Sei X eine Kurve über C, und sei t : X −→ P1
C ein endlicher

Morphismus. Seien X und t über einem algebraisch abgeschlossenen Unterkörper
N ⊂ C de�niert. Dann sind die kritischen Werte von t N -rational.

Beweis:
X ist über N de�niert, d.h. es existiert eine N -Varietät XN , so daÿ

X = XN ×SpecN SpecC

gilt. P1
C ist über N de�niert, es gilt

P1
C
∼= P1

N ×SpecN SpecC

Seien α : X −→ XN und β : P1
C −→ P1

N die kanonischen Projektionen. t
ist über N de�niert, d.h. es existiert ein Morphismus tN : XN −→ P1

N von
N -Varietäten, so daÿ folgendes Diagramm kommutiert.

XN

tN
��

X
αoo

t

��

P1
N P1

Cβ
oo
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Nach Bemerkung 2.1.11 hat XN die gleiche Dimension wie X, ist also eindimen-
sional und ist damit eine vollständige Kurve. t ist ein nicht-konstanter Morphis-
mus, damit ist auch tN nicht-konstant. Also ist tN ein endlicher Morphismus.

Wir betrachten das a�ne Unterschema P1
N \ {∞} ∼= SpecN [X], dann gilt

β−1(P1
N \ {∞}) = P1

C \ {∞} ∼= SpecC[X]

U := t−1
N (P1

N \ {∞}) ist wegen der Endlichkeit von tN ebenfalls a�n, d.h.
U ∼= SpecB. Das Urbild U ′ von U unter der Projektion α ist isomorph zu
SpecB′ mit B′ = B ⊗N C. Wir betrachten nun die kritischen Werte von t|U ′ ,
denn ∞ ∈ P1

C ist ein N -rationaler Punkt und daher brauchen wir ihn nicht
zu betrachten. Wir können uns nun auf a�ne Teile beschränken und erhalten
folgendes kommutative Diagramm, wobei wir die Bezeichnungen für die Mor-
phismen beibehalten.

U

tN
��

U ′αoo

t

��

P1
N \ {∞} P1

C \ {∞}β
oo

Es wird ein kommutives Diagramm von Ringhomomorphismen induziert:

B // B′ = B ⊗N C

N [X] //

OO

C[X]

OO

Wir haben nun die C bzw. N -Algebrenhomomorphismen C[X] −→ B′ und
N [X] −→ B. Die Menge der kritischen Punkte von t stimmt nach Folgerung
3.3.9 mit suppΩB′/C[X] überein. Nach Lemma 6.1.1 gilt

α(supp ΩB′/C[X]) ⊂ suppΩB/N [X]

Daraus folgt
suppΩB′/C[X] ⊂ α−1(supp ΩB/N [X])

Die Menge der kritischen Werte von t stimmt mit t(supp ΩB′/C[X]) überein. Es
gilt

t(supp ΩB′/C[X]) ⊂ t(α−1(supp ΩB/N [X])) ⊂ β−1(tN (supp ΩB/N [X]))

Für die letzte Inklusion brauchen wir die Morphismen nur als Abbildungen zu
betrachten. Es gilt β ◦ t = tN ◦ α, insbesondere gilt dann

β ◦ t(α−1(supp ΩB/N [X])) = tN ◦ α(α−1(supp ΩB/N [X]))

=⇒ β ◦ t(α−1(supp ΩB/N [X])) ⊂ tN (supp ΩB/N [X])

=⇒ β−1(β ◦ t(α−1(supp ΩB/N [X]))) ⊂ β−1(tN (supp ΩB/N [X]))

=⇒ t(α−1(supp ΩB/N [X])) ⊂ β−1(tN (supp ΩB/N [X]))
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Damit sind nun alle Inklusionen in der obigen Kette gezeigt. Nach Lemma 3.3.8
ist (0) nicht in suppΩB/N [X] enthalten, und aus Lemma 6.1.2 folgt damit, daÿ
β−1(tN (supp ΩB/N [X])) ausschlieÿlich aus N -rationalen Punkten besteht.

�

6.2 Zweiter Schritt

Als nächstes werden wir zu einer endlichen Teilmenge S ⊂ P1
C von Qalg-

rationalen Punkten einen nicht-konstanten und damit nach Satz 2.2.2 endlichen
Morphismus von P1

C nach P1
C konstruieren, der jeden Punkt aus S auf einen

Q-rationalen Punkt abbildet und dessen kritische Werte Q-rational sind.

De�nition 6.2.1 Sei S ⊂ Qalg eine Teilmenge. S heiÿt gegen Konjugationen
abgeschlossen, falls für jedes s ∈ S und jeden Automorphismus σ ∈ Aut(Qalg/Q)
stets σ(s) ∈ S gilt. D.h. σ(S) = S für alle σ ∈ Aut(Qalg/Q).

Bemerkung 6.2.2 Aus S ⊂ Qalg einelementig und gegen Konjugationen ab-
geschlossen folgt S ⊂ Q

Bemerkung 6.2.3 Sei p ∈ Q[X], dann ist p(S) gegen Konjugationen abge-
schlossen, falls S gegen Konjugationen abgeschlossen ist.

Beweis:
Sei x ∈ p(S), d.h. es existiert s ∈ S mit p(s) = x. Es gilt

σ(x) = σ(p(s)) = p(σ(s))

S ist gegen Konjugationen abgeschlossen, also gilt σ(s) ∈ S und daraus folgt
σ(x) ∈ p(S).

�

Bemerkung 6.2.4 Sei p ∈ Q[X], dann ist N(p) := {x ∈ Qalg | p(x) = 0}
gegen Konjugationen abgeschlossen.

Beweis:
Sei x ∈ Qalg mit p(x) = 0 und sei σ ∈ Aut(Qalg/Q). Es gilt

p(σ(x)) = σ(p(x)) = σ(0) = 0

�

Bemerkung 6.2.5 Sei S ⊂ Qalg eine endliche Teilmenge, dann existiert ei-
ne endliche Teilmenge S ⊂ Qalg mit S ⊂ S, so daÿ S gegen Konjugationen
abgeschlossen ist.
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Beweis:
Für s ∈ S bezeichne ms ∈ Q[X] das Minimalpolynom von s über Q. Wir
de�nieren ein Polynom

p :=
∏
s∈S

ms

Es gilt p ∈ Q[X] und S ⊂ N(p). Setze S := N(p), dann ist S nach Bemerkung
6.2.4 gegen Konjugationen abgeschlossen.

�

Bemerkung 6.2.6 Sei S ⊂ Qalg endlich und gegen Konjugationen abgeschlos-
sen. Setze n := #S, dann existiert ein nicht-konstantes Polynom p ∈ Q[X] vom
Grad n, so daÿ p(S) = {0} gilt.

Beweis:
Setze

p :=
∏
s∈S

(X − s)

Sei σ ∈ Aut(Qalg/Q), dann ist σ|S : S −→ S eine Permutation auf S, und damit
gilt σ(p) = p. Daraus folgt p ∈ Q[X].

�

Das folgende Lemma gibt uns den gewünschten Morphismus, da wir Polynome
nach Abschnitt 4.1 als Morphismen von P1

C nach P1
C au�assen können.

Lemma 6.2.7 Sei S ⊂ Qalg eine endliche Teilmenge. Es existiert ein nicht-
konstantes Polynom p ∈ Q[X], so daÿ p(S) ⊂ Q gilt und alle kritischen Werte
von p in Q liegen.

Beweis:
Nach Bemerkung 6.2.5 können wir annehmen, daÿ S gegen Konjugationen ab-
geschlossen ist. Induktion nach n = #S:

n ≤ 1:
Setze p(X) := X, dann hat p keine kritischen Werte und nach Bemerkung
6.2.2 gilt p(S) = S ⊂ Q.

n > 1:
Nach Bemerkung 6.2.6 existiert ein nicht-konstantes Polynom p1 ∈ Q[X]
vom Grad n mit p1(S) = {0}. p1

′ hat höchstens n − 1 Nullstellen. Also
hat

S1 := p1{r ∈ Qalg | p1
′(r) = 0}

höchstens n− 1 Elemente und ist nach Bemerkung 6.2.3 und 6.2.4 gegen
Konjugationen abgeschlossen. Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein
nicht-konstantes Polynom p2 ∈ Q[X], so daÿ p2(S1) ⊂ Q gilt und alle
kritischen Werte von p2 in Q liegen. Setze p := p2 ◦ p1, damit gilt
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p(S) = p2{0} ⊂ Q. Es bleibt zu zeigen, daÿ alle kritischen Werte von p in
Q liegen. Es gilt

p′(X) = p2
′(p1(X)) · p1

′(X)

Sei z eine Nullstelle von p′, d.h. p2(p1(z)) ist ein kritischer Wert von p.

Fall 1:
p1

′(z) = 0 =⇒ p1(z) ∈ S1 =⇒ p2(p1(z)) ∈ p2(S1) ⊂ Q
Fall 2:

p2
′(p1(z)) = 0 =⇒ p1(z) ist ein kritischer Punkt von p2 =⇒ p2(p1(z))

ist ein kritischer Wert von p2 =⇒ p2(p1(z)) ∈ Q.

�

6.3 Dritter Schritt

Als letztes konstruieren wir einen nicht-konstanten und damit endlichen Mor-
phismus P1

C −→ P1
C , der eine endliche Teilmenge S ⊂ P1

C von Q-rationalen
Punkten nach {0, 1,∞} abbildet, so daÿ die kritischen Werte in {0, 1,∞} lie-
gen.

Da wir Polynome und gebrochen-lineare Transformationen als Morphismen
au�assen können1, können wir die folgenden Beweise ein wenig einfacher formu-
lieren.

Lemma 6.3.1 Sei x ∈ P1
C − {0, 1,∞} ein Q-rationaler Punkt. Dann existiert

ein nicht-konstanter Morphismus q, der {0, 1,∞, x} nach {0, 1,∞} abbildet und
dessen kritische Werte in {0, 1,∞} liegen.

Als erstes wählen wir eine gebrochen-lineare Transformation q2, die {0, 1,∞, x}
nach {0, 1,∞, x′} abbildet, wobei x′ ∈ (0, 1) gilt. Wenn x bereits in (0, 1) liegt,
setzen wir q2 := id. Falls x dies nicht erfüllt, gibt es zwei Fälle:

Fall x < 0:
Setze q2 := 1

1−x

Fall x > 1:
Setze q2 := 1

x

Als nächstes wählen wir ein Polynom q1, das {0, 1,∞, x′} nach {0, 1,∞} abbildet
und dessen kritische Werte in {0, 1,∞} liegen. Nun gilt x′ ∈ (0, 1), also hat x′

eine Darstellung x′ = m
m+n mit m,n ∈ N+. Setze

q1(z) :=
(m+ n)m+n

mmnn
zm(1− z)n

1siehe Abschnitt 4.1 und 4.2
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Es gilt:

1. q1(0) = 0

2. q1(1) = 0

3. q1(∞) = ∞

4. q1(x′) = 1

Die Rechnung zu 4.:

x′
m(1− x′)n =

(
m

m+ n

)m(
n

m+ n

)n
=

mmnn

(m+ n)m+n

Nun müssen wir noch die kritischen Werte von q1 bestimmen.

q′1(z) = konst ·mzm−1(1− z)n − zmn(1− z)n−1

= konst · zm−1(1− z)n−1(m(1− z)− zn)
= konst · zm−1(1− z)n−1(m− (m+ n)z)

Als kritische Punkte kommen also 0, 1,∞, x′ in Frage, damit liegen die kritischen
Werte von q1 in {0, 1,∞}.

Den gesuchten Morphismus q erhalten wir schlieÿlich durch das Kompositum
aus q1 und q2.

q := q1 ◦ q2

�

Lemma 6.3.2 Sei S ⊂ Q ∪ {∞} eine endliche Teilmenge. Es existiert ein
nicht-konstanter Morphismus q : P1

C
−→ P1

C
, so daÿ q(S) ⊂ {0, 1,∞} und alle

kritischen Werte von q in {0, 1,∞} liegen.

Beweis per Induktion nach n = #S

n ≤ 3:
Wir wählen eine gebrochen-lineare Transformation q, die S nach {0, 1,∞}
abbildet. (siehe Satz 4.2.1)

n > 3:
Wir können annehmen, daÿ {0, 1,∞} ⊂ S gilt. Sei x ∈ S \ {0, 1,∞} ein
weiterer Punkt, dann existiert nach Lemma 6.3.1 ein nicht-konstanter Mor-
phismus q1, der {0, 1,∞, x} nach {0, 1,∞} abbildet und dessen kritische
Werte in {0, 1,∞} liegen. Es gilt dann #q1(S) < n. Nach Induktions-
voraussetzung existiert ein nicht-konstanter Morphismus q2, der q1(S)
nach {0, 1,∞} abbildet und dessen kritische Werte in {0, 1,∞} liegen.
q := q2 ◦ q1 ist schlieÿlich der gesuchte Morphismus.

�
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7 Vorbereitungen II

7.1 Überlagerungstheorie

Eine zusammenhängende Mannigfaltigkeit ist ein zusammenhängender topolo-
gischer Raum, der lokal homöomorph zumRn ist, d.h. eine n-dimensionale reelle
C0-Mannigfaltigkeit. Eine zusammenhängende Mannigfaltigkeit ist insbesonde-
re wegweise und lokal wegweise zusammenhängend.

De�nition 7.1.1 Seien X und Y zusammenhängende Mannigfaltigkeiten. Eine
stetige Abbildung p : Y −→ X heiÿt Überlagerung, falls folgendes gilt:

Jedes x ∈ X hat eine o�ene Umgebung U , so daÿ sich p−1(U) als Vereinigung
von paarweise disjunkten o�enen Teilmengen Vj ⊂ X, wobei j ein Element aus
einer Indexmenge J ist, darstellen läÿt:

p−1(U) =
⋃
j∈J

Vj

Zusätzlich sind für alle j ∈ J die Einschränkungen p|Vj
: Vj −→ U Homöomor-

phismen.
Sprechweise: Y ist eine Überlagerung von X.

Für y1, y2 ∈ Y haben p−1(y1) und p−1(y2) die gleiche Mächtigkeit. Falls diese
endlich ist, d.h. #p−1(y1) = n mit n ∈ N, bezeichnet n den Grad von p.
Insbesondere ist eine Überlagerung p : Y −→ X surjektiv, da Y nicht-leer ist.2

De�nition 7.1.2 Seien X und Y zusammenhängende Mannigfaltigkeiten, und
sei p : Y −→ X eine Überlagerung. Dann heiÿt das Paar (Y, p) eine universelle
Überlagerung von X, falls für jede Überlagerung q : Z −→ X, wobei Z eine
zusammenhängende Mannigfaltigkeit ist, und jedes Paar y ∈ Y , z ∈ Z mit
p(y) = q(z) genau eine Überlagerung f : Y −→ Z existiert, so daÿ f(y) = z
und q ◦ f = p gilt, d.h. folgendes Diagramm kommutiert:

Y

p
  

@@
@@

@@
@

f
// Z

q
~~~~

~~
~~

~

X

Aus der universellen Eigenschaft folgt, daÿ eine universelle Überlagerung bis auf
Homöomorphie eindeutig ist.

Zu jeder zusammenhängenden Mannigfaltigkeit existiert eine zusammenhän-
gende, einfach zusammenhängende Mannigfaltigkeit X̃ mit einer Überlagerung
p : X̃ −→ X. Nun ist jede einfach zusammenhängende Überlagerung eine uni-
verselle Überlagerung, also ist (X̃, p) eine universelle Überlagerung von X.3

2siehe Theorem 4.16 auf S.26 in [Fo]
3siehe Theorem 5.2, 5.3 auf S.32 in [Fo]
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De�nition 7.1.3 Seien X und Y zusammenhängende Mannigfaltigkeiten, und
sei p : Y −→ X eine Überlagerung. Eine Decktransformation der Überlage-
rung p ist ein Homöomorphismus f : Y −→ Y , für den p = p ◦ f gilt.

Y
f

//

p
  

@@
@@

@@
@ Y

p
~~~~

~~
~~

~

X

Die Decktransformationen von p bilden eine Gruppe, diese bezeichnen wir mit
Aut(p).

Theorem 7.1.4 Sei (X̃, p) eine universelle Überlagerung von X, dann ist Aut(p)
isomorph zur Fundamentalgruppe π1(X) von X.

Beweis: Theorem 5.6 auf S.34 in [Fo]

Sei X eine zusammenhängende Mannigfaltigkeit und (X̃, p) eine universelle
Überlagerung von X. Sei q : Y −→ X eine weitere Überlagerung, wobei auch Y
eine zusammenhängende Mannigfaltigkeit sei. Dann existiert eine Überlagerung
f : X̃ −→ Y mit p = q ◦ f .

X̃
f

//

p
��

@@
@@

@@
@ Y

q
����

��
��

��

X

X̃ ist eine einfach zusammenhängende Überlagerung von Y , also eine universelle
Überlagerung. Aut(f) ist eine Untergruppe von Aut(p), denn für ϕ ∈ Aut(f)
gilt per De�nition f = f ◦ ϕ. Wegen p = q ◦ f erhalten wir

p = q ◦ f = q ◦ f ◦ ϕ = p ◦ ϕ

�

Sei (X̃, p) eine universelle Überlagerung von X, dann existiert zu x, y ∈ X̃ mit
p(x) = p(y) ein f ∈ Aut(p) mit f(x) = y, d.h. Aut(p) operiert transitiv auf den
Fasern von p. Dies sieht man leicht, wenn man die universelle Eigenschaft von
p gemäÿ De�nition 7.1.2 ausnutzt, indem man Y := X̃ und Z := X̃ setzt. Wir
nennen eine Überlagerung mit dieser Eigenschaft galoissch.

Wir führen auf X̃ eine Äquivalenzrelation ein, indem wir zwei Punkte x, y ∈ Y
identi�zieren, falls ein ϕ ∈ Aut(p) mit ϕ(x) = y existiert. Den Quotientenraum
bezeichnen wir mit X̃/Aut(p). Nun gilt

p(x) = p(y) ⇐⇒ ∃ϕ ∈ Aut(p):ϕ(x) = y

Also induziert p eine bijektive Abbildung

p̃ : X̃/Aut(p) −→ X
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Bemerkung 7.1.5 p̃ ist ein Homöomorphismus.

Beweis:

X̃/Aut(p)
ep

// X

Y

q

OO

p

66nnnnnnnnnnnnnnnnn

Die Stetigkeit von p̃ folgt aus der Finalität der Quotientenabbildung q. Es bleibt
zu zeigen, daÿ p̃−1 stetig ist. Dazu zeigen wir, daÿ für jedes x ∈ X̃/Aut(p)
das Bild einer Umgebung von x unter p̃ eine Umgebung von p̃(x) ist. Sei nun
x ∈ X̃/Aut(p), dann hat p(x) eine Umgebung U , so daÿ p−1(U) =

⋃
j∈J Vj

disjunkte Vereinigung o�ener Mengen ist und die p|Vj
Homöomorphismen sind.

Nun liegt x in einem dieser Vj , daher �xieren wir von nun an dieses Vj .
Sei O eine Umgebung von x in X̃/Aut(p), dann ist q−1(O) eine Umgebung

von x, und W := q−1(O) ∩ Vj ist ebenfalls eine Umgebung von x. p(W ) ist
eine Umgebung von p(x), da p|Vj

ein Homöomorphismus ist und ist enthalten
in p̃(O), damit ist p̃(O) eine Umgebung von p̃(x).

�

Wir wissen nun:

Sei (X̃, p) eine universelle Überlagerung einer zusammenhängenden Mannigfal-
tigkeit X, dann gilt X̃/Aut(p) ∼= X.

De�nition 7.1.6 Seien p1 : Y1 −→ X und p2 : Y1 −→ X Überlagerungen.
(Y1, p1) und (Y2, p2) heiÿen homöomorph als Überlagerungen von X, falls ein
Homöomorphismus f : Y1 −→ Y2 existiert, so daÿ p2 ◦ f = p1 gilt.

Y1

p1
  

AA
AA

AA
A

f
// Y2

p2
~~}}

}}
}}

}

X

Einfacher gesagt: Jedes y1 ∈ Y1, das über einem x ∈ X liegt, wird unter f auf
ein y2 ∈ Y2 abgebildet, das über x liegt.

Bemerkung 7.1.7 Die soeben de�nierte Relation zwischen Überlagerungen ist
eine Äquivalenzrelation.

Denn: Für die Re�exivität setzt man f := id, Transitivität erhält man durch
komponieren. Für die Symmetrie formt man wie folgt um:

p2 ◦ f = p1 = p1 ◦ f−1 ◦ f =⇒ p2 = p1 ◦ f−1
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�

Sei (X̃, p) eine universelle Überlagerung von X, und sei q : Y −→ X eine weitere
Überlagerung. Dann existiert eine Überlagerung f : X̃ −→ Y mit p = q ◦ f .

Seien x, y ∈ X̃/Aut(f) mit x = y, dann gilt f(x) = f(y) und wegen p = q◦f
gilt auch p(x) = p(y). Wir können folgende Abbildungen in naheliegender Weise
repräsentantenweise de�nieren:

p̃ : X̃/Aut(f) −→ X

f̃ : X̃/Aut(f) −→ Y

Wegen Bemerkung 7.1.5 ist f̃ : X̃/Aut(f) −→ Y ein Homöomorphismus, also
ist p̃ = q ◦ f̃ eine Überlagerung, die homöomorph zu q ist.

Unser Resultat ist nun, daÿ jede Überlagerung von X homöomorph zu X̃/H
ist, wobei H eine Untergruppe von Aut(p) ist.

Satz 7.1.8 Sei p : X̃ −→ X eine universelle Überlagerung von X, und sei
q : Y −→ X eine weitere Überlagerung vom Grad n. Dann existiert eine Überla-
gerung f : X̃ −→ Y mit p = q ◦ f . Aut(f) hat dann endlichen Index in Aut(p),
und es gilt [Aut(p) : Aut(f)] = n.

X̃
f

//

p
��

@@
@@

@@
@ Y

q
����

��
��

��

X

Beweis:
SeiM die Menge der Überlagerungen ϕ : X̃ −→ Y , für die p = q ◦ϕ gilt. Aut(p)
operiert auf M via

Aut(p)×M −→ M

(τ, ϕ) 7−→ ϕ ◦ τ

Es gilt f ∈ M , der Stabilisator von f ist per De�nition Aut(f). Die Operation
ist transitiv, denn seien ϕ1, ϕ2 ∈ M , und sei y ∈ Y . Wähle x1 ∈ ϕ−1

1 (y) und
x2 ∈ ϕ−1

2 (y), dann existiert ein τ ∈ Aut(p) mit τ(x1) = x2, da p galoissch ist.
Es gilt ϕ2 ◦ τ(x1) = ϕ1(x1), daraus folgt ϕ2 ◦ τ = ϕ1.

Sei x ∈ X̃, dann existiert wegen der Universalität von p zu jedem y ∈ q−1(p(x))
genau eine Überlagerung ϕ : X̃ −→ Y mit ϕ(x) = y und p = q ◦ ϕ. Die Menge
q−1(p(x)) hat nach Voraussetzung genau n Elemente, damit hat auch M genau
n Elemente.

Nun operiert Aut(p) transitiv auf M , also hat der Orbit von f genau n
Elemente. Nach Bemerkung 5.3.1 gilt [Aut(p) : Aut(f)] = n.

�
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7.2 Riemannsche Flächen

Seien X und Y kompakte Riemannsche Flächen, und sei f : X −→ Y eine
nicht-konstante holomorphe Abbildung. Sei A die Menge der kritischen Punkte
von f , dann ist A endlich und

f|A : X \A −→ Y \ f(A)

ist eine Überlagerung.4 Wir nennen f eine verzweigte holomorphe Überla-
gerung.

Nun kommt eine fundamentale Tatsache aus der Theorie der Riemannsche Flä-
chen, die wir später benötigen werden und deren Beweis nicht trivial ist:

Theorem 7.2.1 Seien X, Y und Z kompakte Riemannsche Flächen und seien
π : Y −→ X, τ : Z −→ X verzweigte holomorphe Überlagerungen. Sei S ⊂ X
eine endliche Teilmenge. Dann kann jede faser-erhaltende biholomorphe Abbil-
dung

ϕ : Y \ π−1(S) −→ Z \ τ−1(S)

zu einer faser-erhaltenden biholomorphen Abbildung ϕ̃ : Y −→ Z, d.h. τ ◦ϕ̃ = π,
fortgesetzt werden.

Beweis: Theorem 8.5 auf S.52 in [Fo]

Sei X eine vollständige Kurve über C, dann können wir diese als kompakte
Riemannsche Fläche au�assen, und jeder Morphismus zwischen vollständigen
Kurven gibt eine holomorphe Abbildung. Umgekehrt läÿt sich jede kompakte
Riemannsche Fläche als vollständige Kurve realisieren. Jede holomorphe Abbil-
dung zwischen kompakten Riemannsche Flächen ist algebraisch, d.h. ein Mor-
phismus zwischen vollständigen Kurven.

In naheliegender Weise können wir einer verzweigten Überlagerung einen
Grad zuordnen. Der Körper der meromorphen FunktionenM(X) ist isomorph
zum Körper der rationalen Funktionen K(X). Aus dem folgenden Theorem
folgt damit, daÿ uns ein endlicher Morphismus vom Grad d eine verzweigte
holomorphe Überlagerung vom Grad d gibt.

Theorem 7.2.2 Sei π : Y −→ X eine holomorphe Überlagerung vom Grad d,
dann induziert diese einen Körperhomomorphismus

π∗ : M(X) −→ M(Y )
f 7−→ f ◦ π

Die Körpererweiterung M(Y ) : M(X) ist eine algebraische Erweiterung vom
Grad d.

Beweis: Theorem 8.3 auf S.50 in [Fo]

4siehe S.29 in [Fo]
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8 Modulkörper

In diesem Abschnitt wird der Modulkörper eines endlichen Morphismus
t : X −→ P1

C de�niert. Wir interessieren uns hauptsächlich für den Fall C = C.
Das Hauptresultat dieses Abschnitts wird sein, daÿ der Modulkörper eines Mor-
phismus t : X −→ P1

C
ein Zahlkörper ist, falls dessen kritische Werte in {0, 1,∞}

liegen.
Zur De�nition des Modulkörpers erinnere ich an die De�nition 2.1.9.

De�nition 8.0.3 Sei X eine Varietät über C. Setze

U(X) := {σ ∈ Aut(C) | Xσ ∼= X}

Der Fixkörper M(X) := CU(X) heiÿt absoluter Modulkörper von X.

8.1 Modulkörper eines endlichen Morphismus

De�nition 8.1.1 Sei t : X −→ P1
C ein endlicher Morphismus zwischen Kurven

über C. U(X, t) ⊂ Aut(C) besteht aus denjenigen Körperautomorphismen σ, für
die ein Isomorphismus fσ existiert, so daÿ folgendes Diagramm kommutiert.

Xσ
fσ //

tσ

��

X

t

��

(P1
C)σ

Proj(σ)
// P1

C

Der Fixkörper M(X, t) := CU(X,t) heiÿt Modulkörper von (X, t).

Insbesondere gilt U(X, t) ⊂ U(X).

8.2 Modulkörper im Komplexen

Sei X eine vollständige Kurve und f : X −→ P1
C
ein endlicher Morphismus. f

gibt uns eine verzweigte holomorphe Überlagerung. Sei S ⊂ P1
C
die Menge der

kritischen Werte von f , dann ist

tS : X \ t−1(S) −→ P1
C \ S

wobei tS die naheliegende Einschränkung von t sei, eine holomorphe Überla-
gerung. Der Grad der Überlagerung tS stimmt mit dem Grad des endlichen
Morphismus t überein.

Lemma 8.2.1 Seien t1 : X1 −→ P1
C
und t2 : X2 −→ P1

C
endliche Morphismen

zwischen vollständigen Kurven, und sei S ⊂ P1
C

eine endliche Teilmenge, so
daÿ die kritischen Werte von t1 und t2 in S enthalten sind. Dann sind t1 und
t2 genau dann isomorph, wenn die zugeordneten holomorphen Überlagerungen
t1S und t2S homöomorph sind.
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Beweis:
Der Übergang vom algebraischen zum analytischen ist funktoriell, also folgt aus
t1 isomorph zu t2, daÿ t1S und t2S homöomorph sind.

Sei nun umgekehrt t1S homöomorph zu t2S , d.h. es existiert ein Homöomor-
phismus f : X1 \ t−1

1 (S) −→ X2 \ t−1
2 (S) mit t2S ◦f = t1S . Nun sind t1S und t2S

als Überlagerungen lokal biholomorphe Abbildungen. Daraus folgt, daÿ auch f
lokal biholomorph ist, denn sei x ∈ X1 \ t−1

1 (S), dann hat y := t1S(x) ∈ P1
C
\ S

gemäÿ De�nition 7.1.1 Umgebungen U1, U2, so daÿ x eine Umgebung V1 und
f(x) eine Umgebung V2 hat mit t1S|V1 : V1 −→ U1 und t2S|V2 : V2 −→ U2

biholomorph. Wir können annehmen, daÿ U := U1 = U2 gilt, da wir ansonsten
kleinere Umgebungen wählen können.

V1

f|V1 //

t1S|V1   
@@

@@
@@

@ V 2

t2S|V2~~}}
}}

}}
}}

U

Nun gilt t2S|V2 ◦f|V1 = t1S|V1 , daraus folgt f|V1 = t1S|V1 ◦ t
−1
2S|V2

. f ist lokal biho-
lomorph und ein Homöomorphismus, also ist f biholomorph. Nach Theorem
7.2.1 existiert eine Fortsetzung f̃ : X1 −→ X2 von f , die faser-erhaltend, d.h.
t2 ◦ f̃ = t1, und biholomorph ist. Jede holomorphe Abbildung zwischen vollstän-
digen Kurven ist algebraisch, also ist f̃ der gesuchte Isomorphismus.

�

Lemma 8.2.2 Sei S ⊂ P1
C
eine endliche Teilmenge von abgeschlossenen Punk-

ten und sei d ≥ 1 eine natürliche Zahl. Dann existieren nur endlich viele
Isomorphieklassen von Paaren (X, t), wobei X eine vollständige Kurve und
t : X −→ P1

C
ein endlicher Morphismus vom Grad d, dessen kritische Wer-

te in S liegen, ist.

Beweis:
Sei t : X −→ P1

C
ein endlicher Morphismus, dessen kritische Werte in S liegen,

dann erhalten wir eine holomorphe Überlagerung tS : X \ t−1(S) −→ P1
C
\ S.

Wir ordnen nun jeder Isomorphieklasse (X, t) die Homöomorphieklasse
(X \ t−1(S), tS) zu. Diese Zuordnung ist nach Lemma 8.2.1 injektiv.

Nun ist zu zeigen, daÿ es nur endlich viele Homöomorphieklassen von Über-
lagerungen von P1

C
\ S vom Grad d gibt. Sei p : S̃ −→ P1

C
\ S eine universelle

Überlagerung von P1
C
\S, und sei t : Y −→ P1

C
\S eine Überlagerung von P1

C
\S,

dann ist die Überlagerung S̃/Aut(t) −→ P1
C
\ S isomorph zu t : Y −→ P1

C
\ S.

Nach Satz 7.1.8 stimmt der Grad der Überlagerung t mit dem Index von Aut(t)
in Aut(p) überein. Wir interessieren uns nun für Überlagerungen vom Grad d,
von denen es höchstens so viele Homöomorphieklassen gibt, wie Aut(p) Unter-
gruppen vom Index d hat.

Nach Theorem 7.1.4 ist die Fundamentalgruppe π1(P1
C
\ S) von P1

C
\ S

isomorph zu Aut(p). π1(P1
C
\ S) ist eine endlich erzeugte freie Gruppe5 vom

5siehe Aufgabe 5.7.A2 in [SZ]
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Rang #S − 1, nach Satz 5.3.2 hat diese nur endlich viele Untergruppen vom
Index d.

�

Lemma 8.2.3 Sei X eine vollständige Kurve über C, t : X −→ P1
C
ein endli-

cher Morphismus und K ein Unterkörper von C, so daÿ alle kritischen Werte
von t K-rational sind. Dann ist die Körpererweiterung M(X, t) : K endlich
algebraisch.

Beweis:
Sei σ ∈ Aut(C : K), dann erhalten wir einen endlichen Morphismus

t(σ) := Proj(σ) ◦ tσ

d.h. das folgende Diagramm kommutiert:

Xσ

tσ

��

t(σ)

''OOOOOOOOOOOOO

P1
C

σ

Proj(σ)
// P1
C

Proj(σ) hat nach Bemerkung 3.2.2 keine kritischen Werte und ist ein endlicher
Morphismus vom Grad 1. Nach Bemerkung 4.3.2 sind K-rationale Punkte inva-
riant unter Proj(σ), also sind die kritischen Werte von t(σ) die gleichen wie die
von t. Sei d der Grad von t, dann hat t(σ) ebenfalls den Grad d. Wir erhalten
also eine Gruppenoperation von Aut(C : K) auf den Isomorphieklassen.

t hat nach Folgerung 3.3.10 nur endlich viele kritische Punkte. Sei S die Men-
ge der kritischen Werte von t, dann existieren nach Lemma 8.2.2 nur endlich
viele Isomorphieklassen von endlichen Morphismen nach P1

C
vom Grad d, de-

ren kritische Werte in S liegen. Insbesondere ist der Orbit der Isomorphieklasse
(X, t) unter der Operation von Aut(C : K) endlich. Der Stabilisator von (X, t)
hat nach Bemerkung 5.3.1 endlichen Index in Aut(C : K). Nun besteht der Sta-
bilisator von (X, t) aus denjenigen σ ∈ Aut(C : K), für die ein Isomorphismus
fσ existiert, so daÿ folgendes Diagramm kommutiert:

Xσ
fσ //

t(σ)

''NNNNNNNNNNNNN X

t

��

P1
C

Wie man nun leicht sieht, gilt Stab(X, t) ⊂ U(X, t).6 Insbesondere hat U(X, t)
damit endlichen Index in Aut(C : K). Nach Satz 5.1.3 gilt CAut(C/K) = K,
und nach Lemma 5.2.5 ist die Körpererweiterung CU(X,t) : CAut(C/K) endlich
algebraisch.

6siehe De�nition 8.1.1
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Nun kommen wir zu unserem Hauptresultat, das ein Spezialfall von Lemma
8.2.3 ist: Inbesondere ist M(X, t) eine endliche Erweiterung von Q, also ein
Zahlkörper, falls die kritischen Werte von t in {0, 1,∞} liegen.

Als nächstes suchen wir eine Abschätzung für den Grad der Körpererweite-
rung M(X, t) : Q. Sei G eine freie Gruppe vom Rang 2, dann berechnet sich die
Anzahl Md der Untergruppen vom Index d nach Satz 5.3.3 mit der folgenden
Rekursionsformel:

M1 = 1

Md = d(d!)−
d−1∑
i=1

(d− i)!Mi

Bemerkung 8.2.4 Sei X eine vollständige Kurve über C, t : X −→ P1
C
ein

endlicher Morphismus vom Grad d, dessen kritische Werte in {0, 1,∞} liegen.
Dann gilt

[M(X, t) : Q] ≤Md

Der Beweis greift auf Einzelheiten der Beweise von Lemma 8.2.2 und Lemma
8.2.3 zurück.

Beweis:
π1(P1

C
\ {0, 1,∞}) ist eine freie Gruppe vom Rang 2. Es gibt höchstens so viele

Homöomorphieklassen von Überlagerungen von P1
C
\{0, 1,∞} vom Grad d, wie

π1(P1
C
\ {0, 1,∞}) Untergruppen vom Index d hat. Insbesondere hat der Orbit

von (X, t) unter der Operation von Aut(C : Q) höchstens Md Elemente. Es gilt
Stab(X, t) = U(X, t), wie man leicht sieht, damit ist der Index von U(X, t) in
Aut(C : Q) nach Bemerkung 5.3.1 höchstens Md. Nach Lemma 5.2.5 gilt

[M(X, t) : Q] ≤ [Aut(C : Q) : U(X, t)] ≤Md

�
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9 Vorbereitungen III

9.1 Verzweigung

Sei X eine Kurve über C, dann ist für jeden abgeschlossenen Punkt x ∈ X
der lokale Ring OX,x ein diskreter Bewertungsring. Sei K(X) der Körper der
rationalen Funktionen auf X, dann gilt K(X) ∼= Q(OX,x). Im Folgenden fasse
ich OX,x als Unterring von K(X) auf. Es existiert eine Bewertung vx auf K(X)
mit vx(c) = 0 für alle c ∈ C, so daÿ

OX,x = {f ∈ K(X) | vx(f) ≥ 0} ∪ {0}

gilt. Sei mx das maximale Ideal von OX,x, dann gilt

mx = {f ∈ K(X) | vx(f) > 0} ∪ {0}

Sei t ∈ mx \ m2
x, dann wird mx nach Lemma 3.2.4 von t erzeugt. Für 0 6= f ∈ mx

existiert ein g ∈ OX,x, so daÿ f = g · t gilt. Per De�nition einer diskreten
Bewertung gilt vx(f) = vx(g) + vx(t). Da das für alle 0 6= f ∈ mx gilt, muÿ
vx(t) = 1 gelten. Ein solches t heiÿt lokaler Parameter in x.

mnx wird von t
n erzeugt, für f ∈ OX,x\{0} gilt vx(f) = max{n ∈ N | f ∈ mnx}.

Wir nennen vx(f) dieNullstellenordnung von f in x. Sei nun f ∈ K(X)\{0},
dann existieren a, b ∈ OX,x \ {0}, so daÿ f = a

b gilt. Es gilt

vx(f) = vx(a)− vx(b)

Wir nennen ordx(f) := vx(f) die Ordnung von f in x und sagen, daÿ f einen
Pol in x hat, falls ordx(f) < 0 gilt, in diesem Fall ist− ordx(f) diePolordnung.

De�nition 9.1.1 Seien X und Y vollständige Kurven über C, und sei f : X −→ Y
ein endlicher Morphismus. Sei P ∈ X ein abgeschlossener Punkt, dann induziert
f einen lokalen C-Algebrenhomomorphismus

ϕ : OY,f(P ) −→ OX,P

Sei t ∈ OY,f(P ) ein lokaler Parameter in f(P ). OX,P ist ein diskreter Bewer-
tungsring, sei vP die zugehörige Bewertung, dann heiÿt

eP := vP (ϕ(t))

der Verzweigungsindex von f in P . f heiÿt verzweigt in P , falls eP > 1 gilt,
und unverzweigt in P , falls eP = 1 gilt.

eP ist wohlde�niert, da ϕ injektiv ist, also insbesondere ϕ(t) 6= 0 gilt.

Bemerkung 9.1.2 f ist genau dann in P verzweigt, wenn P ein kritischer
Punkt von f ist.
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Beweis:
Sei ϕ : OY,f(P ) −→ OX,P der durch f induzierte lokale Ringhomomorphismus,
und sei t ∈ OY,f(P ) ein lokaler Parameter f(P ). Zu zeigen: eP > 1 gilt genau
dann, wenn die Cotangentialabbildung ϕ̃ : mf(P )/m

2
f(P ) −→ mP /m

2
P die Nullab-

bildung ist. (siehe De�nition 3.2.1)
Nun ist eP > 1 äquivalent zu ϕ(t) ∈ m2

P . Das wiederum ist äquivalent dazu,
daÿ ϕ̃ die Nullabbildung ist.

�

Bemerkung 9.1.3 Seien X, Y und Z Kurven über C und seien f : X −→ Y
und g : Y −→ Z endliche Morphismen von C-Varietäten. Ist P ∈ X ein abge-
schlossener Punkt, dann ist der Verzweigungsindex von g ◦ f in P das Produkt
der Verzweigungsindizes von f in P und von g in f(P ).

Dies sieht man leicht, wenn man die lokalen Ringhomomorphismen komponiert.

�

Der folgende Satz ist ein Resultat, das wir bereits aus der Theorie der Riemann-
schen Flächen kennen:

Eine nicht-konstante meromorphe Funktion auf einer kompakten Riemannschen
Fläche nimmt jeden Wert mit Vielfachheiten gleich oft an.

Satz 9.1.4 Sei f : X −→ Y ein endlicher Morphismus zwischen Kurven über
C vom Grad n. Sei Q ∈ Y ein abgeschlossener Punkt, dann gilt∑

P∈f−1(Q)

eP = n

eP bezeichnet den Verzweigungsindex von f im Punkt P .

Ein endlicher Morphismus vom Grad n nimmt also jeden Wert mit Vielfach-
heiten genau n-mal an. Falls Q kein kritischer Wert von f ist, hat Q genau n
Urbilder (siehe Bemerkung 9.1.2). Wir folgern weiterhin, daÿ der Grad eines
endlichen Morphismus eine obere Schranke für den Verzweigungsindex in einem
Punkt ist, d.h. eP ≤ n.

De�nition 9.1.5 Sei f : X −→ Y ein endlicher Morphismus zwischen Kurven
über C vom Grad n. Sei P ∈ X ein abgeschlossener Punkt, dann heiÿt f in P
total verzweigt, falls eP = n gilt.

9.2 Satz von Riemann-Roch

Das Ziel von diesem Abschnitt ist, zu einer gegebenen vollständigen Kurve X
und einem abgeschlossenen Punkt P eine nicht-konstante rationale Funktion zu
�nden, die ihren einzigen Pol im Punkt P hat.
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De�nition 9.2.1 Sei X eine Kurve über C und X̃ ⊂ X die Menge aller abge-
schlossenen Punkte von X. Sei

Div(X) :=
⊕
x∈ eX

Z

die von den Elementen aus X̃ erzeugte freie abelsche Gruppe. Ein Divisor auf
X ist dann ein Element aus Div(X).

Ein Divisor D auf X ist also eine formale endliche Linearkombination von ab-
geschlossen Punkten, d.h.

D =
∑
x∈ eX

nx · x

mit nx ∈ Z und nx 6= 0 für endlich viele x ∈ X̃. Seien D =
∑
nx · x und

D′ =
∑
n′x · x zwei Divisoren auf X. Wir setzen

D ≤ D′ :⇐⇒ nx ≤ n′x für alle x ∈ X̃

Wir erhalten damit eine partielle Ordnungrelation auf Div(X).

Sei f ∈ K(X) eine rationale Funktion, dann gilt ordx(f) 6= 0 für endlich viele
x ∈ X̃. Wir erhalten also einen Divisor (f) auf X:

(f) :=
∑
x∈ eX

ordx(f) · x

Ein Divisor der Form (f) heiÿt Hauptdivisor.

De�nition 9.2.2 Sei D ein Divisor auf X. Dann bezeichnet

deg(D) :=
∑
x∈ eX

nx

den Grad von D.

Bemerkung 9.2.3 Sei X eine vollständige Kurve, und sei D ein Hauptdivisor
auf X, dann gilt degD = 0.

De�nition 9.2.4 Sei X eine vollständige Kurve, dann ist der C-Vektorraum
ΩX/ SpecC endlich-dimensional. Die natürliche Zahl

g := dimC ΩX/ SpecC

heiÿt das Geschlecht von X.

Der folgende Satz ist eine Abschätzung, die direkt aus dem Satz von Riemann-
Roch folgt.
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Satz 9.2.5 Sei X eine vollständige Kurve vom Geschlecht g, und sei D ein
Divisor auf X. Setze

L(D) := {f ∈ K(X) | (f) +D ≥ 0}

dann ist L(D) ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum und es gilt

dimC L(D) ≥ deg(D) + 1− g

�

Nun können wir unser Hauptresultat formulieren:

Folgerung 9.2.6 Sei X eine vollständige Kurve vom Geschlecht g, und sei
P ∈ X ein abgeschlossener Punkt. Dann existiert eine nicht-konstante rationale
Funktion z ∈ K(X) \ C, die P als einzigen Pol, wobei die Polordnung in P
höchstens g + 1 ist, hat. Das heiÿt

ordP (z) ≥ −(g + 1)

und für einen abgeschlossenen Punkt Q ∈ X gilt

ordQ(z) ≥ 0

Beweis:
Setze D := (g + 1) · P , dann gilt deg(D) = g + 1. Aus Satz 9.2.5 folgt

dimC L(D) ≥ (g + 1) + 1− g = 2

Also existiert ein z ∈ K(X) \ C mit (f) ≥ −D.

�
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10 De�nitionskörper

Im Folgenden ist C ein algebraisch abgeschlossener Körper. In diesem Abschnitt
werden wir sehen, daÿ für einen Morphismus t : X −→ P1

C die Kurve X und
der Morphismus t über einer endlichen Erweiterung des Modulkörpers de�niert
sind.

Für den Beweis des Satzes von Belyi benötigen wir den Spezialfall C = C.

De�nition 10.0.7 Sei t : X −→ P1
C ein endlicher Morphismus, und sei P ∈ X

ein abgeschlossener Punkt. U(X, t, P ) bezeichnet diejenigen Körperautomorphis-
men σ ∈ Aut(C), für die ein Isomorphismus fσ : X −→ X existiert, so daÿ
fσ(P ) = P gilt und folgendes Diagramm kommutiert.

Xσ
fσ //

tσ

��

X

t

��

(P1
C)σ

Proj(σ)
// P1

C

Ich erinnere daran, daÿ die zugrundeliegenden Schemata von X und Xσ iden-
tisch sind. Auch die Morphismen t und tσ sind als Morphismen zwischen Sche-
mata identisch.

Insbesondere gilt U(X, t, P ) ⊂ U(X, t)7. Den Fixkörper von U(X, t, P ) be-
zeichnen wir mit M(X, t, P ).

Bemerkung 10.0.8 Für σ ∈ U(X, t, P ) ist fσ sogar eindeutig bestimmt.

Denn: Sei gσ ein weiterer Isomorphismus mit den beiden Eigenschaften von fσ.
Dann gilt fσ ◦ g−1

σ (P ) = P und g−1
σ ◦ fσ(P ) = P .

X
g−1

σ //

t

��

Xσ
fσ //

tσ

��

X

t

��

X
fσ◦g−1

σ //

t
  A

AA
AA

AA
A X

t
~~}}

}}
}}

}}

P1
C

Proj(σ)−1

// (P1
C)σ

Proj(σ)
// P1

C P1
C

Nach Lemma 2.2.4 gilt fσ ◦ g−1
σ = id und g−1

σ ◦ fσ = id, daraus folgt gσ = fσ.

�

Bemerkung 10.0.9 Sei σ ∈ U(X, t, P ), dann induziert das eindeutig gegebene
fσ einen Körperautomorphsimus f∗σ : K(X) −→ K(X). Insbesondere kommu-
tiert das folgende Diagramm:

K(X) K(X)
f∗σoo

C(T )

t∗

OO

C(T )

t∗

OO

σ
oo

7siehe De�nition 8.1.1
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Wir erhalten also eine Gruppenoperation von U(X, t, P ) auf K(X).

Lemma 10.0.10 Sei t : X −→ P1
C ein endlicher Morphismus, und sei Q ∈ P1

C

ein Q-rationaler Punkt. Sei P ∈ t−1(Q), dann ist die Körpererweiterung
M(X, t, P ) : M(X, t) endlich algebraisch.

Beweis:
Sei σ ∈ U(X, t). Q ist Q-rational, also ist Q nach Bemerkung 4.3.2 invariant
unter Proj(σ). Zu σ existiert ein Morphismus fσ : Xσ −→ X, so daÿ das
Diagramm

Xσ
fσ //

tσ

��

X

t

��

(P1
C)σ

Proj(σ)
// P1

C

kommutiert, damit ist t−1(Q) invariant unter fσ. Ich erinnere daran, daÿ die
Morphismen t und tσ als Morphismen zwischen Schemata identisch sind.

Wir betrachten den Quotienten t−1(Q)/Aut(t), wobei wir zwei Punkte P1

und P2 aus der Faser von Q identi�zieren, falls ein ϕ ∈ Aut(t) existiert, so daÿ
ϕ(P1) = P2 gilt. U(X, t) operiert auf t−1(Q)/Aut(t) via

U(X, t)× t−1(Q)/Aut(t) −→ t−1(Q)/Aut(t)
(σ, P ) 7−→ fσ(P )

Diese De�nition ist unabhängig von der Wahl von P und fσ, denn sei P 1 = P 2

und seien fσ und gσ gemäÿ der De�nition von U(X, t) gewählt. Es existiert ein
r ∈ Aut(t) mit r(P1) = P2. Setze s := gσ ◦r◦f−1

σ , dann ist s ein Isomorphismus.
Zu zeigen ist s ∈ Aut(t) und s(fσ(P1)) = gσ(P2), damit wäre die Wohlde�niert-
heit gezeigt. In den folgenden Umformungen werde ich nicht zwischen t und tσ

unterscheiden.

t ◦ s = t ◦ (gσ ◦ r ◦ f−1
σ )

= (t ◦ gσ) ◦ r ◦ f−1
σ

= (Proj(σ) ◦ t) ◦ r ◦ f−1
σ

= Proj(σ) ◦ (t ◦ r) ◦ f−1
σ

= Proj(σ) ◦ t ◦ f−1
σ

= t

Damit ist s ∈ Aut(t) gezeigt. Es fehlt noch s(fσ(P1)) = gσ(P2).

s ◦ fσ(P1) = (gσ ◦ r ◦ f−1
σ ) ◦ fσ(P1) = gσ ◦ r(P1) = gσ(P2)

Damit ist die Wohlde�niertheit gezeigt. Man sieht leicht, daÿ wir eine Gruppen-
operation erhalten haben.

U(X, t, P ) ist der Stabilisator von P , denn: Jedes Element aus U(X, t, P )
läÿt insbesondere P invariant. Sei nun σ ∈ Stab(P ) dann steht P in relation
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mit fσ(P ), d.h. es existiert r ∈ Aut(t) mit r(fσ(P )) = P . gσ := r ◦ fσ ist dann
der gesuchte Isomorphismus, d.h. gσ(P ) = P . Damit gilt U(X, t, P ) = Stab(P ).
Nach Bemerkung 5.3.1 hat U(X, t, P ) endlichen Index in U(X, t), und nach Lem-
ma 5.2.5 ist die Körpererweiterung M(X, t, P ) : M(X, t) endlich algebraisch.

�

Lemma 10.0.11 Sei P ∈ X ein abgeschlossener Punkt und s ∈ OX,P ein
lokaler Paramter. Sei f ∈ K(X) mit n := − ordP (f) ≥ 1, d.h. f hat einen Pol
der Ordnung n in P . Dann hat f eine eindeutige Darstellung

f =
a−n
sn

+
a−(n−1)

sn−1
+ . . .+ ao + r

mit a−n, . . . , a0 ∈ C und r ∈ mP .

Beweis:
Es gilt K(X) = Q(OX,P ), also hat f eine Darstellung f = a

b mit a, b ∈ OX,P .
Wir können annehmen, daÿ der Bruch soweit gekürzt ist, daÿ vp(a) = 0 und
vP (b) = n gilt. Auÿerdem können wir annehmen, daÿ der Bruch mit einer
Einheit erweitert wurde, so daÿ b = sn gilt. Wir erhalten damit f = a

sn mit
a ∈ OX,P .

Nach Lemma 3.1.3 hat a eine eindeutige Darstellung a = a−n+bmit a−n ∈ C
und b ∈ mP . Wir erhalten f = a−n

sn + b
sn . Wegen vp(b) > 0 gilt − ordP ( b

sn ) < n,
also hat f eine eindeutige Darstellung f = a−n

sn + f ′ mit − ordP (f ′) < n. Diese
Zerlegung führen wir mit f ′ erneut durch, bis schlieÿlich vp(f ′) > 0 gilt, d.h.
f ′ ∈ mP .

�

Theorem 10.0.12 Sei t : X −→ P1
C ein endlicher Morphismus, dann sind X

und t über einer endlichen Erweiterung von M(X, t) de�niert.

Der Funktionenkörper von P1
C
ist isomorph zum Körper der rationalen Funktio-

nen in einer Veränderlichen C(T ). Sei K(X) der Funktionenkörper von X, dann
induziert t : X −→ P1

C
einen Körperhomomorphismus t∗ : C(T ) −→ K(X).

Nach Folgerung 3.3.10 ist die Menge der kritischen Werte von t endlich, wir
wählen einen Q-rationalen Punkt Q ∈ P1

C
, der kein kritischer Wert von t ist.

Wir wählen ein P ∈ t−1(Q), dann ist P kein kritischer Punkt von t und nach
Bemerkung 9.1.2 ist t unverzweigt in P .

Nach Folgerung 9.2.6 existiert eine nicht-konstante rationale Funktion
z ∈ K(X) \ C, so daÿ P der einzige Pol von z ist. Wir wählen z so, daÿ die
Polordnung n := − ordP (z) im Punkt P minimal ist.

Nach Bemerkung 4.3.3 können wir einen lokalen Parameter r ∈ mQ so wählen,
daÿ r invariant unter Aut(C), also insbesondere invariant unter U(X, t, P ) ist.
Sei ϕ der durch t induzierte lokale Ringhomomorphismus im Punkt P , dann
ist s := ϕ(r) ∈ mP ebenfalls invariant unter U(X, t, P ), wie man anhand des
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Diagramms aus Bemerkung 10.0.9 erkennen kann. Nach Lemma 10.0.11 hat z

eine eindeutige Darstellung

z =
a−n
sn

+
a−(n−1)

sn−1
+ . . .+ ao + r mit r ∈ mp

Setze z′ := 1
a−n

· z − a0
a−n

. Seien a′i die Koe�zienten von z′, dann gilt a′−n = 1
und a′0 = 0.

z′ ist damit eindeutig bestimmt, denn sei z′′ ∈ K(X), so daÿ P der einzige
Pol von z′′ ist, wobei die Polordnung minimal ist und a′′−n = 1, a′′0 = 0 gilt. Dann
hat z′ − z′′ keinen Pol n− ter Ordnung in P und ist wegen der Minimalität von
n damit konstant. Nun gilt z′− z′′ ∈ mp∩C, also z′− z′′ = 0. Von nun an nehmen
wir an, daÿ z diese Eigenschaften hat, d.h. es gilt z = z′.

Der durch den Körperhomomorphismus

z∗ : C(T ) −→ K(X)
T 7−→ z

induzierte Morphismus z ist nach Satz 9.1.4 in P total verzweigt. Setze
t := t∗(T ) ∈ K(X) \ C, dann gilt C(t, z) ∼= K(X). Um das zu sehen, zeigen wir,
daÿ die Körpererweiterung K(X) : C(t, z) Grad 1 hat. Es existiert eine Kurve Y
über C, so daÿ C(t, z) ∼= K(Y ) gilt. Die Inklusion π∗ : C(t, z) ↪→ K(X) induziert
einen endlichen Morphismus π : X −→ Y . Wir erhalten insgesamt folgendes
kommutative Diagramm:

P1
C

Y

``AAAAAAA

~~}}
}}

}}
}

X

z

uujjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

t

iiTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTπoo

P1
C

Nach Bemerkung 9.1.3 multiplizieren sich die Verzweigungsindizes beim Kom-
positum. t ist unverzweigt in P , d.h. der Verzweigungsindex in P ist 1. Der
Verzweigungsindex von π in P ist damit ebenfalls 1. z ist total verzweigt in P ,
d.h. der Verzweigungsindex in P stimmt mit dem Grad von z überein. Da sich
die Grade von endlichen Morphismen zwischen vollständigen Kurven ebenfalls
multiplizieren, ist auch π in P total verzweigt. Damit hat π Grad 1 und es gilt
[K(X) : K(Y )] = 1.

Der lokale Parameter s aus OX,P wurde so gewählt, daÿ er invariant un-
ter U(X, t, P ) ist. σ ∈ U(X, t, P ) induziert einen lokalen Ringisomorphismus
OX,P −→ OX,P , es gilt vP (z) = vP (σ(z)). In Punkten 6= P ist die Bewertung
gröÿer gleich 0, also hat σ(z) einen Pol minimaler Ordnung in P als einzigen
Pol. Seien ai die Koe�zienten von σ(z), dann gilt a−n = 1 und a0 = 0. Wir
hatten vorher gesehen, daÿ z mit diesen Eigenschaften eindeutig bestimmt ist,
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also gilt σ(z) = z. Wir wissen nun, daÿ z invariant unter U(X, t, P ) ist. t ist per
Konstruktion ebenfalls invariant unter U(X, t, P )8, d.h. t, z ∈ K(X)U(X,t,P ).

Setze k := M(X, t, P ). Es gilt C(t)U(X,t,P ) = k(t). z ist algebraisch über
k(t), denn z hat ein normiertes Minimalpolynom mz =

∑
aiX

i ∈ C(t)[X]. Für
σ ∈ U(X, t, P ) gilt σ(mz)(z) =

∑
σ(ai)zi = σ(

∑
aiz

i) = σ(mz(z)) = 0. Also
ist σ(mz) auch ein normiertes Minimalpolynom von z und damit gilt wegen der
Eindeutigkeit des Minimalpolynoms mz = σ(mz). Daraus folgt mz ∈ k(t)[X].

Wir betrachten den Integritätsring C[t, z] ∼= C[X1, X2]/(mz). Dann ist k[t, z]
ebenfalls ein Integritätsring und es gilt k[t, z]⊗k C ∼= C[t, z]. Damit ist die a�ne
Kurve SpecC[t, z] über k de�niert, K(X) ist birational äquivalent zu dieser, also
ist K(X) über k de�niert. t wird von dem Körperhomomorphismus t∗ indu-
ziert, dieser wird wiederum von dem Körperhomomorphismus k(T ) −→ k(t, z)
induziert. Nach Lemma 10.0.10 ist die Körpererweiterung k : M(X, t) endlich
algebraisch.

�

Als nächstes suchen wir eine Abschätzung für den Grad der Körpererweiterung
k : M(X, t). Dazu betrachten wir die Beweise von Lemma 10.0.10 und Theorem
10.0.12.

Bemerkung 10.0.13 Sei d der Grad von t, und sei a die Anzahl der Elemente
in Aut(t), dann gilt [M(X, t, P ) : M(X, t)] ≤ d

a .

Beweis:
Die Faser t−1(Q) hat nach Satz 9.1.4 genau d Elemente, da Q im Beweis von
Theorem 10.0.12 so gewählt wurde, daÿ Q kein kritischer Wert von t ist. Wir
betrachten nun t−1(Q)/Aut(t). Sei P ∈ t−1(Q), dann gilt nach Lemma 2.2.4
genau dann f(P ) = P für f ∈ Aut(t), wenn f = id gilt. Nach dem Burnsi-
de Lemma hat t−1(Q)/Aut(t) dann genau d

a Elemente. U(X, t) operiert auf
t−1(Q)/Aut(t), der Stabilisator von P ist U(X, t, P ). Nach Bemerkung 5.3.1 ist
der Index von U(X, t, P ) in U(X, t) höchstens d

a . Die Kurve X und der Mor-
phismus t sind über k = M(X, t, P ) de�niert, damit gilt Aut(C : k) ⊂ U(X, t).
Nach Lemma 5.2.1 ist U(X, t) damit abgeschlossen, und nach Lemma 5.2.5 gilt
[M(X, t, P ) : M(X, t)] ≤ [U(X, t, P ) : U(X, t)] ≤ d

a .

�

Nun können wir aus den Bemerkungen 8.2.4 und 10.0.13 eine weitere Gradab-
schätzung folgern:

Folgerung 10.0.14 Sei X eine vollständige Kurve über C, t : X −→ P1
C
ein

endlicher Morphismus vom Grad d, dessen kritische Werte in {0, 1,∞} liegen.
Sei a die Anzahl der Elemente in Aut(t), dann sind X und t über einem Zahl-
körper k de�niert mit

[k : Q] ≤ d

a
Md

8siehe Diagramm aus Bemerkung 10.0.9
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