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1 Einleitung

FEine projektive Kurve X {iber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper C' ist
iiber einem Unterkérper K C C definiert, falls X eine affine Uberdeckung hat,
so daf jeder affine Teil isomorph zu einer Losungsmenge von algebraischen Glei-
chungen tiber K ist. Der Satz von Belyi sagt aus, dal eine komplexe projektive
glatte Kurve X genau dann iiber einem Zahlkérper definiert ist, falls ein nicht
konstanter Morphismus X — P, existiert, der héchstens drei kritische Werte
besitzt. In dieser Arbeit werde ich einen Beweis dieses Satzes durchfiihren, dabei
richte ich mich nach dem Artikel “Belyi’s Theorem Revisited” von B. Kock.

Der Beweis des Satzes von Belyi hat zwei Richtungen. Einerseits miissen
wir zu einer Kurve, die bereits iiber einem ZahlkGrper definiert ist, einen Mor-
phismus nach P}, angeben, der hichstens drei kritische Werte hat. Das wird in
Kapitel 6 durchgefiihrt. Andererseits, wenn ein Morphismus X — P}, gegeben
ist, der hochstens drei kritische Werte besitzt, ist zu zeigen, daft X iber einer
endlichen Erweiterung von @ definiert ist, also {iber einem Zahlkérper. Diese
Richtung wird haufig als “obvious part” bezeichnet, was zutreffen mag, wenn
einem die Resultate von Weil bekannt sind. Den Beweis dieser Richtung zerlegt
B. Koéck in zwei Teile, dazu benutzt er den Modulkorper von ¢, der in Kapitel 8
definiert wird, als Zwischenschritt. Im ersten Schritt zeigt er, daf der Modulkér-
per von t eine endliche Erweiterung von @ ist. Im zweiten Schritt wird gezeigt,
dafs die Kurve iiber einer endlichen Erweiterung des Modulkérpers definiert ist.
Zuvor hatte J. Wolfart in seinem Beweis den absoluten Modulkérper der Kurve
X verwendet, allerdings ist der Beweis von B. Kock mit dem Modulkérper von
t einfacher.

Im Folgenden gebe ich eine kurze Ubersicht iiber den Beweis, der in dieser
Arbeit behandelt wird. Die einzelnen Schritte werden in der Sprache der Sche-
mata durchgefiihrt, dazu verwende ich folgende Formulierung des Satzes von
Belyi:

Theorem 1.0.1 Sei X eine vollstindige Kurve iber C. X ist genau dann tiber
einem Zahlkérper definiert, wenn ein endlicher Morphismus t : X — Pl exi-
stiert, der hochstens 3 kritische Werte besitzt.

Die einzelnen Schritte des Beweises werden in den Kapiteln 6, 8 und 10 ausge-
flihrt.

Zuerst nehmen wir an, daf ein Morphismus ¢ : X — P¢ mit hochstens
drei kritischen Werten existiert. Nachdem wir ¢ eventuell mit einer gebrochen-
linearen Transformation komponiert haben, kénnen wir annehmen, daf die kri-
tischen Werte von ¢ in {0,1,00} liegen. Der Modulkérper M (X,t) von t ist
nach Lemma 8.2.3 eine endliche Erweiterung von Q. X und ¢ sind nach Theo-
rem 10.0.12 {iber einer endlichen Erweiterung von M (X, t) definiert, damit ist
X insgesamt iiber einer endlichen Erweiterung von @, also einem Zahlkorper
definiert.

Falls X iiber einem Zahlktérper definiert ist, liefert uns das Belyi Verfahren
aus Kapitel 6 den gewiinschten Morphismus.



Konventionen:
e Alle betrachteten Korper haben Charakteristik 0
e Ringe sind kommutativ mit Einselement

e Alle Kurven sind glatt



2 Vorbereitungen I

Im folgenden ist C' ein algebraisch abgeschlossener Kérper und alle auftretenden
Korper haben Charakteristik O.

2.1 Varietiten

Definition 2.1.1 Fin Schema X heifst integral, falls fir jedes offene U C X
der Ring Ox y ein Integritdtsring ist.

Definition 2.1.2 Eine Varietat dber einem Kdérper K (kurz K-Varietdt) ist
ein integrales Schema X mit einem Strukturmorphismus

X £ Spec K
welcher separiert und von endlichem Typ ist.

“von endlichem Typ” bedeutet in diesem Fall, dak X eine offene Uberdeckung
durch (Spec A;);=1..., hat wobei jedes A; eine endlich erzeugte K-Algebra ist.
Schreibweise: Wenn wir von der Varietit X —— Spec K sprechen, bezeichnen
wir diese kurz mit X.

Bemerkung 2.1.3 Sei Ox die Strukturgarbe von X, dann gilt fir jede offene
affine Teilmenge U C X:

1. Ox(U) ist eine endlich erzeugte K -Algebra.

2. FirV C U offen ist die Restriktion Ox(U) — Ox (V) ein K-Algebren-
homomorphismus.

Beispiele

1. Affine Varietiiten: Sei A eine endlich erzeugte K-Algebra, die ein Integri-
téatsring ist, d.h. A = K[X; --- X,,]/I, wobei I ein Primideal in K[X; - -+ X,,]
ist. Dann ist das affine Schema Spec A zusammen mit dem durch die Inklu-
sion K — A induzierten Morphismus Spec A — Spec K eine K-Varietit.

2. P} als projektives Schema zu einem algebraisch abgeschlossenen Korper
C.

Definition 2.1.4 Seien X und Y Varietiten iber einem Kérper K mit den
Strukturmorphismen ¢ und 1. Fin Morphismus von Schemata f : X — Y
heifit Morphismus von K-Varietdten, falls folgendes Diagramm kommu-
tiert:




Definition 2.1.5 Sei X ein integrales Schema, Ox die zugehirige Strukturgar-
be. Eine rationale Funktion auf X wird durch ein Paar (U, f) reprisentiert, wo-
bei U C X offen und nicht leer ist und f € Ox,y gilt. Wir identifizieren zwei
durch (U, f) und (V,g) reprisentierte rationale Funktionen miteinander, falls

flunv = gunv gilt. Die Menge der rationalen Funktionen auf X bezeichnen wir
mit K(X).

Man sieht leicht, daf die auf den Paaren (U, f) definierte Relation eine Aquiva-
lenzrelation ist.

Bemerkung 2.1.6 K(X) ist ein Kérper.

Wenn X eine K-Varietit ist, so ist K(X) eine K-Algebra. Die Einbettung
K — K(X) hangt vom Strukturmorphismus ¢ : X — Spec K ab. K(X) selbst
héngt lediglich vom zugrunde liegenden Schema X ab.

Definition 2.1.7 Seien X und Y irreduzibe Schemata. Eine rationale Abbil-
dung von X nach 'Y wird durch ein Paar (U, f) reprisentiert, wobei U ein of-

fenes Unterschema von X ist und U LY ein Morphimus von Schemata. Wir
identifizieren zwei durch (U, f) und (V,g) reprisentierte rationale Abbildungen
miteinander, falls fiuny = glunv- D-h. das Diagramm

unv

N

kommutiert.

Definition 2.1.8 Seien X und Y K-Varietiten und X —> Y eine rationale
Abbildung. f heifit iber K definiert, falls f durch einen Morphismus von K-
Varietdten reprdasentiert wird.

Jede rationale Abbildung X — Y, die durch einen Morphismus reprisentiert
wird, dessen stetiges Bild dicht ist, induziert einen Koérperhomomorphismus
K(Y) — K(X) zwischen den Funktionenkérpern. Jeden Morphismus zwischen
Schemata kann man als rationale Abbildung auffassen.

In Kapitel 8 wird der Modulkdrper eines endlichen Morphismus X — ]Plc
definiert, dazu bendtigen wir die folgende Definition:

Definition 2.1.9 Sei 0 € Aut(K) ein Korperautomorphimus, und sei X eine
K -Varietit mit dem Strukturmorphismus ¢ : X — Spec K. Dann erhalten wir
durch Kompositum mit Speco : Spec K — Spec K eine neue K-Varietit mit

. S . . R
dem Strukturmorphismus X —2> Spec K 2257 Spec K. Diese bezeichnen wir
mit X°.



Die zugrundeliegenden Schemata von X und X sind identisch. Die K-Varietéten
X und X7 unterscheiden sich lediglich in den Strukturmorphismen nach Spec K.

Seit: X — Y ein Morphismus zwischen K-Varietiten, und sei o € Aut(K).
Dann ist auch ¢ : X7 — Y7 ein Morphismus zwischen K-Varietédten, wie man
leicht sieht. Wir bezeichnen diesen Morphismus dann mit ¢7.

Beispiel:
Sei X eine affine Varietdt, d.h. X = Spec A mit A = K[X; --- X,,]/I. Dann ist
die Varietiit X¢ isomorph zur Varietit Spec B mit B = K[X; --- X,,] /o~ 1(1).

Definition 2.1.10 Sei L ein Kérper, und sei X eine Varietdt tiber L. Sei
K C L ein Unterkiorper, dann heifft X dber K definiert, falls eine K-Varietdt
Xk existiert, so dafl

X = XK XSpec K SpecL

gilt.
Bemerkung 2.1.11 X und Xg haben die gleiche Dimension.

Definition 2.1.12 Seien X und Y Varietiten diber L, die bereits iiber K de-
finiert sind. Sei f : X — Y ein Morphismus von L-Varietiten. Dann heifit
f dber K definiert, falls ein Morphismus fx : Xg — Yi von K-Varietiten
ezistiert, so daf folgendes Diagramm kommutiert:

XX

S

Y ¢——Y

Definition 2.1.13 Eine (glatte) Kurve iber C ist eine C-Varietit X, deren
zugrundeliegendes Schema eindimensional ist, wobei fir jeden abgeschlossenen
Punkt x € X der lokale Ring Ox , ein diskreter Bewertungsring ist.

Wir betrachten ausschlieRlich glatte Kurven, daher wird der Zusatz “glatt” weg-
gelassen.

Sei X eine Kurve iiber C' und K(X) deren Korper der rationalen Funktionen
von X, dann gilt deg,(K(X) : C') = 1. Die Korpererweiterung K (X) : C(T) ist
endlich, aus dem Satz vom primitiven Element folgt dann, daft K (X) iber C von
hochstens zwei Elementen erzeugt wird, d.h. K(X) = C(a,b) mit a,b € K(X).
Umgekehrt existiert zu jeder endlich erzeugten Kérpererweiterung 6~v0m Tran-
szendenzgrad 1 tiber C eine vollstindige Kurve Y, so daff K(Y) = C gilt.

Definition 2.1.14 Sei X ein (glatte) Kurve, dann heifit X vollstdndig, falls
zu jedem diskreten Bewertungsring R, der zwischen K und K(X) liegt, ein
x € X existiert, so daff R = Ox , gilt.

Satz 2.1.15 Seien X und Y wvollstindige Kurven iiber K, und sei S C X eine
endliche Teilmenge von abgeschlossenen Punkten. Sei ¢ : X \ S — Y ein
Morphismus von K-Varietdten, dann existiert eindeutig eine Fortsetzung

p: X —Y von .



Folgerung 2.1.16 Jede rationale Abbildung zwischen zwei vollstindigen Kur-
ven X und Y, die dber C' definiert ist, wird von einem Morphismus X — Y
reprasentiert. FEin Kérperhomomorphismus K(Y) — K(X) induziert einen
Morphismus X — Y.

2.2 Endliche Morphismen

Definition 2.2.1 Seien X und Y C-Varietiten, und sei f : X — Y ein
Morphismus. Dann ist f ein endlicher Morphismus, falls fir jede offene
affine Teilmenge V = Spec A C Y das Urbild U := f~1(V) affin ist, also
U = Spec B gilt, und B vermdge dem induzierten Morphismus A — B eine
modulendliche A-Algebra ist.

Sei f : X — Y ein endlicher Morphismus zwischen Kurven iiber C', dann ist das
Bild jeder offenen Teilmenge dicht in Y. Damit induziert f einen Kérperhomo-
morphismus f* : K(Y) — K(X), dieser ist injektiv. Insbesondere sind damit
die induzierten Ringhomomorphismen zwischen den affinen Koordinatenringen
und auch die lokalen Ringhomomorphismen injektiv.

Satz 2.2.2 Seien X und Y Kurven, und sei X wvollstindig. Sei f : X — Y
ein nicht-konstanter Morphismus. Dann gilt

1. f st ein endlicher Morphismus
2. f(X)=Y
3. Y ist vollstindig.
Beweis: Proposition 6.8 auf S.137 in [Ha]

Seien X und Y vollstidndige Kurven, und sei f ein endlicher Morphismus. Dann
ist der Grad der Korpererweiterung K (X) : K(Y) endlich. Wir definieren den
Grad von f als den Grad der Kérpererweiterung K(X) : K(Y). Wir wissen,
dafs sich Grade von Korpererweiterungen multiplizieren, d.h. seien L : M und
M : K endliche Kérpererweiterungen, dann gilt [L : K] = [K : M]-[M : K]. Per
Definition multiplizieren sich die Grade von endlichen Morphismen ebenfalls.

Definition 2.2.3 Seien X und Y Kurven dber C, und seit : X — Y ein
endlicher Morphismus. Aut(t) bezeichne die Gruppe derjenigen Isomorphismen
f: X — X, firdieto f=1 gilt.

x ——x

N

Lemma 2.2.4 Seien X und Y Kurven iber C, und seit: X — 'Y ein endli-
cher Morphismus. Sei P € X, so daff t unverzweigt in P ist. Sei f: X — X
aus Aut(t) mit f(P) = P, dann ist [ die Identitdit.



X % X
Y
Beweis:

t bzw. f induziert einen lokalen C-Algebrenhomomorphismus

Wt - Oy_’f(p) — OXJD bzw. pf OX’p — Ox,p im Punkt P. Sei r € Oy_’f(p)
ein lokaler Parameter, dann ist s := ¢;(r) ebenfalls ein lokaler Parameter, da ¢
unverzweigt in P ist.

Oy r(p

Es gilt

or(s) = r(ee(r)) = @u(r) = s
Damit ist ¢y die Identitét, da ¢y durch das Bild des lokalen Parameters s
eindeutig bestimmt ist. f induziert einen Kérperhomomorphismus
f*: K(X) — K(X) dieser ist die Identitit, da K(X) der Quotientenkdrper
von Ox p ist. Damit ist auch f die Identit&t.

O

Definition 2.2.5 Seienpy: Y, — X und py : Y1 — X endliche Morphismen
zwischen Kurven tber C. (Y1,p1) und (Ya,p2) heiffen isomorph als endliche
Morphismen nach X, falls ein Isomorphismus f : Y1 — Y5 ezistiert, so daf

p2o f=p1 git
Yy —> Y,

N

Bemerkung 2.2.6 Die soeben definierte Relation zwischen endlichen Morphis-
men ist eine Aquivalenzrelation.

Die Begriindung ist die gleiche wie die von Bemerkung 7.1.7.



3 Differentiale

In diesem Abschnitt werden die kritischen Punkte von Morphismen zwischen
Kurven definiert. Das Ziel ist dann, die Menge der kritischen Punkte eines endli-
chen Morphismus zu kennzeichnen. Wir werden sehen, daf diese mit dem Trager
einer Garbe iibereinstimmt und sogar endlich ist.

Ich erinnere daran, daf bei uns alle Kérper Charakteristik 0 haben. Im Fol-
genden ist C' ein algebraisch abgeschlossener Kérper und K ein nicht notwendig
algebraisch abgeschlossener Korper.

3.1 Tangential- und Cotangentialraum

Definition 3.1.1 Sei A ein Ring, B eine A-Algebra und M ein B-Modul. Fine
Abbildung d : B — M heifit A-Derivation, falls folgendes gilt:

1. d ist additiv
2. d geniigt der Produktregel
3. d(a) =0 fir allea € A
Die Menge aller A-Derivationen d: B — M bezeichnen wir mit Der 4 (B, M).

Definition 3.1.2 Sei A ein Ring, B eine A-Algebra, dann ist der Modul der
relativen Differentialformen von B iber A ein B-Modul Qp,4 mit einer
A-Derivation dg/a : B — Qp 4, welche folgende universelle Eigenschaft hat:

Zu jeder A-Derivation v in einen B-Modul M existiert eindeutig eine B-lineare
Abbildung w : Qp/4 — M, so daf wodp/s = v gilt.

dp/a
B——————Qpja

fw
v :
<

M

Eine solche Derivation dg,4 kann man zu jeder A-Algebra B konstruieren.

Sei A eine lokale K-Algebra mit maximalem Ideal m, und sei v : A — M eine
K-Derivation, dann gilt nach der Produktregel v(m?) C mM, denn

a,b € m = v(ab) = av(b) + bv(a) € mM

Wenn nun M = A/m gilt, ist der Kérper M vermdge der Quotientenabbildung
ein A-Modul, und es gilt mM = 0. Das heifit, die im Folgenden hé&ufig auftre-
tenden Derivationen v : A — A/m verschwinden auf m?.

Lemma 3.1.3 Sei A eine lokale K - Algebra mit mazimalem Idealm. Sei K =2 A/m
als K-Algebren, dann hat jedes a € A eine eindeutige Darstellung a = a1 + ao
mit a1 € K und ag € m.



Beweis:
Setze a1 := (amodm) (man denke an den K-Algebrenisomorphismus) und
as = a — a1. Dann gilt a; € K, und es gilt as € m, denn

(a2 modm) = (amodm) — (a; modm) = (amodm) — (eamodm) =0
Aus K N'm = {0} folgt die Eindeutigkeit dieser Darstellung.
O

Bemerkung 3.1.4 Sei A ein kommutativer Ring, S C A ein multiplikatives
System, Ag die Lokalisierung nach S und j : A — Ag die kanonische “Finbet-
tung”. Dann gibt p — j(p)As eine Bijektion zwischen den Primidealen p C A
mit pNS = 0 und den Primidealen von Ag. Sei q : A — Ay die Quotien-
tenabbildung, dann gilt As/j(p)As = (A/p)[q(S9)].

Definition 3.1.5 Sei X eine C-Varietdtl, v € X ein abgeschlossener Punkt und
Ox o der Halm in x. Sei my; C Ox , das mazimale Ideal, dann heifst

1. Derc(Ox 5, C) der Tangentialraum von X im Punkt x.
2. m;/m2 der Cotangentialraum von X im Punkt z.

Bemerkung 3.1.6 Es gilt C = Ox ,/m,; und damit ist C dber die Quotien-
tenabbildung q : Ox , — C ein Ox ;-Modul.

Beweis:
Ox 4 ist die Lokalisierung einer endlich erzeugten C-Algebra, d.h. Ox ; = Ap,
wobei A eine endlich erzeugte C-Algebra sei und m C A ein maximales Ideal.
Aus dem Hilbertschen Nullstellensatz folgt C' =2 A/m. Nach Bemerkung 3.1.4
gilt
Am/mAm = A/m
Insgesamt erhalten wir
Ox /My = Ap/mAn = A/m
O

Satz 3.1.7 Der Tangential- und Cotangentialraum sind C-Vektorrdume und es
gilt
Home (m, /m2, C) = Derc(Ox 4, C)

Beweis:
Sei v € Derg(Ox ., C), dann gilt v(m2) = 0. Wir erhalten eine Linearform
v' :m,/m2 — C, indem wir v repriisentantenweise operieren lassen. Man sieht
leicht, daf diese Zuordnung C-linear ist.

Diese Zuordnung ist auch injektiv, denn sei v' = 0, dann gilt vy, = 0. Zu
zeigen ist nun v = 0. Sei a € Ox , dann kénnen wir o nach Lemma 3.1.3 als
Summe aus a; € C und ag € m; schreiben. Also gilt

v(a) =v(a1) +v(az) =0+0=0

10



Jetzt miissen wir noch sehen, daf diese Zuordnung surjektiv ist. Sei
w :m,/m2 — C eine Linearform. Wir definieren eine Abbildung v : Oxqo—C
wie folgt: Fiir a = a1 + as mit a; € C und ay € m, setze v(a) := w(az). Dann
gilt trivialerweise v(c) = 0 fiir ¢ € C. Seien nun a = ay + as und b = by + by aus
Ox 4. Dann gilt

v(ab) v((a1 + az)(by + b2))
v(a1bs) + v(azby)
a1v(be) + biv(az)
= av(b) + bv(a)
Also ist v eine C-Derivation auf Ox .. Es gilt v/ = w, damit ist die Surjektivitét
gezeigt.

O

Folgerung 3.1.8 Sei X eine Kurve (Erinnerung: wir betrachten ausschliefilich
glatte Kurven), v € X ein abgeschlossener Punkt, dann sind der Tangentialraum
und der Cotangentialraum eindimensionale C-Vektorrdume.

Beweis:

Ox, ist ein diskreter Bewertungsring, also ist m/m? ein eindimensionaler C-
Vektorraum. Nach Satz 3.1.7 ist der Tangentialraum der Dualraum vom Cotan-
gentialraum, also ist auch der Tangentialraum eindimensional.

O

Sei ¢ : A — B ein K-Algebrenhomomorphismus, und sei v : B — M eine
K-Derivation in einen B-Modul M. Vermoge ¢ ist M dann ein A-Modul, und
vop:A— M ist eine K-Derivation auf A, denn seien a,b € A, dann gilt

v(p(ad)) = v(p(a)p(b)) = ¢(b)v(p(a)) + p(a)v(p(b)) = bu(p(a)) + av(p(b))

und wegen der K-Linearitit von ¢ gilt vo p(k) =0 fiir k € K. Additivitat gilt
trivialerweise und damit ist gezeigt, dak v o ¢ eine K-Derivation ist.

Seien A und B nun zusétzlich lokale K-Algebren, ¢ ein lokaler K-Algebren-
homomorphismus und seien m 4 und mp die entsprechenden maximalen Ideale. Es
gelte A/my & K = B/mp. K ist iiber die Quotientenabbildung g5 : B — B/mp
ein B-Modul und ist vermoge ¢ ein A-Modul. Andererseits ist auf K eine
A-Modulstruktur iiber die Quotientenabbildung g4 : A — A/my4 erklédrt. In
beiden Fillen erhalten wir dieselbe A-Modulstruktur. Um das einzusehen, ist
ga = qp o ¢ zu zeigen (Gleichheit bezieht sich auf die kanonische Identifikation
iiber die K-Algebrenisomorphismen). Sei a € A, dann kénnen wir a nach Lem-
ma 3.1.3 als Summe aus a; € K und as € my schreiben. Es gilt p(my) C mp,
also gp o p(az) = 0 = ga(az). ¢ ist ein K-Algebrenhomomorphismus, also gilt
auch ggop(a1) = qa(ay). Daraus folgern wir, daf fiir v € Der(B, K) die zuriick-
gezogene Derivation v o ¢ in Der(A4, K) liegt. Wir kénnen nun eine Abbildung

Der(B,K) — Der(A,K)

VvV > vop

11



definieren, diese Abbildung nennen wir Tangentialabbildung.

Seien X und Y C-Varietdten und sei f : X — Y ein Morphismus von C-
Varietiten. Sei € X ein abgeschlossener Punkt, dann induziert f {iber die
Strukturgarben einen lokalen C-Algebrenhomomorphismus

®: OY,f(w) - OX,x

Sei m;, das maximale Ideal von Ox , und my(,) das maximale Ideal von Oy, ().
Es gilt p(mg(,)) C my, daraus folgt p(m?,)) C m3, also wird in natiirlicher Weise
eine C-lineare Abbildung

P mf(fr)/m?”(:z;) — m, /m3
durch ¢ induziert. ¢ heifst dann die Cotangentialabbildung von f in x.
Bemerkung 3.1.9 Die C-lineare Abbildung zwischen den Tangentialrdumen
Derg(Ox,.,C) — Derc(Oy ¢, C)
v — vop
ist die duale Abbildung zu @.

Diese Abbildung heifst Tangentialabbildung von f in x.

Beweis:

Sei v € Derc(Ox 4, C), dann erhalten wir eine Linearform v’ : m,/m2 — C
(sieche Beweis von Satz 3.1.7). Zu zeigen: v/ o = (vo¢)'. Sel Iz € mf(w)/mfc(x)

mit g € my(,), dann gilt vo p(u) = v' o O(7).
u

Der Cotangentialraum 148t sich auch anders beschreiben und zwar mit dem
Modul der relativen Differentialformen. Dazu definieren wir die Ox ,-lineare
Abbildung

1) my — QOXJ/C

m — do, ., /c(m)

wobei Qo /¢ den Modul der relativen Differentialformen von Ox , iiber C
bezeichne und do, , /¢ die zugehdrige Derivation. Es gilt s(m2) C m:Qoy /0

also kénnen wir eine Abbildung 5 definieren:

Satz 3.1.10 Die C-lineare Abbildung

0 mx/mi - Qox,m/c/mﬂﬁgox,m/c

m — doy,/c(m)

st ein Isomorphismus.

12



Beweis:

Wir definieren eine C-Derivation v : Ox, — m,/m2. Sei a € Ox,, dann
kénnen wir a nach Lemma, 3.1.3 als Summe aus a; € C und ay € m, schreiben.
Setze v(a) := azmodm?, dann ist v eine C-Derivation, denn per Definition
gilt Additivitdt und v(c) = 0 fiir ¢ € C. Die Rechnung zum Nachweis der
Produktregel ist analog zu der aus dem Beweis von Satz 3.1.7. Zu v existiert nun
eindeutig ein w : Qo ., — m,/m?, so daf folgendes Diagramm kommutiert:

doX:l:/C
C))(,m E— ” SZC’xyw/(j

m, /m2
Qox../c wird von {do, ,/c(a) | a € m,} erzeugt und es gilt
w(do, ., /c(a)) = v(a) = amodm?. Wir schrénken nun von Ox , auf m, ein und

betrachten dann erneut alles modulo m2, damit erhalten wir folgende kommu-
tative Diagramme:

5 9 5
My — QOX,I/C mw/mg; - ” QOX‘m/C/meOX,m/C
w w
2 2
mm/mm mf/mm

Die Wohldefiniertheit von w folgt aus der Ox ,-Linearitdt von w und daraus,
daf m, -m, /m2 = 0 gilt. Nach dem obigen Diagramm ist w ein Linksinverses von

d. Man sieht leicht, dafs § o w auf den Erzeugenden die Identitét ist, damit ist
w ebenfalls ein Rechtsinverses.

d

Vermége ¢ ist Qo /¢ ein Oy j)-Modul und v := do, /¢ o ¢ ist eine C-
Derivation auf Oy f(,). Es existiert eindeutig ein ¢ : Qo ;. ./c — Qoy ,/c:
so dafs folgendes Diagramm kommutiert.

doy, ¢(.\/C
f(x)
Oy f@) ————— QOY,f(z)/c

QOX,T,/C

Auf den Erzeugenden {do, ,,/c(a) | a € Oy fu)} von Qoy ., gilt nun

P
dov,fm/o(a) — doy.,/c(p(a))

13



Es gilt ’(/J(mf(z)Q(gwa(w)/c) C mQoy , 0, denn sei mv € my)Qoy () o Mit
m € myy und v € Qoy, ;o dann gilt Y(mv) = p(m)Y(v) € mQo,y , o, da
ein lokaler Ringhomomorphismus ist. Wir kénnen nun eine Abbildung

¥ Qoy s /C/M@) 20y 1 0yje — Q0x0/0/MeR0x 40

in naheliegender Weise definieren. Mit dem so definierten 1/7 kommutiert das
folgende Diagramm.

mf(I)/m?”(:lf) m-'li/m?r;

Sl ri
¢
QOYJ(w)/C/mf(:v)QOY,f(m)/c — Qox.m/c/mmgox,w/c

Daher wissen wir nun, daft ¢ den gleichen Rang wie 12 hat. Seien X und Y
Kurven, dann ist @ genau dann die Nullabbildung, wenn 1 die Nullabbildung
ist. Das ist wiederum &quivalent dazu, dak die Tangentialabbildung im Punkt
z die Nullabbildung ist.

3.2 Kritische Punkte

Definition 3.2.1 Sei f : X — Y ein Morphismus zwischen Kurven tber C,
und sei x € X ein abgeschlossener Punkt. Dann heifit x kritischer Punkt
von [ und f(x) kritischer Wert von f, falls eine der folgenden dquivalenten
Bedingungen erfillt ist:

1. die Tangentialabbildung Derc(Ox ., C) — Derc(Oy ¢(a),C) aus Satz
3.1.9 ist die Nullabbildung

2. Cotangentialabbildung ¢ ist die Nullabbildung
3. Cotangentialabbildung auf Differentialformen 1; ist die Nullabbildung
Wir bezeichen die Menge aller kritischen Punkte von f mit Crit(f).

Bemerkung 3.2.2 Fin Isomorphismus zwischen Kurven iber C hat keine kri-
tischen Punkte.

Beweis:
Ein Isomorphismus zwischen lokal geringten Radumen induziert in jedem Punkt
einen Isomorphismus zwischen den lokalen Ringen.

O

Fiir den Beweis von Satz 3.2.5 ben&tigen wir eine bekannte Tatsache:

14



Satz 3.2.3 Sei R ein Ring, und seien U, V,W R-Moduln. Dann ist die Sequenz
von R-Moduln
U—V —W-—0

genauv dann exakt, falls fir alle R-Moduln M die induzierte Sequenz
0 — Hompg(W, M) — Hompg(V, M) — Hompg (U, M)
exakt ist.

Beweis: Theorem 1 auf S.227 in [Bb]

Lemma 3.2.4 Sei A ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m, und sei M ein
A-Modul, der von einem Element erzeugt wird. Ist x € M \ mM, dann erzeugt
x den Modul M.

Beweis:

Sei y € M ein Erzeugendes von M, dann existiert a € A mit z = ay. Aus
x & mM folgt a € m, also ist a invertierbar. Nun gilt y = ¢~ 'z und damit ist =
ein Erzeugendes von M.

O

Satz 3.2.5 Seien A - B % ¢ Ringhomomorphismen, dann gibt es in na-
tirlicher Weise eine exakte Sequenz von C-Moduln.

QB/A ®p C QC/A = QC/B —0
mit v(dpa(b) ®1) = dcya(b) und u(dcya(c)) = doyp(c).

Beweis:
Gemil Satz 3.2.3 zeigen wir, dafs die exakte Sequenz von C-Moduln

0 — Home (Qc 5, M) “ Home (R a, M)~ Home(Qp/4 @5 C, M)
fiir alle C-Moduln M exakt ist.

Die B-Derivation d¢/p : C' — §¢/p ist auch eine A-Derivation, also exi-
stiert eindeutig ein C-lineares u : Qc/4 — Q¢/p, so dab uodg/a = do/p gilt,
d.h. u(dcya(c)) = deyp(c) fiir alle ¢ € C.

d
C—C/A>QC/A

dC/BJ e
Qc/B

Sei nun M ein C-Modul. Sei 2 € Hom(Q¢/p, M), dann erhalten wir eine B-
Derivation zodg/p € Derg(C, M). Aus der Definition des Moduls der relativen
Differentialformen folgt, daf diese Zuordnung ein Isomorphismus ist, also gilt

Derp(C, M) = Hom(Q¢ /5, M)

15



Analog gilt
Der4(C, M) = Hom(Qc/a, M)

Sei x € Hom(QC/B,M), dann gﬂt X o dC/B =xOo (uodC/A) = u*(x) o dC/A-
Die durch = gegebene B-Derivation stimmt mit der durch u*(z) gegebenen A-
Derivation iiberein, also entspricht u* der Inklusionsabbildung
Derp(C, M) — Der4(C, M).

Die A-Derivation dg/a : € — Q¢4 gibt uns eine A-Derivation

d ~
B-L, ¢ =& Qcya- Es existiert eindeutig ein B-lineares v, so daf

vo dB/A = dC/A ogqg gllt, d.h. f’l\}/(dB/A(b)) = dC/A(b) fiir alle b € B.

dp/a

B—————p/a

gl ‘7
dcya v

C———Qcya

Nun machen wir den B-Modul Q2,4 iiber das Tensorprodukt zu einem C-
Modul. Sei i : Qp/q4 — Qp/a @p C die kanonische “Inklusion”, dann existiert
eindeutig ein C-lineares v : Qp/q ®p C — Q¢/4, so daff voi = v gilt.

Qpa ———Qpa®pC

k
Qc/a

Fiir v gilt dann v(dp/a(b) ® 1) = dc/4(b) fiir alle b € B.

Sei x € Homg(Q2p/a ®p C, M), dann gilt x o € Homp(2p/4, M). Diese
Zuordnung ist ein Isomorphismus. Wir ordnen nun x € Hom¢g(Qp,4 @ C, M)
eine A-Derivation auf B wie folgt zu: xoiodp/a.

Sei z € Homg(Q¢ )4, M), dann erhalten wir eine A-Derivation
rodasa € Dery(C,M). Wir schrénken diese Derivation auf B ein, dann gilt
ro(dojaog) =x0(Wodpja) =wo(voiodpsy) =v*(x)oiodp/s. Wir sehen
nun, da v* der Einschrinkung Der4(C, M) — Der4(B, M) entspricht.

Man sieht sehr leicht, dafs

0 — Derg(C, M) — Ders(C, M) — Dera(B, M)
exakt ist.

O

Satz 3.2.6 Sei f: X — Y ein Morphismus zwischen Kurven, und sei x € X
ein abgeschlossener Punkt. x ist genau dann ein kritischer Punkt von f, wenn

Qox,z/oy,f(z) 7& 0 gilt.
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Beweis:
Wie haben die Ringhomomorphismen C' — Oy ¢(,) LN Ox 4. Nach Satz 3.2.5
erhalten wir folgende exakte Sequenz von Ox ,-Moduln:

v u
QOyf(T)/C ®Oy7f(z) OX,QZ QOX,I/C QO}(,I/OyJ(m) 0

wobei v(doy ,/c(f) ® a) = doy ;.,,c © p(f) - a gilt.

x ist kein kritischer Punkt von f ist Aquivalent dazu, daf {/; (siehe Definition
3.2.1) nicht die Nullabbildung ist. Das wiederum ist dquivalent dazu, dak ein m
aus Qoy /o \mQoy . unter ¢ getroffen wird. Nach Lemma 3.2.4 ist m ein
Erzeugendes von Qo /¢ und damit wire v surjektiv. Wegen der Exaktheit ist
v genau dann surjektiv, wenn v die Nullabbildung ist, und das ist dquivalent zu
QOX,,T/OY,f(a;) =0.

d

3.3 Garben von Differentialformen

Definition 3.3.1 Sei F eine Garbe (von Gruppen, Ringen, Moduln) auf einem
topologischen Raum X, dann heifit

suppF :={P € X | Fp # 0}

der Trdger von F.
Sei U C X eine offene Teilmenge und s € F(U), dann heifit

supps:={P €U | sp # 0}
der Triger von s.

Wir wissen, dak wir zu einem gegebenen Ring A einen topologischen Raum
Spec A mit einer Garbe von Ringen O konstruieren kénnen. Sei nun M ein A-
Modul, dann kénnen wir eine Garbe M von Ox-Moduln, d.h. fiir U C X offen
ist M(U) ein Ox (U)-Modul, auf Spec A in analoger Weise konstruieren, so daf
fiir einen Punkt p € Spec A der Halm von M im Punkt p isomorph zu My ist

und fiir eine offene Basismenge D(f) C Spec A der Modul M(D(f)) isomorph
zu My ist. Mit den folgenden zwei Lemmata werden wir sehen, daf der Triger
einer solchen Garbe abgeschlossen in Spec A ist.

Lemma 3.3.2 Sei A ein Ring und M ein A-Modul. Sei m € M und Annm
das Ideal {a € A | am = 0}, dann gilt

suppm = V(Annm)

Beweis:

Sei p € suppm, d.h. das Bild von m in My ist ungleich 0. Nach der Definition
der Lokalisierung von Moduln ist 7+ € My genau dann ungleich %, wenn fiir alle
h € A stets h € p = hm # 0 gilt. Das ist dquivalent zu hm = 0 = h € p
fiir alle h € A, und das ist eine andere Schreibweise fiir Annm C p. Also gilt

p € V(Annm).
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O

Lemma 3.3.3 Sei A ein Ring und M ein endlich erzeugter A-Modul. Sei Ann M
das Ideal {a € A | am = 0 fiir alle m € M}, dann gilt

supp M = V(Ann M)

Beweis:
Seien myq,...,m, die Erzeugenden von M. Es gilt

1. Aasn M = ﬁ Ann(m;)
i=1

3

n —_—
2. | supp(m;) = supp M
i=1

1=

Zu. 1
“C” ist klar, es bleibt “D” zu zeigen. Sei a € (JAnn(m;) und m € M,
dann hat m eine Darstellung m = Y A;m;. Es gilt a-m =Y \ja-m; = 0.
Damit ist @ € Ann M gezeigt.

Zu. 2
“C” ist klar, es bleibt “2” zu zeigen. Sei p € supp M, dann existiert ein
x € M, dessen Bild in My ungleich Null ist. Wir kénnen z als x = 3 \ym;
schreiben. Fiir ein 4 ist das Bild von m; in My ungleich Null, damit liegt
p im Triger von m;. Also gilt p € Jsuppm;.

Es gilt

V(Ann M) = V(ﬂ Annm;) = U V(Annm;) = U supp m; = supp M
i=1

i=1 i=1
Die vorletzte Gleichheit folgt aus Lemma 3.3.2.
O

Folgerung 3.3.4 Sei A ein Ring und M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann
ist der Triger von M abgeschlossen in Spec A.

Definition 3.3.5 Sei X ein Schema und F eine Garbe von Ox-Moduln auf X,
d-h. fiir U C X offen ist F(U) ein Ox (U)-Modul. Die Garbe F heifit kohdrent,
falls X eine offene affine Uberdeckung (Spec A;)icr hat, so daff zu jedem i € I

ein endlich erzeugter A;-Modul M; existiert, so dafi F(Spec A;) = M gilt.

Der Triger einer kohérenten Garbe ist nach Folgerung 3.3.4 stets abgeschlossen,
da Abgeschlossenheit eine lokale Eigenschaft ist.
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Satz 3.3.6 Seien A’ und B A-Algebren, und sei B' = B®a A’. Dann gilt
Qprja = Qp/a@p B’

Insbesondere gilt fiir eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge S C B
Qgs-1p/4a =25 ' Qpja

ohne Beweis

Lemma 3.3.7 Seien A und B Integrititsringe, f : A — B ein Ringhomo-
morphismus und S C B eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge. Setze
T := f~1(S), dann gilt

Qps/a =Qpgjar

Beweis:
Jede Ap-Derivation auf Bg ist insbesondere eine A-Derivation. Umgekehrt ist
auch jede A-Derivation auf Bg eine Ap-Derivation, denn sei v : Bg — M eine
A-Derivation in einen Bg-Modul M, und sei ¢ € Ap,dh.a € Aundt €T C A.
Es gilt

0:1.1}(1):1.@(1.0 :1@.1}@)“@(1)) :vC)

Aus der Produktregel folgt v (%) = 0. Damit ist gezeigt, dafl v auch eine Ap-
Derivation ist.

Wir wissen nun, daf dpg 4 und dpg a4, beide universelle Ap-Derivationen
sind. Aus der universellen Eigenschaft folgt damit die Isomorphie.

O

Sei f: X — Y ein endlicher Morphismus zwischen Kurven. Sei V' 2 Spec A
eine affine Teilmenge von Y, dann ist U := f~1(V) affin, d.h. U = Spec B. Wir
erhalten dann eine Garbe (25,4)™~ von Oy-Moduln auf dem affinen Untersche-
ma U.

Nun konnen wir die Garbe 2x/y von Ox-Moduln auf X definieren, indem
wir X und Y affin iiberdecken und die zugehdrigen Garben (Qp/4)~ zusam-
menkleben. {2x/y ist insbesondere eine kohdrente Garbe.

Lemma 3.3.8 Seien A und B K-Algebren, und sei f : A — B ein modulend-
licher K-Algebrenhomomorphismus. Dann ist B vermdge [ eine A-Algebra und

es gilt (QB/A)(O) =0.

Beweis:

Qp/a wird von {dp/a(b) | b € B} erzeugt, wir zeigen dak jedes dieser Erzeu-
genden ein Torsionselement ist, d.h. zu b € B existiert ein 0 # ¢ € B, so dak
c-dpja(b) = 0 gilt. Wenn das gezeigt ist, folgt die Behauptung, denn es gilt
(B/a)©) = B) ®B 2p/4 nach Lemma 3.3.6 mit S := B\ {0} und Lemma
3.3.7. Fiir 1®dp,4(b) mit b € B gilt

1 1 1
1 ®dB/A(b) = <C 'C) ®dB/A(b) = - ®CdB/A(b) = - ®0=0
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Es bleibt noch zu zeigen, daf dp,4(b) mit b € B ein Torsionselement ist. Jede
modulendliche Ringerweiterung ist eine ganze Ringerweiterung. Sei nun b € B,
n

dann erfiillt b eine Ganzheitsgleichung iiber A, d.h. 3" a;b' = 0 mit a; € A

=0
und a, = 1. Wir nehmen an, da die Ganzheitsgleichung so gewahlt ist, dafs n
minimal ist. Man sieht leicht, daR dg 4 (") = nb™'dp,4(b) gilt. Bei uns haben
alle Kérper Charakteristik 0, also hat n ein Inverses in B.

n n n—1 .
1 AN . i1,
0= EdB/A <E a;b ) = ;:1 aiib" 'dp/a(b) = ( E Qi1 b ) dp/a(b)

=0 1=0

n—1 . .

Aus der Minimalitdt von n und aus a,, = 1 folgt ¢ := 'Zo Git1 %bz # 0. Damit
1=

ist gezeigt, dak dp,4(b) ein Torsionselement ist.

O

Folgerung 3.3.9 Seien X = SpecB und Y = SpecA affine Kurven dber
C, und sei f : X — Y ein endlicher Morphismus. f wird von einem C-
Algebrenhomomorphismus A — B induziert und es gilt

Crit(f) = suppQp/a
Tnsbesondere ist Crit(f) abgeschlossen in Spec B.

Beweis:
Nach Lemma 3.3.8 gilt (0) ¢ supp Q2p,4. Nun betrachten wir die abgeschlossenen
Punkte.
Sei mp ein maximales Ideal in B, und sei my C A das Bild von mpg unter
f. B ist in natiirlicher Weise eine A-Algebra und es gilt nach Satz 3.3.6 mit
S:=B \ mp
(Qp/a)ms = Qo /a

B, ist eine Ap ,-Algebra vermoge dem induzierten lokalen Ringhomomorphis-
mus. Nach Lemma 3.3.7 gilt

Qb /a = sy /Ay,
insgesamt erhalten wir dann
(Qp/a)ms = Qpyjag
Aus Satz 3.2.6 folgt damit die Behauptung.
O

Folgerung 3.3.10 Sei f : X — Y ein endlicher Morphismus zwischen Kur-
ven. Dann ist die Menge der kritischen Punkte von f abgeschlossen und damit
endlich.
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Denn: Sei V C Y affin, dann ist auch U := f~1(V) affin. Die Menge der kriti-
schen Punkte von f); ist dann nach Folgerung 3.3.9 abgeschlossen in U. Nun
ist Angeschlossenheit eine lokale Eigenschaft, damit ist die Menge der kritischen
Punkte von f abgeschlossen.

Der generische Punkt ist kein kritischer Punkt, also ist die Menge der kriti-
schen Punkte von f endlich.

O
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4 Die projektive Gerade

Im Folgenden ist C' ein algebraisch abgeschlossener Kérper. In diesem Abschnitt
werden einige Eigenschaften des projektiven Schemas P, die wir spiiter bend-
tigen werden, betrachtet.
Wir betrachten den Polynomring in zwei Veriinderlichen C[X,Y]. Sei
St = (X,Y) das von X und Y erzeugte Ideal. Die zugrundeliegende Menge
von
P := Proj C[X,Y]

besteht aus denjenigen homogenen Primidealen p € C[X,Y], die echt in S
enthalten sind. Dazu gehort der nicht-abgeschlossene Punkt (0) und die abge-
schlossenen Punkte p € P}, von der Form p = (aX +bY) mit (a,b) € C?\{(0,0)}.

Die abgeschlossenen Mengen in P{, sind Teilmengen von der Form
V(I)={p€e P, |ICp} mit einem homogenen Ideal I C C[X,Y].

4.1 Polynome als Morphismen

Im Folgenden werden wir sehen, wie man ein nicht-konstantes Polynom
f € C[X] als Morphismus P}, — P, auffassen kann. Zuniichst betrachten
wir den einfacheren Fall, indem wir zu einem gegebenen Polynom f einen Mor-
phismus Spec C[X] — Spec C[X] konstruieren. Anschliefend werden wir diese
Konstruktion auf P}, erweitern.

Sei f € C[X] ein Polynom. Wir definieren einen C-Algebrenhomomorphismus

ffO0X] — C[X]
X — f

Dieser induziert einen Morphismus
Spec f* : Spec C[X] — Spec C[X]
Sei (X — A) € Spec C[X] ein abgeschlossener Punkt, dann gilt

Spec f*((X = X)) = (X — ) mit 1 = f(A)

Denn: A eine Nullstelle von f — p, also gilt f — p € (X — ). f — p ist das Bild
von X — p unter f*, also umfaft das Urbild vom Ideal (X —\) das Ideal (X — ).
Aus der Maximalitat von (X — u) folgt die Gleichheit. Man sieht genauso leicht,
dak der generische Punkt (0) unter Spec f* auf selbigen abgebildet wird.

Wir konnen also die Punkte aus C mit den abgeschlossenen Punkten aus
Spec C[X] identifizieren, so dak diese Identifikation mit f — Spec f* vertriig-
lich ist. Mit dem folgenden Lemma erhalten wir eine Kennzeichung der kriti-
schen Punkte von Spec f*. Filir den Beweis wird eine Bemerkung aus Kapitel
9.1 bendtigt.

Lemma 4.1.1 Sei (X — \) € Spec C[X] ein abgeschlossener Punkt, dann ist
(X — )\) genau dann ein kritischer Punkt von Spec f*, wenn f'(A) = 0 gilt.
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Beweis:

Setze p := f(A), dann ist A eine Nullstelle von f — pu, d.h. f —p € (X — N). Es
gilt f —p € (X — \)? genau dann, wenn \ eine mehrfache Nullstelle von f — u
ist. Nun ist allgemein bekannt, daft A genau dann eine mehrfache Nullstelle von

f—pist, wenn f'(A) = (f — p)'(X) =0 gilt.
Spec f* induziert einen lokalen Ringhomomorphismus
(2 C[X](X—M) - C[X](Xf)\)
X — f

zwischen nach maximalen Idealen lokalisierten Polynomringen. X —p und X — A
sind die Erzeugenden der entsprechenden maximalen Ideale.

Nun gilt f/(A) = 0 genau dann, wenn X — i unter o nach (X —\)? abgebildet
wird. Nach Bemerkung 9.1.2 ist daf dquivalent dazu, daf (X — A) ein kritischer
Punkt von Spec f* ist.

d

Nun werden wir f einen Morphismus P}, — P}, zuordnen. Sei n der Grad von
f(X),und sei F(X,Y):=Y"f (é) die Homogenisierung nach Y. Es gilt n > 1,
da f nicht-konstant ist. Wir definieren einen C-Algebrenhomomorphismus

F*:CX,)Y] — C(C[X,Y]
X +— F
Y — YY"
F™* ist injektiv, und homogene Polynome werden unter F* auf homogene Poly-
nome abgebildet. Umgekehrt sind auch die Urbilder homogener Polynome ho-
mogen. Wir betrachten nun die Urbilder homogener Primideale. Das Urbild von
(V) ist (V). Wegen der Injektivitdt von von F* ist das Urbild von (0) ebenfalls
(0). Es fehlt noch das Urbild von (X — AY) mit A € C.
Setze p := f(\), dann ist X — A ein Teiler von f — u, d.h. es existiert ein
g € C[X] mit
f=p=g- (X=X

Wir homogenisieren beide Seiten der Gleichung nun nach Y-
X X X
yn". 2 - = vYyr.q(Z). (£ =
0(F)w) = ra3) ()
n n—1 X
— F(X,)Y)—uY" = Y" ' .g v (X = XY)
Also ist X — \Y ein Teiler von F(X,Y) — pY™, damit gilt

F(X,Y)—pY™ € (X — XY)

Damit ist (X — pY") im Urbild von (X — AY) enthalten. Nun ist (X — pY") ein
maximales homogenes Ideal, daraus folgt die Gleichheit.
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Wir erhalten damit eine stetige Abbildung
Proj F* : ProjC[X,Y] — Proj C[X,Y]

Als nichstes werden wir die kritischen Punkte von Proj F* kennzeichnen.
Wir betrachten das affine Unterschema D, (Y) C P(, das sind alle Punkte
bis auf den Punkt im unendlichen (V). Es gilt Spec C[X] = D, (Y), und der
Morphismus Proj F™*|p_ (y) entspricht dem Morphismus Spec f*. Wir erhalten
folgendes Resultat:

Folgerung 4.1.2 (X — \Y) ist genau dann ein kritischer Punkt von Proj F*,
wenn f'(A) =0 gilt.
4.2 Gebrochen-lineare Transformationen als Morphismen

Wir betrachten bijektive gebrochen-lineare Transformationen Z:is, d.h. es gilt

det{z Z};ﬁo

Zu einer gegebenen gebrochen-linearen Transformation definieren wir einen C-
Algebrenhomomorphismus

CX,Y] — C[X,Y]
X — aX+0bY
Y — X +dY

Nun betrachten wir die Urbilder von Punkten aus D4 (Y'), also Punkte der Form
(X — AY) mit X € C. Dazu unterscheiden wir zwei Félle:

A # —%:
Das Urbild von (X — X\Y) ist das Ideal (X — pY) mit p = K2, Denn:
Das Bild von X — Y ist (aX +bY) — p(cX +dY). Wir multiplizieren mit

der Einheit ¢\ + d:

(eA+d)(aX +bY) — (aA+b)(cX +dY)

= (acA + ad — ach — be) X + (beh 4+ bd — ad\ — bd)Y
(
(

ad — bc) X + (beh — ad\)Y
ad —bc)X — AMad — be)Y
Wir dividieren nochmal durch ad — be # 0, dann wird X — \Y getroffen.

A= -4
Das Urbild von (X — AY) = (¢X + dY) ist das Ideal (V).

Wir kénnen gebrochen-lineare Transformationen also als Morphismen
P{ — P}, betrachten. Diese sind sogar Isomorphismen und haben deshalb
keine kritischen Punkte.

24



Satz 4.2.1 Seien x1,T2,23 € ]PlC paarweise verschiedene abgeschlossene Punk-
te. Dann existiert eine gebrochen-lineare Transformation q mit

1 +— 0, 20— 1, 3+ 00

Beweis:

Setze
r—T1 T2 — T3

q(l‘) = r—T3 X2 —T1

¢ ist bijektiv, da det [ Lo } £ 0 gilt,
1 I3

4.3 K-rationale Punkte
Sei o € Aut(C), wir definieren einen Ringhomomorphismus
ClX,Y] — C[X,Y]
Zainin — Za(aij)Xin

indem wir auf den Koeffizienten der Polynome operieren. Das Urbild vom Punkt
(aX +bY) € Pl ist (67 (a)X + 0~ 1(b)Y). Wir erhalten einen Isomorphismus

Proj(o) : (P&)? — P4
Das folgende Diagramm kommutiert:

- Proj(o)
(P¢) Lige

l |

Co————C

Spec(o)

Also ist die C-Varietét (P})? isomorph zur C-Varietét P¢. Der Funktionen-
korper K (Pt ) ist isomorph zum Kérper der rationalen Funktionen in einer Ver-
anderlichen, also C(X). Der durch Proj(o) induzierte Koérperautomorphismus
ist

Proj(o)*: C(X) — C(X)
acC +— o(a)
X — X

Definition 4.3.1 Sei K C C ein Unterkérper, dann heifit ein abgeschlossener

Punkt (aX +bY) € P{, K-rational, falls ein A € C existiert, so daff A\a, \b € K
gilt.
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Bemerkung 4.3.2 Fir o € Aut(C : K) sind K-rationale Punkte invariant
unter Proj(o).

Denn: sei (aX + bY) € Pl ein K-rationaler Punkt, d.h. es existiert ein A € C
mit Aa, \b € K. Es gilt

MecK=o0'M)ecK=0"'No a) e K
Analog gilt c=1(\)o~1(b) € K, also ist auch (o071(a)X + o~ 1(b)Y) K-rational.

Bemerkung 4.3.3 Sei (aX+bY) € P, ein K-rationaler Punkt, dann existiert
im lokalen Ring C[X,Y](ax+by)) ein lokaler Parameter, der invariant unter
Aut(C : K) ist.
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5 Galois Uberlegungen

Im Folgenden ist C' ein algebraisch abgeschlossener Kérper und alle auftretenden
Korper haben Charakteristik 0.

5.1 Galois Korrespondenz

Satz 5.1.1 (Fortsetzungssatz) Sei K ein Korper, C ein algebraisch abge-
schlossener Kérper und o : K — C ein Korperhomomorphismus. Fiir jede
algebraische Erweiterung L von K existiert eine Fortsetzung zu einem Korper-
homomorphismus o : L — C.

Beweis mit Zornschem Lemma.

O

Lemma 5.1.2 Sei K C C ein Unterkérper, dann kann jeder Kdérperautomor-
phismus o € Aut(K) zu einem Automorphismus auf ganz C fortgesetzt werden.

Beweis:
Sei 7 eine Transzendenzbasis von C : K. Nun lift sich jedes z € K(7) als
rationale Funktion in z1,...,zs € 7 mit Koeffizienten aus K auffassen. Also

konnen wir einen Kérperautomorphismus ¢ : K(7) — K(7) definieren, wobei
o fiir jedes 2 € K(7) auf den Koeffizienten operiert. Es gilt o = o und
0|, = id, also ist o eine Fortsetzung von o auf K (7). Als néchstes miissen wir
o zu einem Automorphismus auf C fortsetzen. C' : K(7) ist eine algebraische
Erweiterung und ¢ ist ein Kérperhomomorphismus von K(7) nach C. Nach
Satz 5.1.1 existiert eine Fortsetzung @ : C — C von ¢. Das Bild von 7 ist ein
algebraisch abgeschlossener Unterkérper von C, da C algebraisch abgeschlossen
ist. Also gilt Im@ = C, damit ist & ein Kérperautomorphismus.

Il
Anwendung von Lemma 5.1.2:
Satz 5.1.3 Sei K C C Unterkérper, dann gilt

CAut(C:K) - K

Beweis:

C”
bh
Sei x € C' \ K. Es ist zu zeigen, daf ein o € Aut(C : K) existiert, so dak

o(x) # z gilt.

Fall 1: z ist transzendent iiber K
Wiéhle 0 € Aut(K(x) : K) mit o(z) = —z. o kann nach Lemma 5.1.2
zu einem Automorphismus auf ganz C fortgesetzt werden.
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Fall 2:
x hat ein Minimalpolynom m, € K[X]. Sei

N :={z e C|my(z) =0}

die Nullstellenmenge von m,, dann ist K (V) der Zerfillungskorper
von mg. my ist separabel, also kénnen wir ein o € Aut(K(N) : K)
mit o(x) # x wihlen. o kann zu einem Automorphismus auf ganz C
fortgesetzt werden.

D”
”
klar per Definition

O

Definition 5.1.4 Eine Untergruppe U C Aut(C) heifit abgeschlossen, falls ein
Unterkorper K C C mit U = Aut(C : K) existiert.

Bemerkung 5.1.5 U C Aut(C) abgeschlossen = U = Aut(C : CY)

Beweis:
Sei U abgeschlossen, d.h. U = Aut(C : L) mit einem Unterkorper L C C. Nach
Satz 5.1.3 gilt CY = L und daraus folgt U = Aut(C : CY).

O

Wir erhalten damit eine Galois Korrespondenz zwischen den abgeschlossenen
Untergruppen von Aut(C') und den Unterkérpern von C':

K — Aut(C:K)
U — CY

5.2 Unendliche K&6rpererweiterungen

Lemma 5.2.1 Sei U C Aut(C) eine Untergruppe und K : CY eine endliche
Kérpererweiterung mit Aut(C : K) C U. Dann ist U abgeschlossen.

Beweis:

Wenn wir K durch seinen normalen Abschluft ersetzen, gelten die Vorausset-
zungen weiterhin, also kénnen wir annehmen, daf K : CU eine normale und
damit galoissche Korpererweiterung ist. Wir haben nun den Einschrénkungsho-
momorphismus

o :Aut(C:CY) — Aut(K:0Y)

g O'|K

Per Definition gilt U C Aut(C : CY). Sei ¢(U) das Bild von U, dann gilt
K*W) = CU und daraus folgt ©(U) = Aut(K : CY), da die Kérpererweiterung
K : CY galoissch und endlich ist.
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Es gilt kerp = Aut(C : K) und Aut(C : K) C U C Aut(C : CY), also
erhalten wir einen Isomorphismus

Aut(C: CY)/ Aut(C : K) = Aut(K : CY)
und damit gilt U = Aut(C : CY).
(]

Bemerkung 5.2.2 Sei U C Aut(C) eine Untergruppe, und sei o € Aut(C) ein
Koérperautomorphismus. Dann gilt

CO’UG'71 — O'(CU)

Beweis:

reCV !l «— VreUx=oro ' (z)
— VreU.o Ha)=1(c" ()
— o tx)ec?
— zco(CY)

O

Lemma 5.2.3 Sei G eine Gruppe, H C G eine Untergruppe von endlichem
Index. Dann existiert eine Untergruppe N C G, die normal und von endlichem
Index ist, so daff N C H gilt.

Beweis:

Zuerst zeigen wir, dafs fiir Untergruppen H;, Hs von endlichem Index die Un-
tergruppe H; N Hy endlichen Index hat. Sei a € G, dann gilt

a(Hy; N Hy) = aHy NaHy. Nun haben Hy, Hy nur endlich viele Nebenklassen,
daraus folgt, dafs H; N Hy endlich viele Nebenklassen hat. Wir betrachten fiir
alle 0 € G die konjugierten c Ho~! von H, dann folgt induktiv, daf

N = ﬂ oHo !
oeG

endlichen Index in G hat. Es bleibt zu zeigen, daff N normal in G ist. Flir 7 € G
gilt

TNt7l=r <ﬂ 0H0_1> 7l = ﬂ (ro)H(to)™' = ﬂ cHo ' =N

ceG e oelG

O

Satz 5.2.4 Sei L ein Kdrper, G C Aut(L) eine endliche Untergruppe, und sei
K = LC der Fizkérper von G. Dann ist die Korpererweiterung L : K endlich
und galoissch.
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Beweis: Satz 4 auf S.140 in [Bo]

Lemma 5.2.5 Sei U C Aut(C) eine Untergruppe und V. C U eine Untergruppe
von endlichem Index. Dann ist die Kirpererweiterung CV : CY endlich algebra-
tsch. Falls V normal in U oder U abgeschlossen ist, gilt

[cV:.cY1<U:V]

Beweis:

Nach Lemma 5.2.3 existiert eine Untergruppe W C U, die normal und von end-
lichem Index ist, so dak W C V gilt. Wegen Bemerkung 5.2.2 gilt o(C") = CW
fiir alle o € U. Nun kénnen wir folgenden Gruppenhomomorphismus definieren:

0:U — Aut(CV:cY)

o > ocw
Es gilt W C ker ¢, damit erhalten wir kanonisch
:U/W — Aut(C":cY)

Nun gilt (C")#() = CY und aus U/W endlich folgt ¢(U) endlich. Also ist
CY c CW Fixkérper einer endlichen Gruppe, damit ist die Kérpererweiterung
C"W . CY nach Satz 5.2.4 endlich und galoissch. Daraus folgt

o(U) = Aut(CW : OY). Insbesondere ist CV : CU endlich, da C" ein Zwischen-
korper von CW : CU ist. & ist surjektiv, also gilt

[CW :CY) = # Aut(CV : CY) < #U/W = [U : W]

Damit gilt [CV : CU] < [U : V], falls V bereits normal in U ist.
W ist normal und von endlichem Index in V, also ist auch [CV : C'V] mit
dem gleichen Argument wie oben endlich und galoissch. Nun gilt allgemein:

[CV . CY]  #Auw(CY:CY)

[cV:.cY = OV V] = FAm(CV  OV) — #(Aut(C : CY)/ Aut(C : CV))

Sei U abgeschlossen, dann gilt U = Aut(C : CY) und V C Aut(C : CV). Daraus
folgt [CV : CY] < #U/V =[U : V].

O

5.3 Anhang: Untergruppen von festem Index

Bemerkung 5.3.1 Sei G eine Gruppe und X eine Menge, auf der G operiere.
Sei g € X, dann erhalten wir eine bijektive Abbildung

Yz, : G/ Stab(zg) — Gxg

Insbesondere ist der Orbit Gzy von xo genau dann endlich, wenn Stab(zg) end-
lichen Index in G hat.
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Satz 5.3.2 Sei G eine endlich erzeugte Gruppe. Sei d € N\ {0}, dann ist die
Anzahl der Untergruppen vom Index d endlich.

Beweis:
Sei U C G eine Untergruppe, dann erhalten wir eine Gruppenoperation

GxG/U — GJU
(9,2U) +— (gz)U

auf den Restklassen von G/U. Die Operation ist transitiv und der Stabilisator
der Restklasse U ist U selbst. G operiert nun auf einer endlichen Menge, wir
numerieren die Restklassen durch, wobei wir U die 1 zuordnen. G operiert dann
transitiv auf {1,...,d}, wobei Stab(1) = U gilt. Wir erhalten also eine surjek-
tive Zuordnung, wenn wir jeder transitiven Operation von G auf {1,...,d} die
Untergruppe Stab(1) vom Index d zuordnen.

Sei F' eine freie Gruppe vom Rang r, dann ist ein Gruppenhomomorphis-
mus F© — Sy, wobei Sy die Permutationsgruppe einer d-elementigen Menge
bezeichnet, durch die Bilder der freien Erzeugenden eindeutig bestimmt, d.h. es
gilt

#Hom(F,Sy) = (d)"

Eine Operation von G auf {1,...,d} ist das gleiche wie ein Gruppenhomo-
morphismus G — Sy. Nun ist G endlich erzeugt, also gilt

# Hom(G, Sq) < (dl)"
0

Satz 5.3.3 Sei G eine freie Gruppe vom Rang r. Sei d € N\ {0}, dann ist die
Anzahl M, 4 der Untergruppen vom Index d durch folgende Rekursionsformel
gegeben:

Nr,l = 1
d—1

Npg = d(d)™" = (d—i)" "N,
i=1

Beweis: Theorem 7.2.9 auf S.105 in [Hal]
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6 Belyi Verfahren

In diesem Abschnitt werden wir zu einer Kurve X iiber C, die bereits iiber Q'8
definiert ist, einen endlichen Morphismus ¢ : X — P{, konstruieren, so daf
dessen kritische Werte in {0, 1, 00} liegen. Damit wire fiir C = C eine Richtung
des Satzes von Belyi bewiesen.

Sei X eine Kurve {iber C, die bereits iiber Q¢ definiert ist, dann existiert
nach Lemma 6.1.3 ein endlicher Morphismus ¢; : X — PL, dessen kritische
Werte Q*8-rational sind. Sei S; die Menge der kritischen Werte von ¢, diese
ist nach Folgerung 3.3.10 endlich. Nach Lemma 6.2.7 existiert ein endlicher
Morphismus 5 : P, — P{, der jeden Punkt aus S; auf einen Q-rationalen
Punkt abbildet und dessen kritische Werte Q-rational sind. Sei nun S5 die Menge
der kritischen Werte von to, dann existiert nach Lemma 6.3.2 ein endlicher
Morphismus t3 : Pt — PL, der SaUta(S1) nach {0,1, 0o} abbildet und dessen
kritische Werte in {0,1,00} liegen. ¢ := t3 o tg o t; ist schlieblich der gesuchte
Morphismus.

6.1 FErster Schritt

Zu einer Kurve X iiber C, die bereits iiber einem algebraisch abgeschlossenen
Unterkérper N C C definiert ist, existiert ein nicht-konstanter Morphismus
t: X — IPlc, der iiber N definiert ist. Denn: Es existiert eine Varietdt X tiber
N, so daft X = Xn Xgpecny Spec C gilt. X ist dann nach Bemerkung 2.1.11
eine Kurve. Wir wihlen einen nicht-konstanten Morphismus ¢y : Xy — P,
dieser induziert einen Morphismus ¢ : X — IPlc. Ich erinnere daran, daf ein
Morphismus zwischen vollstindigen Kurven nach Satz 2.2.2 genau dann endlich
ist, wenn er nicht-konstant ist. Wir zeigen nun, daf die kritischen Werte von ¢
N-rational sind.
Fiir das Belyi Verfahren ist der Spezialfall N = Q®# interessant.

Lemma 6.1.1 Sei K’ : K eine Korpererweiterung, A eine K-Algebra und B
eine A-Algebra. Setze A’ .= AQkg K' und B’ := By K'.
Sei m : Spec B — Spec B die durch die Inklusion B — B’ induzierte Projek-
tion, dann gilt

m(supp Qpr/ar) C supp2p/a
Beweis:
Es gilt

B@aA'=B®s(A@k K')=(B®1A)@x K'=Box K'=B

Nach Satz 3.3.6 gilt Qp//ar = Qp/a ®p B'. Sei p € Spec B’ ein abgeschlossener
Punkt, dann induziert 7 einen lokalen Ringhomomorphismus ¢ : By ) — B{).
By ist damit ein By p)-Modul, also gilt By = By ) ®B,p, By.

(QB//A/)p g QB//A/ ®B/ B{)
(pja ®p B') ®p By

1
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I

QB/A ®B (B/ ®p Bt/))
Qp/a ®5 By

= Qp/a@p (B @5, 4 By)
= (2p/a®8 Bry) @5,y By
= (QB/A)xm) B, ) B{’

1%

Aus (Qpr/ar)p # 0 folgt damit (2p/4) ) # 0, d.h.
p € supp Qpr/ar = 7(p) € supp2p/a
O

Lemma 6.1.2 Sei N C C ein algebraisch abgeschlossener Unterkérper. Es
gilt C @y N[X] = C[X] und die durch N[X] — C[X] induzierte Projektion
Spec C[X]| — Spec N[X] bildet alle nicht N-rationalen Punkte auf

(0) € Spec N[X] ab.

Beweis:

Sei (X — A) € Spec C[X] ein nicht N-rationaler Punkt, d.h. A ¢ N und damit
ist A transzendent iiber N. Dann ist X — A fiir alle 0 # p € N[X] kein Teiler
von p. Also wird unter der Inklusion N[X]| — C[X] kein Element aus (X — )
aufter der Null getroffen.

0

Lemma 6.1.3 Sei X eine Kurve iber C, und sei t : X — Pl ein endlicher
Morphismus. Seien X und t dber einem algebraisch abgeschlossenen Unterkérper
N C C definiert. Dann sind die kritischen Werte von t N-rational.

Beweis:
X ist {iber N definiert, d.h. es existiert eine N-Varietdt X, so daf

X = XN Xgpec N SpecC
gilt. P}, ist iiber N definiert, es gilt
IPlc = IP}V X gpec N SpecC

Seien @ : X — Xy und B8 : P, — P} die kanonischen Projektionen. ¢
ist iber N definiert, d.h. es existiert ein Morphismus ty : Xy — PX von
N-Varietdten, so daft folgendes Diagramm kommutiert.

N |

Py P}
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Nach Bemerkung 2.1.11 hat X die gleiche Dimension wie X, ist also eindimen-

sional und ist damit eine vollstandige Kurve. ¢ ist ein nicht-konstanter Morphis-

mus, damit ist auch ¢, nicht-konstant. Also ist ¢y ein endlicher Morphismus.
Wir betrachten das affine Unterschema P}, \ {oo} = Spec N[X], dann gilt

APy \ {oo}) = Pg \ {00} = Spec C[X]

U =t (P} \ {oc}) ist wegen der Endlichkeit von ¢y ebenfalls affin, d.h.
U = SpecB Das Urbild U’ von U unter der Projektion « ist isomorph zu
Spec B’ mit B’ = B ®n C. Wir betrachten nun die kritischen Werte von ¢,
denn oo € IP}; ist ein N-rationaler Punkt und daher brauchen wir ihn nicht
zu betrachten. Wir kénnen uns nun auf affine Teile beschrinken und erhalten
folgendes kommutative Diagramm, wobei wir die Bezeichnungen fiir die Mor-
phismen beibehalten.

U U’

S

{oo} ¢——F—— P \ {o0}

P}

Es wird ein kommutives Diagramm von Ringhomomorphismen induziert:

B—— B =By C

T T

N{X] ClX]

Wir haben nun die C' bzw. N-Algebrenhomomorphismen C[X] — B’ und
N[X] — B. Die Menge der kritischen Punkte von ¢ stimmt nach Folgerung
3.3.9 mit supp s c(x) liberein. Nach Lemma 6.1.1 gilt
a(supp Qpr/cix]) C supp Qp/N(x]
Daraus folgt
supp Qp//crx] C o (supp Qp/n(x))
Die Menge der kritischen Werte von ¢ stimmt mit ¢(supp Qp/,¢(x]) iiberein. Es
gilt
t(supp Qp//cpx)) C tla™ (supp Qg nix))) C B (tn (supp Q5 /n(x)))
Fiir die letzte Inklusion brauchen wir die Morphismen nur als Abbildungen zu
betrachten. Es gilt 3ot =ty o «, insbesondere gilt dann
Bot(a™ (supp Qp/nix))) =t 0 ala” (supp Lp/nix)))
= Bot(a”(supp Qp/n1x])) C t(supp Qg /nix])
= B (Bot(a " (suppQp/nix)))) C B (tn(supp Qp/n(x]))
= t(a” (supp Qp/n(x))) C B (tn (supp 2p/n(x)))
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Damit sind nun alle Inklusionen in der obigen Kette gezeigt. Nach Lemma 3.3.8
ist (0) nicht in supp Qp,n1x] enthalten, und aus Lemma 6.1.2 folgt damit, daf
B~ (tn (supp Qp/nx])) ausschlieklich aus N-rationalen Punkten besteht.

O

6.2 Zweiter Schritt

Als néchstes werden wir zu einer endlichen Teilmenge S C P} von Qs-
rationalen Punkten einen nicht-konstanten und damit nach Satz 2.2.2 endlichen
Morphismus von IPlc nach IPlc konstruieren, der jeden Punkt aus S auf einen
Q-rationalen Punkt abbildet und dessen kritische Werte Q-rational sind.

Definition 6.2.1 Sei S C Q¢ eine Teilmenge. S heifit gegen Konjugationen
abgeschlossen, falls fiir jedes s € S und jeden Automorphismus o € Aut(Q¥8/Q)
stets o(s) € S gilt. D.h. o(S) = S fiir alle 0 € Aut(Q8/Q).

Bemerkung 6.2.2 Aus S C Q8 einelementig und gegen Konjugationen ab-
geschlossen folgt S C Q

Bemerkung 6.2.3 Sei p € Q[X], dann ist p(S) gegen Konjugationen abge-
schlossen, falls S gegen Konjugationen abgeschlossen ist.

Beweis:
Sei x € p(9), d.h. es existiert s € S mit p(s) = x. Es gilt

S ist gegen Konjugationen abgeschlossen, also gilt o(s) € S und daraus folgt
o(x) € p(5).

O

Bemerkung 6.2.4 Sei p € Q[X], dann ist N(p) := {z € Q& | p(z) = 0}
gegen Konjugationen abgeschlossen.

Beweis:
Sei z € Q8 mit p(z) = 0 und sei o € Aut(Q*8/Q). Es gilt

p(o(z)) = o(p(x)) =0(0) =0
O
Bemerkung 6.2.5 Sei S C Q2 eine endliche Teilmenge, dann existiert ei-

ne endliche Teilmenge S C Q& mit S C S, so daf S gegen Konjugationen
abgeschlossen ist.
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Beweis:
Fiir s € S bezeichne my; € Q[X] das Minimalpolynom von s iiber Q. Wir
definieren ein Polynom

pi= H ms

ses

Es gilt p € Q[X] und S C N(p). Setze S := N(p), dann ist S nach Bemerkung
6.2.4 gegen Konjugationen abgeschlossen.

O

Bemerkung 6.2.6 Sei S C Q*# endlich und gegen Konjugationen abgeschlos-
sen. Setze n := #S, dann existiert ein nicht-konstantes Polynom p € Q[X] vom
Grad n, so daf$ p(S) = {0} gilt.

Beweis:
Setze
p=[[X -9
seS
Sei o € Aut(Q*#/Q), dann ist 0|5 : S — S eine Permutation auf S, und damit
gilt o(p) = p. Daraus folgt p € Q[X].

O

Das folgende Lemma gibt uns den gewiinschten Morphismus, da wir Polynome
nach Abschnitt 4.1 als Morphismen von P}, nach P{, auffassen kdnnen.

Lemma 6.2.7 Sei S C Q& eine endliche Teilmenge. Es existiert ein nicht-
konstantes Polynom p € Q[X], so daf p(S) C Q gilt und alle kritischen Werte
von p in Q liegen.

Beweis:
Nach Bemerkung 6.2.5 konnen wir annehmen, dafs S gegen Konjugationen ab-
geschlossen ist. Induktion nach n = #5:

n<1:
Setze p(X) := X, dann hat p keine kritischen Werte und nach Bemerkung
6.2.2 gilt p(S) =S C Q.

n > 1:
Nach Bemerkung 6.2.6 existiert ein nicht-konstantes Polynom p; € Q[X]
vom Grad n mit p;(S) = {0}. p1’ hat hochstens n — 1 Nullstellen. Also
hat

Sy = pi{r e QY8 | p/(r) = 0}

h6chstens n — 1 Elemente und ist nach Bemerkung 6.2.3 und 6.2.4 gegen
Konjugationen abgeschlossen. Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein
nicht-konstantes Polynom ps € Q[X], so dak pa(S1) C @ gilt und alle
kritischen Werte von p, in @ liegen. Setze p := py o p1, damit gilt
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p(S) = p2{0} C Q. Es bleibt zu zeigen, daf alle kritischen Werte von p in
Q@ liegen. Es gilt
P(X) =p2(p1(X)) - p1'(X)

Sei z eine Nullstelle von p’, d.h. pa(p1(2)) ist ein kritischer Wert von p.

Fall 1:
pi'(2) =0 = pi(z) € S1 = p2(p1(2)) € p2(S1) C Q

Fall 2:
p2' (p1(2)) = 0 = p1(z) ist ein kritischer Punkt von p; = pa(p1(2))
ist ein kritischer Wert von ps = pa(p1(2)) € Q.

O

6.3 Dritter Schritt

Als letztes konstruieren wir einen nicht-konstanten und damit endlichen Mor-
phismus IPé — IPlc, der eine endliche Teilmenge S C ]Plc von Q-rationalen
Punkten nach {0,1, 00} abbildet, so daf die kritischen Werte in {0, 1,00} lie-
gen.

Da wir Polynome und gebrochen-lineare Transformationen als Morphismen
auffassen kénnen!, kénnen wir die folgenden Beweise ein wenig einfacher formu-
lieren.

Lemma 6.3.1 Sei x € Pt — {0,1,00} ein Q-rationaler Punkt. Dann existiert
ein nicht-konstanter Morphismus q, der {0,1, 00, z} nach {0,1, 00} abbildet und
dessen kritische Werte in {0,1,00} liegen.

Als erstes wihlen wir eine gebrochen-lineare Transformation go, die {0,1, 00, x}
nach {0,1, 00,2’} abbildet, wobei 2’ € (0,1) gilt. Wenn z bereits in (0,1) liegt,
setzen wir g := id. Falls = dies nicht erfiillt, gibt es zwei Fille:

Fall z < 0:
Setze qo 1=

1
l1—z
Fall z > 1:

Setze qo 1= %

Als néchstes withlen wir ein Polynom ¢, das {0, 1, 0o, 2’} nach {0, 1, oo} abbildet
und dessen kritische Werte in {0,1, 00} liegen. Nun gilt 2’ € (0,1), also hat 2’
eine Darstellung 2’ = " mit m,n € NT. Setze

(m + n)m+n

ml _ )"
g2 (1= 2)

q1(z) ==

Lsiehe Abschnitt 4.1 und 4.2
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Es gilt:

1. q1(0) =0
2. q1(1) =0
3. q1(00) =00
4 q(a) =1

Die Rechnung zu 4.:

m \" n " mmn"
"1 -2 = =
m+n m+n (m + n)m+n

Nun miissen wir noch die kritischen Werte von ¢; bestimmen.

¢i(2) = konst-mz™ 11— 2)" —2"n(1 —2)" !
= konst-z""11 —2)""Y(m(1 - 2) — zn)

= konst-z""1(1—2)""H(m — (m +n)2)

Als kritische Punkte kommen also 0, 1, 0o, 2 in Frage, damit liegen die kritischen
Werte von ¢ in {0,1, c0}.
Den gesuchten Morphismus ¢ erhalten wir schlieflich durch das Kompositum
aus ¢ und g¢o.
q:=4q1°4q2

O

Lemma 6.3.2 Sei S C Q U {oo} eine endliche Teilmenge. Es existiert ein
nicht-konstanter Morphismus q : Pty — P, so daf q(S) C {0,1,00} und alle
kritischen Werte von ¢ in {0,1,00} liegen.

Beweis per Induktion nach n = #5S

n<3:
Wir wihlen eine gebrochen-lineare Transformation ¢, die S nach {0, 1, c0}
abbildet. (siche Satz 4.2.1)

n > 3:

Wir kénnen annehmen, daf {0,1,00} C S gilt. Sei z € S\ {0,1, 00} ein
weiterer Punkt, dann existiert nach Lemma 6.3.1 ein nicht-konstanter Mor-
phismus ¢1, der {0, 1, 00,2} nach {0,1,00} abbildet und dessen kritische
Werte in {0,1,00} liegen. Es gilt dann #¢;(S) < n. Nach Induktions-
voraussetzung existiert ein nicht-konstanter Morphismus ¢o, der ¢;(.5)
nach {0, 1,00} abbildet und dessen kritische Werte in {0,1,00} liegen.
q := g2 o q1 ist schlieklich der gesuchte Morphismus.

O
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7 Vorbereitungen 11

7.1 Uberlagerungstheorie

Eine zusammenhingende Mannigfaltigkeit ist ein zusammenhingender topolo-
gischer Raum, der lokal hom&omorph zum R™ ist, d.h. eine n-dimensionale reelle
C%-Mannigfaltigkeit. Eine zusammenhiingende Mannigfaltigkeit ist insbesonde-
re wegweise und lokal wegweise zusammenhéngend.

Definition 7.1.1 Seien X und Y zusammenhingende Mannigfaltigkeiten. Fine
stetige Abbildung p: Y — X heift Uberlagerung, falls folgendes gilt:

Jedes x € X hat eine offene Umgebung U, so dafy sich p~*(U) als Vereinigung
von paarweise disjunkten offenen Teilmengen V; C X, wobei j ein Element aus
einer Indexmenge J ist, darstellen lGft:

=V

jeJ

Zusitzlich sind fiir alle j € J die Einschrinkungen py, : V; — U Homdomor-
phismen. 3
Sprechweise: Y ist eine Uberlagerung von X.

Fiir y1,y2 € Y haben p~!(y;) und p~1(y2) die gleiche Méchtigkeit. Falls diese
endlich ist, d.h. #p~1(y;) = n mit n € N, bezeichnet n den Grad von p.
Insbesondere ist eine Uberlagerung p: Y — X surjektiv, da Y nicht-leer ist.?

Definition 7.1.2 Seien X und Y zusammenhdingende Mannigfaltigkeiten, und
seip:Y — X eine Uberlagerung. Dann heift das Paar (Y, p) eine universelle
Uberlagerung von X, falls fir jede Uberlagerung q : Z — X, wobei Z eine
zusammenhdngende Mannigfaltigkeit ist, und jedes Paar y € Y, z € Z mit
p(y) = q(2) genau eine Uberlagerung f : Y — Z existiert, so daf f(y) = z
und g o f = p gilt, d.h. folgendes Diagramm kommutiert:

Aus der universellen Eigenschaft folgt, dak eine universelle Uberlagerung bis auf
Homd&omorphie eindeutig ist.

Zu jeder zusammenhéngenden Mannigfaltigkeit existiert eine zusammenhén-
gende, einfach zusammenhéngende Mannigfaltigkeit X mit einer Uberlagerung
p: X — X. Nun ist jede einfach zusammenhéngende Uberlagerung eine uni-
verselle Uberlagerung, also ist (X,p) eine universelle Uberlagerung von X .3

2siehe Theorem 4.16 auf $.26 in [Fo]
3siehe Theorem 5.2, 5.3 auf S.32 in [Fo]
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Definition 7.1.3 Seien X und Y zusammenhdingende Mannigfaltigkeiten, und
seip:Y — X eine Uberlagerung. Fine Decktransformation der Uberlage-
rung p ist ein Homdéomorphismus f:Y — Y, fiir denp=po f gilt.

Die Decktransformationen von p bilden eine Gruppe, diese bezeichnen wir mit
Aut(p).

Theorem 7.1.4 Sei ()N(,p) eine universelle Uberlagerung von X, dann ist Aut(p)
isomorph zur Fundamentalgruppe m (X) von X.

Beweis: Theorem 5.6 auf S.34 in [Fo]

Sei X eine zusammenhiingende Mannigfaltigkeit und (X,p) eine universelle
Uberlagerung von X. Sei ¢ : Y — X eine weitere Uberlagerung, wobei auch Y’
eine zusammenhingende Mannigfaltigkeit sei. Dann existiert eine Uberlagerung

f:)?—>Ymitp:q0f.
| R—
X

X ist eine einfach zusammenhiingende Uberlagerung von Y, also eine universelle
Uberlagerung. Aut(f) ist eine Untergruppe von Aut(p), denn fiir ¢ € Aut(f)
gilt per Definition f = f o p. Wegen p = g o f erhalten wir

p=qof=gqofop=poyp
O

Sei ()Z' ,p) eine universelle Uberlagerung von X, dann existiert zu z,y € X mit
p(z) = p(y) ein f € Aut(p) mit f(z) =y, d.h. Aut(p) operiert transitiv auf den
Fasern von p. Dies sieht man leicht, wenn man die universelle Eigenschaft von
p geméf Definition 7.1.2 ausnutzt, indem man Y := X und Z := X setzt. Wir
nennen eine Uberlagerung mit dieser Eigenschaft galoissch.

Wir fiihren auf X eine Aquivalenzrelation ein, indem wir zwei Punkte z,y € Y
identifizieren, falls ein ¢ € Aut(p) mit ¢(x) = y existiert. Den Quotientenraum
bezeichnen wir mit X/ Aut(p). Nun gilt

p(z) = py) <= Jp € Aut(p):p(z) =y
Also induziert p eine bijektive Abbildung
7:X/Aut(p) — X
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Bemerkung 7.1.5 p ist ein Homdomorphismus.

Beweis:

X/ Aut(p) X

qT
P
Y

Die Stetigkeit von p folgt aus der Finalitdt der Quotientenabbildung ¢. Es bleibt
zu zeigen, daR p~! stetig ist. Dazu zeigen wir, daf fiir jedes * € X/ Aut(p)
das Bild einer Umgebung von Z unter p eine Umgebung von p(x) ist. Sei nun
T € X/ Aut(p), dann hat p(z) eine Umgebung U, so dak p~1(U) = Ujes Vi
disjunkte Verelmgung offener Mengen ist und die p|y; Homdomorphismen sind.
Nun liegt x in einem dieser V}, daher fixieren wir von nun an dieses V;.

Sei O eine Umgebung von T in X/ Aut(p), dann ist ¢~ *(O) eine Umgebung
von z, und W := ¢~ }(0) NV, ist ebenfalls eine Umgebung von z. p(W) ist
eine Umgebung von p(z), da pjy, ein Homdomorphismus ist und ist enthalten
in p(0), damit ist p(O) eine Umgebung von p(T).

g

Wir wissen nun:

Sei ()&p) eine universelle Uberlagerung einer zusammenhdangenden Mannigfal-
tigkeit X, dann gilt X/ Aut(p) = X.

Definition 7.1.6 Seien p1 : Y1 — X und p2 : V1 — X Uberlagerungen.
(Y1,p1) und (Ya,p2) heiflen homdomorph als Uberlagerungen von X, falls ein
Homdéomorphismus f : Y7 — Y existiert, so daf$ ps o f = py gilt.

Einfacher gesagt: Jedes y; € Y1, das iber einem x € X liegt, wird unter f auf
ein yo € Yo abgebildet, das iber x liegt.

Bemerkung 7.1.7 Die soeben definierte Relation zwischen Uberlagerungen ist
eine Aquivalenzrelation.

Denn: Fiir die Reflexivitit setzt man f := id, Transitivitit erh&lt man durch
komponieren. Fiir die Symmetrie formt man wie folgt um:

prof=pi=piof lof=py=pof"
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Sei ()? ,p) eine universelle Uberlagerung von X, und sei ¢ : Y — X eine weitere
Uberlagerung. Dann existiert eine Uberlagerung f : X — Y mit p=gqof.

Selen Z,7 € X/ Aut(f) mit T = 7, dann gilt f(x) = f(y) und wegen p = go f
gilt auch p(x) = p(y). Wir kénnen folgende Abbildungen in naheliegender Weise
reprasentantenweise definieren:

p:X/Aut(f) — X
f:X/Aut(f) — Y

Wegen Bemerkung 7.1.5 ist f: X /Aut(f) — Y ein Homomorphismus, also
istp=gqo feine Uberlagerung, die homéomorph zu g ist. _

Unser Resultat ist nun, dak jede Uberlagerung von X homdomorph zu X /H
ist, wobei H eine Untergruppe von Aut(p) ist.

Satz 7.1.8 Sei p : X — X eine universelle Uberlagerung von X, und sei
q:Y — X eine weitere Uberlagerung vom Grad n. Dann existiert eine Uberla-
gerung f: X — Y mitp=qo f. Aut(f) hat dann endlichen Index in Aut(p),
und es gilt [Aut(p) : Aut(f)] = n.

X"y
x /
X
Beweis:

Sei M die Menge der Uberlagerungen ¢ : X — Y, fiir die p = gop gilt. Aut(p)
operiert auf M via

Aut(p) x M — M
(r,0) +— @or

Es gilt f € M, der Stabilisator von f ist per Definition Aut(f). Die Operation
ist transitiv, denn seien 1,92 € M, und sei y € Y. Wahle 7 € @fl(y) und
Ty € 5 (y), dann existiert ein 7 € Aut(p) mit 7(x1) = 29, da p galoissch ist.
Es gilt @9 o 7(x1) = p1(x1), daraus folgt w2 0 7 = 1.

Seix € )?, dann existiert wegen der Universalitiit von p zu jedem y € ¢~ (p(z))
genau eine Uberlagerung ¢ : X — Y mit o(z) = y und p = g o ¢. Die Menge
¢ '(p(x)) hat nach Voraussetzung genau n Elemente, damit hat auch M genau
n Elemente.

Nun operiert Aut(p) transitiv auf M, also hat der Orbit von f genau n
Elemente. Nach Bemerkung 5.3.1 gilt [Aut(p) : Aut(f)] =n.

O
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7.2 Riemannsche Flichen

Seien X und Y kompakte Riemannsche Flichen, und sei f : X — Y eine
nicht-konstante holomorphe Abbildung. Sei A die Menge der kritischen Punkte
von f, dann ist A endlich und

fla: X\NA— Y\ f(4)

ist eine Uberlagerung.* Wir nennen f eine verzweigte holomorphe Uberla-
gerung.

Nun kommt eine fundamentale Tatsache aus der Theorie der Riemannsche Fli-
chen, die wir spater benttigen werden und deren Beweis nicht trivial ist:

Theorem 7.2.1 Seien X, Y und Z kompakte Riemannsche Flichen und seien
7:Y — X, 7: Z — X verzweigte holomorphe Uberlagerungen. Sei S ¢ X
eine endliche Teilmenge. Dann kann jede faser-erhaltende biholomorphe Abbil-
dung

@Y \77H(8) — Z\77Y(S)

zu einer faser-erhaltenden biholomorphen Abbildung ¢ : Y — Z, d.h. Top =7,
fortgesetzt werden.

Beweis: Theorem 8.5 auf S.52 in [Fo]

Sei X eine vollstindige Kurve iiber C, dann konnen wir diese als kompakte
Riemannsche Fliche auffassen, und jeder Morphismus zwischen vollstandigen
Kurven gibt eine holomorphe Abbildung. Umgekehrt 14kt sich jede kompakte
Riemannsche Fliche als vollstdndige Kurve realisieren. Jede holomorphe Abbil-
dung zwischen kompakten Riemannsche Flichen ist algebraisch, d.h. ein Mor-
phismus zwischen vollstdndigen Kurven.

In naheliegender Weise konnen wir einer verzweigten Uberlagerung einen
Grad zuordnen. Der Korper der meromorphen Funktionen M(X) ist isomorph
zum Korper der rationalen Funktionen K (X). Aus dem folgenden Theorem
folgt damit, dafs uns ein endlicher Morphismus vom Grad d eine verzweigte
holomorphe Uberlagerung vom Grad d gibt.

Theorem 7.2.2 Sein:Y — X eine holomorphe Uberlagerung vom Grad d,
dann induziert diese einen Kdrperhomomorphismus

™ MX) — M)
f — form

Die Korpererweiterung M(Y) : M(X) ist eine algebraische Erweiterung vom
Grad d.

Beweis: Theorem 8.3 auf S.50 in [Fo]

4siehe S.29 in [Fo]
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8 Modulkorper

In diesem Abschnitt wird der Modulkorper eines endlichen Morphismus
t: X — Pl definiert. Wir interessieren uns hauptsichlich fiir den Fall C = C.
Das Hauptresultat dieses Abschnitts wird sein, dafs der Modulk6rper eines Mor-
phismus ¢ : X — P{, ein Zahlkorper ist, falls dessen kritische Werte in {0, 1, 00}
liegen.

Zur Definition des Modulkérpers erinnere ich an die Definition 2.1.9.

Definition 8.0.3 Sei X eine Varietdt dber C. Setze
UX):={oceAut(C) | X7 =2 X}

Der Figkorper M(X) := CUVX) heipt absoluter Modulkérper von X.

8.1 Modulkorper eines endlichen Morphismus

Definition 8.1.1 Seit: X — P ein endlicher Morphismus zwischen Kurven
dber C. U(X,t) C Aut(C) besteht aus denjenigen Korperautomorphismen o, fir
die ein Isomorphismus f, existiert, so dafl folgendes Diagramm kommutiert.

I

X [ i A X
tal J{t
IPl o IPl
P&) i o

Der Figkorper M(X,t) := CUH heifft Modulkérper von (X, t).

Tnsbesondere gilt U(X,t) C U(X).

8.2 Modulkorper im Komplexen

Sei X eine vollstdndige Kurve und f: X — P¢, ein endlicher Morphismus. f
gibt uns eine verzweigte holomorphe Uberlagerung. Sei S C P}, die Menge der
kritischen Werte von f, dann ist

ts: X \t7HS) — P&\ S

wobei tg die naheliegende Einschriinkung von ¢ sei, eine holomorphe Uberla-
gerung. Der Grad der Uberlagerung tg stimmt mit dem Grad des endlichen
Morphismus ¢ {iberein.

Lemma 8.2.1 Seient; : X1 — P, und ty : Xo — P{, endliche Morphismen
zwischen vollstindigen Kurven, und sei S C IP(}j eine endliche Teilmenge, so
daf$ die kritischen Werte von t1 und to in S enthalten sind. Dann sind t1 und
to genau dann isomorph, wenn die zugeordneten holomorphen Uberlagerungen
t1s und tas homdomorph sind.
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Beweis:
Der Ubergang vom algebraischen zum analytischen ist funktoriell, also folgt aus
t1 isomorph zu tg, dafs t1g und t5s homdéomorph sind.

Sei nun umgekehrt ¢; g homéomorph zu tog, d.h. es existiert ein Homéomor-
phismus f: X7\ 7 5(S) — X2\ 15 (S) mit tag0 f = t15. Nun sind t5 und tag
als Uberlagerungen lokal biholomorphe Abbildungen. Daraus folgt, daf auch f
lokal biholomorph ist, denn sei = € X; \ ¢;'(S), dann hat y := t15(x) € PL\ S
gemifs Definition 7.1.1 Umgebungen Uy, Us, so dat x eine Umgebung Vi und
f(z) eine Umgebung V> hat mit tgy, : Vi — Up und tagy, : Vo — U
biholomorph. Wir kénnen annehmen, dak U := U; = U, gilt, da wir ansonsten
kleinere Umgebungen wéhlen konnen.

fivy
Vi————— V2
t1s:1\ AVQ
U
Nun gilt tysv, o fijv, = tis)v;, daraus folgt fjv, = t151, Otz_sl\vg' f ist lokal biho-
lomorph und ein Hom&omorphismus, also ist f biholomorph. Nach Theorem
7.2.1 existiert eine Fortsetzung f : X; — X5 von f, die faser-erhaltend, d.h.
to o f = t1, und biholomorph ist. Jede holomorphe Abbildung zwischen vollstéin-

digen Kurven ist algebraisch, also ist fder gesuchte Isomorphismus.

d

Lemma 8.2.2 Sei S C P}, eine endliche Teilmenge von abgeschlossenen Punk-
ten und sei d > 1 eine natirliche Zahl. Dann existieren nur endlich wviele
Isomorphieklassen von Paaren (X,t), wobei X eine vollstindige Kurve und
t: X — IP(}j ein endlicher Morphismus vom Grad d, dessen kritische Wer-
te in S liegen, ist.

Beweis:

Sei t : X — P{, ein endlicher Morphismus, dessen kritische Werte in S liegen,
dann erhalten wir eine holomorphe Uberlagerung tg: X \ t71(9) — PL \ S.
Wir ordnen nun jeder Isomorphieklasse (X, t) die Hom&omorphieklasse

(X \t71(S),ts) zu. Diese Zuordnung ist nach Lemma 8.2.1 injektiv.

Nun ist zu zeigen, daf es nur endlich viele Hom6omorphieklassen von Uber-
lagerungen von P} \ S vom Grad d gibt. Sei p : S — P{, \ S eine universelle
Uberlagerung von PL\S, und sei t : Y — PL\ S eine Uberlagerung von PL\ S,
dann ist die Uberlagerung S/ Aut(t) — PL \ S isomorph zu ¢ : ¥ — PL\ S.
Nach Satz 7.1.8 stimmt der Grad der Uberlagerung ¢ mit dem Index von Aut(t)
in Aut(p) iiberein. Wir interessieren uns nun fiir Uberlagerungen vom Grad d,
von denen es hochstens so viele Homdomorphieklassen gibt, wie Aut(p) Unter-
gruppen vom Index d hat.

Nach Theorem 7.1.4 ist die Fundamentalgruppe m (Pg, \ S) von P{ \ S
isomorph zu Aut(p). m (Pg \ S) ist eine endlich erzeugte freie Gruppe® vom

Ssiehe Aufgabe 5.7.A2 in [SZ]
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Rang #S — 1, nach Satz 5.3.2 hat diese nur endlich viele Untergruppen vom
Index d.

O

Lemma 8.2.3 Sei X eine vollstindige Kurve iber C, t : X — P}, ein endli-
cher Morphismus und K ein Unterkorper von C, so daf alle kritischen Werte
von t K-rational sind. Dann ist die Korpererweiterung M (X,t) : K endlich
algebraisch.

Beweis:
Sei 0 € Aut(C : K), dann erhalten wir einen endlichen Morphismus

t(o) := Proj(o) o t?

d.h. das folgende Diagramm kommutiert:

XG'
l m}
o
PL? P

Proj(o)

Proj(o) hat nach Bemerkung 3.2.2 keine kritischen Werte und ist ein endlicher
Morphismus vom Grad 1. Nach Bemerkung 4.3.2 sind K-rationale Punkte inva-
riant unter Proj(o), also sind die kritischen Werte von ¢(o) die gleichen wie die
von t. Sei d der Grad von ¢, dann hat t(o) ebenfalls den Grad d. Wir erhalten
also eine Gruppenoperation von Aut(C : K) auf den Isomorphieklassen.

t hat nach Folgerung 3.3.10 nur endlich viele kritische Punkte. Sei S die Men-
ge der kritischen Werte von ¢, dann existieren nach Lemma 8.2.2 nur endlich
viele Isomorphieklassen von endlichen Morphismen nach P}, vom Grad d, de-
ren kritische Werte in S liegen. Insbesondere ist der Orbit der Isomorphieklasse
(X,t) unter der Operation von Aut(C : K) endlich. Der Stabilisator von (X, )
hat nach Bemerkung 5.3.1 endlichen Index in Aut(C : K). Nun besteht der Sta-
bilisator von (X,t) aus denjenigen o € Aut(C : K), fiir die ein Isomorphismus
fo existiert, so dak folgendes Diagramm kommutiert:

O

1
IP(D

Wie man nun leicht sieht, gilt Stab(X,t) C U(X,t).® Insbesondere hat U(X,t)
damit endlichen Index in Aut(C : K). Nach Satz 5.1.3 gilt CAv(C/K) = K
und nach Lemma 5.2.5 ist die Korpererweiterung CUY(X) . CA(T/K) endlich
algebraisch.

Ssieche Definition 8.1.1
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Nun kommen wir zu unserem Hauptresultat, das ein Spezialfall von Lemma
8.2.3 ist: Inbesondere ist M(X,t) eine endliche Erweiterung von @, also ein
Zahlkorper, falls die kritischen Werte von ¢ in {0, 1, 00} liegen.

Als néchstes suchen wir eine Abschitzung fiir den Grad der Korpererweite-
rung M (X,t) : Q. Sei G eine freie Gruppe vom Rang 2, dann berechnet sich die
Anzahl M, der Untergruppen vom Index d nach Satz 5.3.3 mit der folgenden
Rekursionsformel:

M, = 1
d—1
My = dd)—S (d—i)M;

1

%

Bemerkung 8.2.4 Sei X eine vollstindige Kurve iiber C, t : X — Pl ein
endlicher Morphismus vom Grad d, dessen kritische Werte in {0,1,00} liegen.
Dann gilt

[M(X,t): Q) < M,y

Der Beweis greift auf Einzelheiten der Beweise von Lemma 8.2.2 und Lemma
8.2.3 zuriick.

Beweis:

71 (P4 \ {0,1,00}) ist eine freie Gruppe vom Rang 2. Es gibt hochstens so viele
Homdomorphieklassen von Uberlagerungen von PL \ {0, 1,00} vom Grad d, wie
71 (P& \ {0,1,00}) Untergruppen vom Index d hat. Insbesondere hat der Orbit
von (X, t) unter der Operation von Aut(C : Q) hochstens My Elemente. Es gilt
Stab(X,t) = U(X,t), wie man leicht sieht, damit ist der Index von U(X,t) in
Aut(C : Q) nach Bemerkung 5.3.1 héchstens M. Nach Lemma 5.2.5 gilt

[M(X,t): Q] <[Aut(C: Q) : U(X,t)] < My
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9 Vorbereitungen III

9.1 Verzweigung

Sei X eine Kurve iiber C, dann ist fiir jeden abgeschlossenen Punkt z € X
der lokale Ring Ox , ein diskreter Bewertungsring. Sei K(X) der Korper der
rationalen Funktionen auf X, dann gilt K(X) = Q(Ox ;). Im Folgenden fasse
ich Ox , als Unterring von K (X) auf. Es existiert eine Bewertung v, auf K(X)
mit vz (c) = 0 fiir alle ¢ € C, so dah

Ox. ={f € K(X) [v(f) = 0} U{0}

gilt. Sei m, das maximale Ideal von Ox ., dann gilt
my, = {f € K(X) |vz(f) >0} U{0}

Sei t € m,, \ m2, dann wird m, nach Lemma 3.2.4 von t erzeugt. Fiir 0 # f € m,,
existiert ein g € Ox 5, so dal f = ¢ -t gilt. Per Definition einer diskreten
Bewertung gilt v, (f) = vs(g) + v,(¢). Da das fiir alle 0 # f € m, gilt, muf
v, (t) = 1 gelten. Ein solches t heifit lokaler Parameter in z.

m? wird von t" erzeugt, fiir f € Ox ,\{0} gilt v;(f) = max{n e N | f e m}}.
Wir nennen v, (f) die Nullstellenordnung von f in z. Sei nun f € K(X)\{0},
dann existieren a,b € Ox . \ {0}, so dak f = ¢ gilt. Es gilt

v (f) = va(a) — va(b)

Wir nennen ord,(f) := v,(f) die Ordnung von f in x und sagen, dak f einen
Polin z hat, falls ord,.(f) < 0 gilt, in diesem Fall ist — ord,(f) die Polordnung.

Definition 9.1.1 Seien X undY wvollstindige Kurven iber C, und sei f : X — Y
ein endlicher Morphismus. Sei P € X ein abgeschlossener Punkt, dann induziert
f einen lokalen C-Algebrenhomomorphismus

¢: 0y yp) — Oxp

Sei t € Oy,ppy ein lokaler Parameter in f(P). Ox p ist ein diskreter Bewer-
tungsring, sei vp die zugehdrige Bewertung, dann heifit

ep = vp(p(t))

der Verzweigungsindex von f in P. f heifit verzweigt in P, falls ep > 1 gilt,
und unverzweigt in P, falls ep =1 gilt.

ep ist wohldefiniert, da ¢ injektiv ist, also insbesondere o(t) # 0 gilt.

Bemerkung 9.1.2 f ist genau dann in P verzweigt, wenn P ein kritischer
Punkt von f ist.
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Beweis:
Sei ¢ : Oy, y(py — Ox,p der durch f induzierte lokale Ringhomomorphismus,
und sei t € Oy, f(p) ein lokaler Parameter f(P). Zu zeigen: ep > 1 gilt genau
dann, wenn die Cotangentialabbildung ¢ : mf(p)/m?(P) — mp/m% die Nullab-
bildung ist. (siehe Definition 3.2.1)

Nun ist ep > 1 dquivalent zu p(t) € m%. Das wiederum ist dquivalent dazu,
dafs ¢ die Nullabbildung ist.

O

Bemerkung 9.1.3 Seien X, Y und Z Kurven iber C und seien f: X — Y
und g : Y — Z endliche Morphismen von C-Varietiten. Ist P € X ein abge-
schlossener Punkt, dann ist der Verzweigungsindex von go f in P das Produkt
der Verzweigungsindizes von [ in P und von g in f(P).

Dies sieht man leicht, wenn man die lokalen Ringhomomorphismen komponiert.
O

Der folgende Satz ist ein Resultat, das wir bereits aus der Theorie der Riemann-
schen Flichen kennen:

Eine nicht-konstante meromorphe Funktion auf einer kompakten Riemannschen
Fliche nimmt jeden Wert mit Vielfachheiten gleich oft an.

Satz 9.1.4 Sei f : X — Y ein endlicher Morphismus zwischen Kurven tiber
C vom Grad n. Sei Q € Y ein abgeschlossener Punkt, dann gilt

E ep =N

Pef~1(Q)
ep bezeichnet den Verzweigungsindex von f im Punkt P.

Ein endlicher Morphismus vom Grad n nimmt also jeden Wert mit Vielfach-
heiten genau n-mal an. Falls @ kein kritischer Wert von f ist, hat @ genau n
Urbilder (siehe Bemerkung 9.1.2). Wir folgern weiterhin, dak der Grad eines
endlichen Morphismus eine obere Schranke fiir den Verzweigungsindex in einem
Punkt ist, d.h. ep < n.

Definition 9.1.5 Sei f: X — Y ein endlicher Morphismus zwischen Kurven
iber C vom Grad n. Sei P € X ein abgeschlossener Punkt, dann heifft f in P
total verzweigt, falls ep = n gilt.

9.2 Satz von Riemann-Roch

Das Ziel von diesem Abschnitt ist, zu einer gegebenen vollstandigen Kurve X
und einem abgeschlossenen Punkt P eine nicht-konstante rationale Funktion zu
finden, die ihren einzigen Pol im Punkt P hat.
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Definition 9.2.1 Sei X eine Kurve iber C und X C X die Menge aller abge-
schlossenen Punkte von X. Sei

Div(X) = Pz

ace)?

die von den Elementen aus X erzeugte freie abelsche Gruppe. Ein Divisor auf
X ist dann ein Element aus Div(X).

Ein Divisor D auf X ist also eine formale endliche Linearkombination von ab-
geschlossen Punkten, d.h.
D= Z Ng - T

mit n, € Z und n, # 0 fiir endlich viele z € X. Seien D = > n, - x und
D’ =" nl - x zwei Divisoren auf X. Wir setzen

D <D :<n, <n firallex e X
Wir erhalten damit eine partielle Ordnungrelation auf Div(X).

Sei f € K(X) eine rationale Funktion, dann gilt ord,(f) # 0 fiir endlich viele
x € X. Wir erhalten also einen Divisor (f) auf X:

(f) = Zordz(f) &

Ein Divisor der Form (f) heift Hauptdivisor.

Definition 9.2.2 Sei D ein Divisor auf X. Dann bezeichnet

deg(D) := Z Ny

.’L‘E)?
den Grad von D.

Bemerkung 9.2.3 Sei X eine vollstindige Kurve, und sei D ein Hauptdivisor
auf X, dann gilt deg D = 0.

Definition 9.2.4 Sei X eine vollstindige Kurve, dann ist der C-Vektorraum
Qx/specc endlich-dimensional. Die natiirliche Zahl

g = dimc Qx/spec
heifit das Geschlecht von X.
Der folgende Satz ist eine Abschitzung, die direkt aus dem Satz von Riemann-

Roch folgt.
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Satz 9.2.5 Sei X eine vollstindige Kurve vom Geschlecht g, und sei D ein
Divisor auf X. Setze

L(D) = {f e K(X) | (f) + D=0}
dann ist L(D) ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum und es gilt

dime L(D) > deg(D)+1—g

Nun kénnen wir unser Hauptresultat formulieren:

Folgerung 9.2.6 Sei X eine vollstindige Kurve vom Geschlecht g, und sei
P € X ein abgeschlossener Punkt. Dann existiert eine nicht-konstante rationale
Funktion z € K(X)\ C, die P als einzigen Pol, wobei die Polordnung in P
hdochstens g + 1 ist, hat. Das heifst

ordp(z) > —(g+1)
und fiir einen abgeschlossenen Punkt Q € X gilt
ordg(z) >0

Beweis:
Setze D := (g + 1) - P, dann gilt deg(D) = g + 1. Aus Satz 9.2.5 folgt

dim¢ L(D) > (9+1)+1—-g=2

Also existiert ein z € K(X) \ C mit (f) > —D.
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10 Definitionskorper

Im Folgenden ist C' ein algebraisch abgeschlossener Kérper. In diesem Abschnitt
werden wir sehen, daR fiir einen Morphismus ¢ : X — P}, die Kurve X und
der Morphismus ¢ iiber einer endlichen Erweiterung des Modulkorpers definiert
sind.

Fiir den Beweis des Satzes von Belyi benotigen wir den Spezialfall C = C.

Definition 10.0.7 Seit: X — P, ein endlicher Morphismus, und sei P € X
ein abgeschlossener Punkt. U(X, t, P) bezeichnet diejenigen Kérperautomorphis-
men o € Aut(C), fir die ein Isomorphismus f, : X — X existiert, so daf§
fo(P) = P gilt und folgendes Diagramm kommutiert.

‘| |

o Proj(o)
(Pg) Pe

Ich erinnere daran, daf die zugrundeliegenden Schemata von X und X7 iden-
tisch sind. Auch die Morphismen ¢ und ¢ sind als Morphismen zwischen Sche-
mata identisch.

Insbesondere gilt U(X,t, P) C U(X,t)7. Den Fixkérper von U(X,t, P) be-
zeichnen wir mit M (X, ¢, P).

Bemerkung 10.0.8 Fir o € U(X,t, P) ist f, sogar eindeutig bestimmit.

Denn: Sei g, ein weiterer Isomorphismus mit den beiden Eigenschaften von f,.
Dann gilt f, 0 g;1(P)= P und g, !0 f,(P) = P.

ot fo foog,t
X ? X° X X ? X
| J- N A
Proj(o) ™! Proj(o) ! !
Pe (Pe)” P¢ Pe

Nach Lemma 2.2.4 gilt f, o g, =id und g, ! o f, = id, daraus folgt g, = f,-
g

Bemerkung 10.0.9 Sei o € U(X,t, P), dann induziert das eindeutig gegebene
fo einen Kérperautomorphsimus fF : K(X) — K(X). Insbesondere kommu-
tiert das folgende Diagramm:

"siehe Definition 8.1.1
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Wir erhalten also eine Gruppenoperation von U(X,t, P) auf K(X).

Lemma 10.0.10 Seit: X — P{, ein endlicher Morphismus, und sei Q € P},
ein Q-rationaler Punkt. Sei P € t=1(Q), dann ist die Kérpererweiterung
M(X,t,P): M(X,t) endlich algebraisch.

Beweis:

Sei 0 € U(X,t). Q ist Q-rational, also ist ) nach Bemerkung 4.3.2 invariant
unter Proj(o). Zu o existiert ein Morphismus f, : X — X, so daB das
Diagramm

xo fs

‘| |

1\o 1
(]PC) Proj(o) IPC

kommutiert, damit ist ¢~1(Q) invariant unter f,. Ich erinnere daran, daf die
Morphismen ¢ und t° als Morphismen zwischen Schemata identisch sind.

Wir betrachten den Quotienten ¢~!(Q)/ Aut(t), wobei wir zwei Punkte P
und P, aus der Faser von @ identifizieren, falls ein ¢ € Aut(t) existiert, so dak
o(Py) = P, gilt. U(X,t) operiert auf t~(Q)/ Aut(t) via

U(X,0) < 1Q)/ Aut(t) — +71(Q)/ Aut()
(0,P) — T.(P)
Diese Definition ist unabhingig von der Wahl von P und f,, denn sei P; = Py
und seien f, und g, geméif der Definition von U(X,t) gewihlt. Es existiert ein
r € Aut(t) mit 7(P;) = P,. Setze s := gyoro f; 1, dann ist s ein Isomorphismus.
Zu zeigen ist s € Aut(t) und s(f,(P1)) = 9o (P2), damit wire die Wohldefiniert-

heit gezeigt. In den folgenden Umformungen werde ich nicht zwischen ¢ und ¢
unterscheiden.

tos = to(gyorof,t)
(togo)oro fo
(Proj(c)ot)oro ft
Proj(o) o (tor)o ;!
— Proj(o)otofy

g
= 1

Damit ist s € Aut(t) gezeigt. Es fehlt noch s(f,(P1)) = go(P2).

SofU(Pl):(goorofa_l)ofa(Pl):gUOT(Pl):gU(P2)

Damit ist die Wohldefiniertheit gezeigt. Man sieht leicht, dafs wir eine Gruppen-
operation erhalten haben.

U(X,t, P) ist der Stabilisator von P, denn: Jedes Element aus U(X,t, P)
1t insbesondere P invariant. Sei nun o € Stab(P) dann steht P in relation
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mit f,(P), d.h. es existiert r € Aut(¢) mit r(f5(P)) = P. g, := 7o f, ist dann
der gesuchte Isomorphismus, d.h. g,(P) = P. Damit gilt U(X,t, P) = Stab(P).
Nach Bemerkung 5.3.1 hat U (X, ¢, P) endlichen Index in U (X, t), und nach Lem-
ma 5.2.5 ist die Korpererweiterung M (X, t, P) : M(X,t) endlich algebraisch.

O

Lemma 10.0.11 Sei P € X ein abgeschlossener Punkt und s € Ox p ein
lokaler Paramter. Sei f € K(X) mit n:= —ordp(f) > 1, d.h. [ hat einen Pol
der Ordnung n in P. Dann hat f eine eindeutige Darstellung

a_p O (n—
F=ng sle) Fota,+r

s
mit a_p,...,a0 € C und r € mp.

Beweis:

Es gilt K(X) = Q(Ox,p), also hat f eine Darstellung f = ¢ mit a,b € Ox p.
Wir konnen annehmen, daff der Bruch soweit gekiirzt ist, dah v,(a) = 0 und
vp(b) = n gilt. Auferdem konnen wir annehmen, daf der Bruch mit einer
Einheit erweitert wurde, so dak b = s" gilt. Wir erhalten damit f = 5 mit
a < OX,P~

Nach Lemma 3.1.3 hat a eine eindeutige Darstellung a = a_,+bmit a_,, € C
und b € mp. Wir erhalten f = “5r + Si Wegen v, (b) > 0 gilt —ordp(%) < n,
also hat f eine eindeutige Darstellung f = “=* + f’ mit —ordp(f’) < n. Diese

Zerlegung fithren wir mit f’ erneut durch, bis schlieflich v,(f’) > 0 gilt, d.h.
femp.

O

Theorem 10.0.12 Seit : X — P}, ein endlicher Morphismus, dann sind X
und t iber einer endlichen Erweiterung von M (X, t) definiert.

Der Funktionenkérper von P ist isomorph zum Kérper der rationalen Funktio-
nen in einer Verdnderlichen C(T). Sei K (X) der Funktionenkdrper von X, dann
induziert t : X — P} einen Korperhomomorphismus t* : C(T) — K (X).

Nach Folgerung 3.3.10 ist die Menge der kritischen Werte von ¢ endlich, wir
withlen einen Q-rationalen Punkt Q € P}, der kein kritischer Wert von ¢ ist.
Wir wihlen ein P € t~1(Q), dann ist P kein kritischer Punkt von ¢ und nach
Bemerkung 9.1.2 ist ¢ unverzweigt in P.

Nach Folgerung 9.2.6 existiert eine nicht-konstante rationale Funktion
5 € K(X)\ C, so dak P der einzige Pol von 3 ist. Wir wihlen 3 so, daf die
Polordnung n := — ordp(3) im Punkt P minimal ist.

Nach Bemerkung 4.3.3 kénnen wir einen lokalen Parameter r € mg so wéhlen,
daft r invariant unter Aut(C'), also insbesondere invariant unter U (X, ¢, P) ist.
Sei ¢ der durch ¢ induzierte lokale Ringhomomorphismus im Punkt P, dann
ist s 1= ¢(r) € mp ebenfalls invariant unter U(X,¢, P), wie man anhand des
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Diagramms aus Bemerkung 10.0.9 erkennen kann. Nach Lemma 10.0.11 hat 3
eine eindeutige Darstellung

a—n a—(n—-1)
sn Sn—l

5= +...+a,+7r mit rem,

L .x— %  Sejen ) die Koeffizienten von 3/, dann gilt o/ =1
a K3 ? n
—n n

a—

Setze 3’ =
und aj = 0.

3 ist damit eindeutig bestimmt, denn sei 3’ € K(X), so dafi P der einzige
Pol von 3" ist, wobei die Polordnung minimal ist und a” ,, = 1, af = 0 gilt. Dann
hat 3’ — 3" keinen Pol n — ter Ordnung in P und ist wegen der Minimalitit von
n damit konstant. Nun gilt 3 —3” € m, NC, also 3 —3” = 0. Von nun an nehmen
wir an, dak 3 diese Eigenschaften hat, d.h. es gilt 3 = §'.

Der durch den Kérperhomomorphismus

induzierte Morphismus z ist nach Satz 9.1.4 in P total verzweigt. Setze
t:=t*(T) € K(X)\ C, dann gilt C(t,3) = K(X). Um das zu sehen, zeigen wir,
daf die Korpererweiterung K(X) : C(t,3) Grad 1 hat. Es existiert eine Kurve Y
iiber C, so dak C(t,3) = K(Y) gilt. Die Inklusion 7* : C(t,3) — K(X) induziert
einen endlichen Morphismus 7 : X — Y. Wir erhalten insgesamt folgendes
kommutative Diagramm:

Nach Bemerkung 9.1.3 multiplizieren sich die Verzweigungsindizes beim Kom-
positum. t ist unverzweigt in P, d.h. der Verzweigungsindex in P ist 1. Der
Verzweigungsindex von 7 in P ist damit ebenfalls 1. z ist total verzweigt in P,
d.h. der Verzweigungsindex in P stimmt mit dem Grad von z {iberein. Da sich
die Grade von endlichen Morphismen zwischen vollstdndigen Kurven ebenfalls
multiplizieren, ist auch 7 in P total verzweigt. Damit hat = Grad 1 und es gilt
[K(X): K(Y)] =1.

Der lokale Parameter s aus Ox, p wurde so gewéhlt, daf er invariant un-
ter U(X,t,P) ist. 0 € U(X,t, P) induziert einen lokalen Ringisomorphismus
Ox,p — Ox.p, es gilt vp(3) = vp(c(3)). In Punkten # P ist die Bewertung
grofer gleich 0, also hat o(3) einen Pol minimaler Ordnung in P als einzigen
Pol. Seien a; die Koeffizienten von o(3), dann gilt a_, = 1 und a9 = 0. Wir
hatten vorher gesehen, daft 3 mit diesen Eigenschaften eindeutig bestimmt ist,
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also gilt o(3) = 3. Wir wissen nun, daf 3 invariant unter U (X, ¢, P) ist. t ist per
Konstruktion ebenfalls invariant unter U (X, t, P)%, d.h. t,3 € K(X)V(X0P),

Setze k := M(X,t,P). Es gilt C(t)UXtP) = k(t). 3 ist algebraisch iiber
k(t), denn 3 hat ein normiertes Minimalpolynom mg = Y~ a;X* € C(t)[X]. Fiir
o€ UX,t,P) gilt o(my)(3) = Y o(a;)s® = o(dais’) = o(my(s)) = 0. Also
ist o(my) auch ein normiertes Minimalpolynom von 3 und damit gilt wegen der
Eindeutigkeit des Minimalpolynoms my = o(my). Daraus folgt my € k(t)[X].

Wir betrachten den Integritétsring C[t,3] = C[X1, X2]/(my). Dann ist k[t, 3]
ebenfalls ein Integritdtsring und es gilt kt, 3] ®x C = C[t, 3]. Damit ist die affine
Kurve Spec C[t, 3] iiber k definiert, K (X) ist birational dquivalent zu dieser, also
ist K(X) tiber k definiert. ¢t wird von dem Koérperhomomorphismus ¢* indu-
ziert, dieser wird wiederum von dem Koérperhomomorphismus k(T) — k(t,3)
induziert. Nach Lemma 10.0.10 ist die Korpererweiterung k : M (X,t) endlich
algebraisch.

O

Als néchstes suchen wir eine Abschitzung fiir den Grad der Korpererweiterung
k: M(X,t). Dazu betrachten wir die Beweise von Lemma 10.0.10 und Theorem
10.0.12.

Bemerkung 10.0.13 Sei d der Grad von t, und sei a die Anzahl der Elemente
in Aut(t), dann gilt [M(X,t,P): M(X,t)] < g.

Beweis:

Die Faser t~1(Q) hat nach Satz 9.1.4 genau d Elemente, da Q im Beweis von
Theorem 10.0.12 so gewihlt wurde, daf @ kein kritischer Wert von ¢ ist. Wir
betrachten nun ¢t~1(Q)/ Aut(t). Sei P € t~1(Q), dann gilt nach Lemma 2.2.4
genau dann f(P) = P fir f € Aut(t), wenn f = id gilt. Nach dem Burnsi-
de Lemma hat t~!(Q)/ Aut(¢) dann genau ¢ Elemente. U(X,t) operiert auf
t=1(Q)/ Aut(t), der Stabilisator von P ist U(X,t, P). Nach Bemerkung 5.3.1 ist
der Index von U(X,t, P) in U(X,t) hochstens ¢. Die Kurve X und der Mor-
phismus ¢ sind {iber &k = M (X, ¢, P) definiert, damit gilt Aut(C : k) C U(X,?).
Nach Lemma 5.2.1 ist U(X,¢) damit abgeschlossen, und nach Lemma 5.2.5 gilt
[M(X,t,P): M(X,t)] < [U(X,t,P): U(X,t)] < <.

d

Nun kénnen wir aus den Bemerkungen 8.2.4 und 10.0.13 eine weitere Gradab-
schitzung folgern:

Folgerung 10.0.14 Sei X eine vollstindige Kurve iiber C, t : X — P, ein
endlicher Morphismus vom Grad d, dessen kritische Werte in {0,1, 00} liegen.
Sei a die Anzahl der Elemente in Aut(t), dann sind X und t dber einem Zahl-
kérper k definiert mit

[k:Q]g%Md

8siehe Diagramm aus Bemerkung 10.0.9
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