Die Weil-Paarung auf elliptischen Kurven
und ihre Anwendung in der Kryptographie

Diplomarbeit im Fachbereich Mathematik
der Universitdt Bremen
vorgelegt von
Tim Nikolayzik

August 2007

1. Gutachter Prof. Dr. Michael Hortmann
2. Gutachter Prof. Dr. Jens Gamst






Inhaltsverzeichnis

Einleitung

1.

Grundlagen

1.1. Kommutative Algebra . . . . . .. . ... .. o

1.2. Algebraische Geometrie . . . . . . . . . . ... ...
1.2.1. Affine Varietdten . . . . . . . . . .. ...
1.2.2. Projektive Varietdten . . . . .. .. .. ... . L.
1.2.3. Sétze iiber Varietdten . . . . . . .. .. .. ... ...

. Vorbereitungen fiir die Weil-Paarung

2.1. Elliptische Kurven als projektive Varietdten . . . . . . . . . ... ... ..

2.2. Funktionen und Divisoren auf elliptischen Kurven . . . . . . ... ... ..
3. Die Weil-Paarung

3.1. Konstruktion der Weil-Paarung . . . . . . .. ... ... ... ... ....

3.2. Die Eigenschaften der Weil-Paarung . . . . . . ... ... ... ... ...

3.3. Berechnung der Weil-Paarung . . . . . . . .. ... ... ...
4. Die Weil-Paarung in der Kryptographie

4.1. Elliptische Kurven iiber endlichen Kérpern und supersinguldre Kurven . .

4.2. Elliptische Kurven in der Kryptographie . . . . . . . ... ... ... ...

4.3. Der MOV-Angriff . . . . . . . .. ..

4.4. Schliisselerzeugung mit der Weil-Paarung . . . . . . .. ... .. ... ..

4.5. Ein Kryptosystem mit der Weil-Paarung . . . . . . . .. .. .. ... ...
Fazit / Ausblick

A. Sitze liber Endomorphismen

B. Divisionspolynome

Literaturverzeichnis

iii

30
30
32

43
43
45
53

56
56
58
60
65
68

71

72

73

75



Einleitung

Elliptische Kurven spielen eine wichtige Rolle in der Zahlentheorie und Kryptographie.
Mitte der 1980er Jahre machten Koblitz und Miller den Vorschlag elliptische Kurven
in der Kryptographie einzusetzen. Inzwischen hat sich die Kryptographie mit ellipti-
schen Kurven etabliert. Die Sicherheit beruht dabei auf der Schwierigkeit des diskreten
Logarithmus-Problems (siehe Kapitel 4). Viele Verfahren, die zum Losen des diskreten
Logarithmus-Problems in endlichen Kérpern entwickelt wurden, sind nicht auf elliptische
Kurven iibertraghar. Daraus ergibt sich der Vorteil von Kryptosystemen mit elliptischen
Kurven, bei gleicher Sicherheit, Schliissel von deutlich geringerer Lénge als bei anderen
Verfahren nehmen zu kénnen. Ein 163 Bit ECC (Elliptic Curve Cryptosystem) Schliissel
besitzt dieselbe Sicherheit wie ein 1024 Bit RSA-Schliissel [24]. Fiir weitere Vergleiche
siehe zum Beispiel [8]. Damit ist es also moglich, Rechenzeit und Speicherplatz zu sparen.
Die Kryptographie mit elliptischen Kurven ist also besonders dort interessant, wo man
wenig Rechenleistung und Speicherplatz zur Verfiigung hat, zum Beispiel auf Chipkarten.
Offentlich gebrochen wurde bisher nur das diskrete Logarithmus-Problem fiir elliptische
Kurven fiir 109 bit Schliisselldnge [23]. Um diesen Schliissel zu berechnen, haben 10000
Computer 549 Tage gebraucht. Das Problem einen 163 Bit Schliissel zu berechnen ist
laut Vanstone [23] etwa um den Faktor 10% aufwiindiger als das geldste Problem. Nach
Lenstra und Verheul [20] sind die heute standardméfig genutzten 163 Bit ECC-Schliissel
sicher bis mindestens 2020.

Elliptische Kurven werden auch in anderen Bereichen der Kryptographie eingesetzt,
zum Beispiel bei Primzahltests oder zur Faktorisierung ganzer Zahlen. Da die Krypto-
graphie mit elliptischen Kurven viele Vorteile bietet, ist man natiirlich auch an eventuel-
len Angriffspunkten interessiert, insbesondere bei der Losung des diskreten Logarithmus-
Problems. In diesem Fall mochte man also Angriffe auf das diskrete Logarithmus-Problem
iiber endlichen Korpern auf das diskrete Logarithmus-Problem auf elliptischen Kurven
iibertragen. An diesem Punkt setzt diese Arbeit an. Als Motivation dient ein Artikel
von Menezes, Vanstone und Okamoto. Diese zeigten 1991 in [22], dass mit Hilfe der
Weil-Paarung das diskrete Logarithmus-Problem auf elliptischen Kurven in ein diskretes
Logarithmus-Problem in einem endlichen Kérper zuriickgefiihrt werden kann. Da dieses
Problem schon sehr ausfiihrlich untersucht wurde, gibt es viele Verfahren die man nun
an dieser Stelle ansetzen kann. Hierbei hidngt es von der Grofse und Charakteristik des
endlichen Korpers ab, in welcher Zeit das diskrete Logarithmus-Problem l6sbar ist.

In Kapitel 1 werden wir zunéchst einige Grundlagen aus der kommutativen Algebra
behandeln. Im weiteren Verlauf des Kapitels werden Grundbegriffe der algebraischen



Geometrie eingefiihrt. Diese werden wir benutzen, um einige Sétze iiber Varietdten darzu-
stellen. Diese Sétze legen den theoretischen Grundstein fiir das Kapitel 2. In ihm werden
wir zuerst den Zusammenhang zwischen projektiven Varietdten und elliptischen Kurven
herstellen. Auf der Ebene der elliptischen Kurven werden dann einige Sétze behandelt,
die es ermoglichen, den Hauptsatz des Kapitels, Theorem 2.2.16, zu beweisen. Mit Hilfe
dieses Theorems werden wir in Kapitel 3 die Weil-Paarung definieren. Weiter werden wir
ihre Eigenschaften vorstellen und ein Verfahren zur Berechnung prasentieren. In Kapitel
4 wird zuerst ein Kryptosystem mit elliptischen Kurven vorgestellt. Mit dem Verfahren
aus [22] ist es dann unter bestimmen Umsténden moglich, ein solches Krpytosystem an-
zugreifen. Zum Schluss werden wir noch einige weitere Anwendungen der Weil-Paarung
in der Kryptographie behandeln.



1. Grundlagen

In diesem Kapitel werden die theoretischen Grundlagen fiir die weiteren Kapitel gelegt.
Zuerst werden wir ein paar Ergebnisse aus der kommutativen Algebra kennen lernen, die
wir brauchen, um uns einige Grundbegriffe der algebraischen Geometrie anzueignen.

1.1. Kommutative Algebra

Wir werden jetzt einige Ergebnisse der kommutativen Algebra zusammenfassen. Zuerst
wird ein Einblick in die Modultheorie gegeben. Dieser orientiert sich an [19]. Dann werden
wir uns mit Bewertungen und Bewertungsringen auseinander setzen, hierbei orientieren
wir uns an [3].

Im Folgenden sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

Lemma 1.1.1. Sei R Integrititsring mit Quotientenkorper K. Dann gilt

ﬂ Rp = R.

P maz. Ideal

Beweis. Wir wollen R und Rp als Unterringe des Quotientenkorpers K auffassen. Sei
r/s € NpRp, dabei durchlaufe im Folgenden P immer alle maximalen Ideale. Wir defi-

nieren die Menge
I'={a€ R:racsR}.

Man kann leicht nachpriifen, dass I ein Ideal in R ist. Wir wollen nun annehmen, dass
es ein maximales Ideal P gibt mit I C P. Da r/s € NpRp, existiert v’ € Rund s’ ¢ P
mit

rs’ =1's.
Nach der Definition von I folgt somit, dass s’ € I. Da wir I C P angenommen hatten,
folgt s’ € P, was ein Widerspruch ist. Damit ist I = (1) und somit konnen wir r € sR
folgern und es gilt /s € R. O

Das Jacobson-Radikal J(R) des Ringes R ist definiert als der Durchschnitt aller maxi-
malen Ideale in R. Es gilt die folgende Charakterisierung:

Lemma 1.1.2. Ist R ein Ring, so gilt x € J(R) genau dann, wenn 1 —xy fir alley € R
eine Einheit in R ist.
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Beweis. Sei x € J(R). Angenommen es existiert ein y € R, so dass 1 —xy keine Einheit in
R ist. Dann existiert ein maximales Ideal m in dem 1—xy enthalten ist. Dax € J(R) Cm
gilt, ist yz € m und damit folgt insgesamt 1 € m, was ein Widerspruch ist.

Sei nun « € R mit der Eigenschaft, dass 1 — xy fiir alle y € R eine Einheit in R ist.
Wir nehmen an, dass x ¢ J(R) gilt. Es existiert also ein maximales Ideal m mit = ¢ m.
Dann wird R von x und m erzeugt und daher gibt es Elemente v € m und y € R mit
u+xy = 1. Damit ist 1 —zy € m und somit ist 1 —zy keine Einheit, was ein Widerspruch
zu unserer Voraussetzung ist. O

Bevor wir nun das nédchste Ergebnis formulieren, wollen wir an die Definition eines
Moduls erinnern. Ein R-Modul ist eine abelsche Gruppe M, zusammen mit einer Multi-
plikation

RxM— M, (a,x) — a-x,

mit den Eigenschaften

a-(x+a)=a-x+a-y,
(a+b)-z=a-x+b-x,
a-(b-z)=(ab) -z,
l-x=ux,
fir a,b € R, x,y € M. Eine Familie (x;);c; von Elementen eines R-Moduls M heifit ein
Erzeugendensystem von M, wenn M = . ; Rx; gilt. Besitzt M ein endliches Erzeu-
gendensystem, so heifft M endlich erzeugt. Ein Untermodul N von M ist eine additive

Gruppe mit der Eigenschaft, dass RN C N gilt. Es ist klar, dass N auch wieder ein
R-Modul ist. Sind M und M’ zwei R-Module, so heifit eine Abbildung

f:M— M
Modulhomomorphismus, wenn f ein Homomorphismus der additiven Gruppen ist und
frm)=rf(m), re R, me M

gilt. Sei zum Beispiel M ein R-Modul und N ein Untermodul von M, so ist M /N wieder
ein R-Modul und die kanonische Abbildung f : M — M/N ein Modulhomomorphismus.
Ist f : M — M’ ein Modulhomomorphismus und seien N, N Untermodule von M
beziehungsweise M’ so kann man leicht nachpriifen, dass ker(f) sowie f(IN) und f~1(N)
Untermodule sind. Wir kénnen nun das folgende Lemma formulieren:

Lemma 1.1.3. (Lemma von Nakayama)
Sei M ein endlich erzeugter R-Modul und a ein Ideal von R, das im Jacobson-Radikal
J(R) von R enthalten ist. Gilt aM = M, so folgt M = 0.

Beweis. Wir nehmen an, dass M # 0 gilt. Sei uq, ..., u, ein minimales Erzeugendensys-
tem von M. Es ist u,, € aM = M. Dann existieren a; € a,7 = 1...n, mit

Up = aA1U1 + ...+ QplUp.
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Damit erhalten wir
(1 —ap)up =ajug + ...+ aGp—1Up_1.

Da a,, € J(R) folgt mit y = 1 aus Lemma 1.1.2, dass 1 — a,, eine Einheit in R ist. Daher
liegt u, in dem von wuy,...,u,—1 erzeugten Untermodul von M. Dies ist jetzt aber ein
Widerspruch dazu, dass u, ..., u, ein minimales Erzeugendensystem von M war. ]

Wir wollen zeigen, haben wir einen noetherschen Ring R und ist M ein endlich erzeugter
R-Modul, so sind alle Untermodule von M endlich erzeugt. Wird die Voraussetzung, dass
R noethersch ist, fallen gelassen, so gibt es Gegenbeispiele.

Beispiel 1.1.4. Sei R = Z[X]. Wir setzen dann
M = {Z 4 X' 2las, i > 0} und M’ = {Z ;X' : 2la;, i > 0}.

M ist nun ein endlich erzeugter M-Modul, da {1} eine Basis von M ist. M’ ist zwar ein
Untermodul von M, aber M’ ist nicht endlich erzeugt.

Um jetzt diese Aussage zu beweisen, miissen wir wissen, wann ein Modul noethersch
ist.

Satz 1.1.5. Sei M ein R-Modul. Dann heifst M noethersch, wenn M eine der drei
folgenden Bedingungen erfillt:

1. Jedes Untermodul von M ist endlich erzeugt.

1. Jede aufsteigende Folge von Untermodulen von M
My C My C...
wird stationdr.

1. Jede nichtleere Menge S wvon Untermodulen von M hat ein mazimales Element,
das heifit es existiert ein Untermodul My so, dass fiir jedes Element N € S mit
N D MO fOlgt N = Mg.

Beweis. Zu zeigen ist, dass die drei Bedingungen dquivalent sind.

i.=11. : Sei

M, C My C...
eine beliebige aufsteigende Folge von Untermodulen von M. Wir setzen N := U;M;. N
ist somit ein Untermodul von M und daher endlich erzeugt. Seien z1, ..., z, die Erzeuger
von N. Dann liegen alle x; in einem M; und es existiert ein jo € N mit xq,..., 2, € Mj,.
Es folgt

(1,...,2p) S Mj, €N = (x1,...,2,).



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN 6

Daher wird die aufsteigende Folge von Untermodulen stationér.

1i.=1i3. : Sei S eine beliebige Menge von Untermodulen von M und N € S beliebig. Ist
N maximales Element so ist die Behauptung bewiesen. Ist N hingegen nicht maximal,
so gibt es ein Untermodul N; € S, so dass N C Ny gilt. Ist nun N nicht maximal, so
existiert wieder ein Untermodul Ny € S, so dass N1 C N gilt. Wiirde S kein maximales
Element besitzen, so kdnnten wir auf diese Weise eine aufsteigende Folge von Untermo-
dulen konstruieren, deren Lange nicht endlich wére. Dies ist aber ein Widerspruch zur
Voraussetzung.

iii.=1.: Sei N ein beliebiges Untermodul von M und ag € N. Gilt (ag) # N, so exis-
tiert a1 € N mit a; ¢ (ag). Auf diese Weise erhalten wir eine aufsteigende Folge von
Untermodulen

<a0> C <a0,a1> C <a0,a1,a2) cC....

Diese Menge von Untermodulen hat ein maximales Element, gegeben durch (aq, ..., a,).
Es folgt sofort, dass (ai,...,a,) = N gilt. Somit ist N endlich erzeugt. O

Satz 1.1.6. Sei M ein R-Modul und N ein Untermodul von M. Sind N und M/N
noethersch, so ist auch M mnoethersch.

Beweis. Fiir Untermodule L von M definieren wir die Abbildung
L— (LNN,(L+N)/N),

dabei sind LN N und (L 4+ N)/N wieder Module. Sind E, F' zwei Untermodule von M
mit £ C F, fir die

(ENN,(E+N)/N)=(FNN,(F+ N)/N)

gilt, so folgt bereits E = F. Sei x € F. Da (E+ N)/N = (F + N)/N gilt, existieren
u,v € N und y € E mit y + v =  + v. Damit erhalten wir

r—y=u—veEFNN=ENN.
Da y € F folgt, dass z € E gilt und somit insgesamt £ = F'. Sei jetzt
EiCEyC...

eine beliebige aufsteigende Folge von Untermodulen in M. Dann bilden die E; N N und
(E; + N)/N eine aufsteigende Folge von Untermodulen von N beziehungsweise M/N.
Diese Folgen werden aber stationér, da N und M /N noethersch sind. Also existiert ein
7 € N mit
E;NN=FE;NNund (E;+ N)/N = (E; + N)/N, i > j.
Mit Hilfe unser vorherigen Uberlegung folgt E; = Ej;, i > j und somit ist M noethersch.
O
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Aus dem Satz folgt:

Corollar 1.1.7. Sei M ein R-Modul und N, N" Untermodule. Sind N und N' noethersch
und gilt M = N+N', so ist auch M noethersch. Weiter gilt dann, dass die endliche direkte
Summe von noetherschen Modulen wieder noethersch ist.

Beweis. Da (N x N')/N = N’ ist und nach Voraussetzung N und N’ noethersch sind,
folgt nach Satz 1.1.6, dass auch N x N’ noethersch ist. Wir definieren einen surjektiven
Modulhomomorphismus durch

f:NxN — M
(v,2") — x+ 2.

Sei nun
M, C My C...

eine beliebige aufsteigende Folge von Untermodulen. Wir setzen N; := f~1(M;). Die N;
sind Untermodule von N x N’. Da f surjektiv ist, sind diese nicht leer und es gilt

NiCNyC....
Da N x N’ noethersch ist, wird diese aufsteigende Folge stationir, das heilt es existiert
ein Nj mit N; = Nj, ¢ > j. Da f(N;) = M; gilt, folgt M; = M;, i > j und somit ist

M mnoethersch. Per Induktion folgt nun, dass das endliche Produkt noetherscher Module
und die endliche Summe noetherscher Module wieder noethersch ist. O

Jetzt ist es moglich, unsere urspriingliche Aussage zu beweisen.

Satz 1.1.8. Ist R ein noetherscher Ring und M ein endlich erzeugtes R-Modul, dann
1st M noethersch.

Beweis. Seien x1,...,x, die Erzeuger von M. Wir definieren einen surjektiven Modul-
homomorphismus, vom n-fachen Produkt des Ringes R nach M, durch

f:RXRX...xR— M, (a1,...,an) — a1x1 + ...anTy.

Nach Corollar 1.1.7 ist R x R X ... X R noethersch und wie im Beweis vom Corollar 1.1.7
folgt, mit Hilfe des Modulhomomorphismus f, dass M noethersch ist. O

In der Arbeit werden keine weiteren Ergebnisse aus der Modultheorie bendtigt und wir
wenden uns daher jetzt den Bewertungen zu.

Definition 1.1.9. Sei K ein Korper und G eine total geordnete abelsche Gruppe beziig-
lich der Addition. Eine Abbildung v : K — {0} — G heifst Bewertung von K mit Werten
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in G, wenn fiir alle x,y € K, x,y # 0 gilt:

v(zy) = v(z) + v(y),
v(z +y) 2 min{v(z),v(y)}, z+y#0.

Ist G eine total geordnete Gruppe beziiglich der Multiplikation, so &ndert sich die erste
Bedingung zu
v(zy) = v(z)v(y).
Wir kénnen in der Definition einer Bewertung auch den Kérper K durch einen Integri-
tatsring R ersetzen, denn ist v : R — {0} — G eine Bewertung auf R, so erhalten wir
durch v/(r/s) := v(r) — v(s) eine Bewertung auf dem Quotientenkorper von R.

Ist v: K — {0} — G eine Bewertung eines Korpers K, dann ist die Menge
R, :={zr e K —{0}| v(z) >0} U {0}

ein Ring und wird der Ring der Bewertung von v genannt.

Proposition 1.1.10. Sei K ein Korper. Ein Unterring R C Kist genau dann der Ring
einer Bewertung auf K, wenn fiir alle v € K — {0} entweder x € R oder =% € R gilt.

Beweis. Sei v : K* = K — {0} — G eine Bewertung, so dass R = R, gilt. Da G total
geordnet ist, gilt fiir alle z € K* entweder v(z) > 0 oder v(z) < 0. Aus letzterem ergibt
sich v(z~!) = —v(x) > 0. Damit ist € R, oder 7! € R,,.

Fiir die Riickrichtung konstruieren wir eine Bewertung und zeigen, dass R der Ring
dieser Bewertung ist. Sei v : K* — K*/R* der kanonische Homomorphismus. Zuerst
brauchen wir eine totale Ordnung auf K*/R*, dazu definieren wir fir zR*, yR* € K*/R*

zR* <yR*: <= yz ' eR.

Die Wohldefiniertheit der Ordnung ergibt sich, da zR* = yR* Aquivalent zu zy~' € R*
ist. Fiir R*,yR*, zR* mit zR* < yR* und yR* < zR* gilt za™! = 2y~ lyz=! € R
und damit ist xR* < zR*. Ist zR* < yR* und yR* < zR* fir xR*,yR* € K*/R*, so
folgt yz~! € R* und damit erhalten wir R* = yR*. Unsere Ordnung ist also reflexiv,
antisymmetrisch und transitiv. Nach Voraussetzung gilt, aus z,y € K* mit z # y folgt
yr~! € R oder xy~! € R. Weiter gilt fiir zR*, yR*,zR* € K*/R* mit 2R* < yR*,
dass (zy)(zx)~! = yz~! € R ist, das heikt zxR* < zyR*. Damit ist (K*/R*,-, <) eine
total geordnete Gruppe. Es bleibt also zu zeigen, dass v : K* — K*/R*, x — xR* eine
Bewertung ist und R der Ring der Bewertung. Im Folgenden sei x,y € K*. Wir sehen,
dass
v(zy) = zyR* = cR*yR" = v(z)v(y)

gilt. Ohne Einschrinkung wollen wir zR* < yR* annehmen. Dann gilt yz~! € R und
damit ist 1 4+ yx~! = (z + y)z~! € R. Nach Definition der Ordnung erhalten wir

min{v(z), v(y)} = v(x) = 2R* < (¢ + y)R* = v(z + ).
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Damit ist also v eine Bewertung von K* mit Werten in K*/R*. Weiter gilt genau dann
v(z) = 0, wenn x € R* ist. Ebenso gilt genau dann v(z) > 1, wenn x € R. Also ist
R = R, und damit ist die Behauptung gezeigt. O

Mit dieser Proposition kénnen wir nun den Begriff Bewertungsring definieren.

Definition 1.1.11. Sei K ein Korper und R C K ein Unterring. R heifft Bewertungsring
von K, wenn fiir alle z € K — {0} folgt, dass x € R oder 27! € R gilt. Ein Integritiitsring
R heifst Bewertungsring, wenn R Bewertungsring seines Quotientenkorpers ist.

Wir werden uns nur fiir Bewertungen mit Werten in Z interessieren. Diese Bewertungen
heiften diskrete Bewertungen.

Definition 1.1.12. Ein Integritétsring R heiftt diskreter Bewertungsring, wenn es eine
diskrete Bewertung v im Quotientenkorper von R gibt, so dass R ein Bewertungsring
von v ist.

Proposition 1.1.13. Sei R ein noetherscher, lokaler Integrititsring mit maximalem Ide-
al m. Gilt dimp/q m/m? = 1, so ist R ein diskreter Bewertungsring.

Beweis. Sei p € m —m? beliebig. Da p # 0 in m/m? und dimp/m m/m? = 1 ist, existiert
fir € m/m? ein 7 € R mit 2 = 7p. Daher gilt (p) + m? = m. Es folgt

m (m/(p)) = (m*+ (p)) /(p) = m/(p).

Mit Lemma 1.1.3 ergibt sich, dass m = (p) ist. Sei nun I C R ein beliebiges von 0
verschiedenes Ideal. Es existiert dann ein maximales ¢ € Ny, so dass I C m? gilt. Wir
wahlen nun r € I —m9*!, dann existiert t € R—m, das heift ¢t € R*, mit der Eigenschaft,
dass

r=pit

gilt. Es ergibt sich also
IDMr)=pPY)=m?2D1I

und damit I = (p?). Wir haben jetzt gezeigt, dass fiir alle x € R — {0} ein eindeutiges
k € Ny existiert, so dass

(@) = (")
gilt. Wir definieren dann v(x) := k und koénnen v durch v(ab™!) := v(a) — v(b) auf dem
Quotientenkorper von R fortsetzen. v ist eine diskrete Bewertung und weiter ist R der

Bewertungsring von v, denn fir € R — {0} ist v(z) > 0 und ebenso ergibt sich aus
v(x) >0, dass z € R — {0} ist. O
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1.2. Algebraische Geometrie

Wir wollen in diesem Abschnitt die Grundlagen der Algebraischen Geometrie behandeln.
Dabei werden wir uns mit affinen und projektiven Varietdten beschéftigen. Im letzten Teil
des Abschnittes werden wir ein paar grundlegende Ergebnisse formulieren und beweisen.
Als Vorlage dieses Abschnittes dient das Buch von Hartshorne [11].

1.2.1. Affine Varietaten

Im weiteren Verlauf sei K ein fester, algebraisch abgeschlossener Korper. Die folgende
Theorie kann auch an einem nicht algebraisch abgeschlossen Korper K’ durchgefiihrt
werden, wenn man K durch einen festen algebraisch Abschluss K’ von K’ ersetzt. Gibt
es fiir diesen Fall Besonderheiten, wird dies an den entsprechenden Stellen bemerkt.

Definition 1.2.1. Wir definieren den n-dimensionalen affinen Raum A™ durch

A" =A"(K):={P=(x1,...,2p):x; €K, i=1,...n}.

Bemerkung 1.2.2. Ist K’ nicht algebraisch abgeschlossen, so ist die Menge der K &
rationalen Punkte A"(K') in A" = A"(K") definiert durch

AMK') :={P=(21,...,2n) i, €K', i=1,...n}.

Sei T' C K[Xy,...,X,] eine beliebige Teilmenge, dann definieren wir die Nullstellen-
menge Z(T') von T als die Menge aller gemeinsamen Nullstellen von Elementen aus T,
das heifst

Z(T):={P € A": f(P)= furalle f € T}.

Ist a C K[X1,...,X,] das von T erzeugte Ideal, so gilt Z(a) = Z(T). Da K[X1,...,X,]
ein noetherscher Ring ist, hat a eine endliche Menge von Erzeugern fi,..., f,. Also ist
Z(T) gleich der Menge der gemeinsamen Nullstellen der Polynome f1,..., f;.

Definition 1.2.3. Eine Menge V' C A" heiftt algebraische Menge, wenn es eine Menge
T C K[Xy,...,X,] gibt mit V =Z(T).

Man kann nun zeigen, dass die Vereinigung von zwei algebraischen Mengen und der
Schnitt einer Familie algebraischer Mengen wieder eine algebraische Menge ist. Ebenso
sind die leere Menge und der ganze Raum algebraische Mengen. Damit kdnnen wir uns
nun auf A" eine Topologie, die Zariski-Topologie, definieren, indem wir als abgeschlossene
Mengen die algebraischen Mengen nehmen.

Beispiel 1.2.4. Nehmen wir uns als Beispiel den eindimensionalen affinen Raum A! mit
der zugehorigen Zariski-Topologie. Ist V' C Al mit V' # ) eine algebraische Menge, so
existiert ein Ideal a C K[X], so dass V = Z(a) gilt. Da jedes Ideal in K[X] ein Hauptideal



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN 11

ist, existiert f € K[X], f # 0 mit V = Z(f). Da K algebraisch abgeschlossen ist, f

zerfallt vollstandig, somit existieren also c,aq,...,a, € K mit
f=cX —a1) ...- (X —ayn).

Damit gilt V = {a1,...,a,}. Somit sind die algebraischen Mengen in Al gerade die
endlichen Mengen, inklusive der leeren Menge und A'. Die offenen Mengen sind also die
leere Menge, A' und die Komplemente von endlichen Mengen.

Definition 1.2.5. Sei V eine nichtleere Teilmenge eines topologischen Raumes X. V
heifst irreduzibel, wenn es keine nichtleeren V-abgeschlossenen Teilmengen Vi und V3
gibt mit V =V, U V5.

Beispiel 1.2.6. A ist irreduzibel, denn nach Beispiel 1.2.4 sind die einzigen echten abge-
schlossen Teilmengen von A! endlich. Da aber K algebraisch abgeschlossen ist, besitzt Al
unendlich viele Elemente. Weiter ergibt sich, dass die einzigen abgeschlossen irreduziblen
Teilmengen von A! die einpunktigen Mengen sind.

Bemerkung 1.2.7. Sei X ein irreduzibler topologischer Raum. So gilt, dass jede nicht-
leere, offene Teilmenge U C X dicht in X liegt und irreduzibel ist.

Dies kénnen wir leicht nachpriifen. Ist U C X eine nichtleere, offene Teilmenge, so
erhalten wir eine Zerlegung X = U¢U U in abgeschlossene Mengen. Da X irreduzibel
ist, folgt U = X. Nehmen wir nun an, dass U reduzibel ist, so existieren 4,B C X
abgeschlossen mit U = A U B. Daraus erhalten wir

X=U=AUB=AUB=AUB

Bemerkung 1.2.8. Sei X ein topologischer Raum und ¥ C X eine Teilmenge die
irreduzibel beziiglich ihrer Relativtopologie ist. Dann ist die abgeschlossene Hiille Y von
Y irreduzibel.

Auch diese Bemerkung wollen wir beweisen. Angenommen es existieren A, B C X
abgeschlossen mit ¥ = A U B. Wir erhalten damit ¥ = (ANY)U (BNY). DaY
irreduzibel beziiglich der Relativtopologie ist, gilt Y C A oder Y C B und somit nach
Definition der abgeschlossenen Hiille Y C A oder Y C B.

Definition 1.2.9. Eine irreduzible abgeschlossene Teilmenge des A™ heifit affine (alge-
braische) Varietét. Eine offene Teilmenge einer affinen Varietét heiflt quasi-affine Varietét.

Wir haben bereits zu einer Menge 1" von Polynomen die zugehdrige Menge der Null-
stellen Z(7T) definiert. Nun wollen wir zu einer beliebigen Teilmenge des A™ das Ideal
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der Funktionen erkldren, die auf der Teilmenge null sind. Sei also V' C A" eine beliebige
Teilmenge. Wir definieren das Verschwindungsideal von V in K[Xy,..., X,] durch

I(V)={fe K[Xy,...,Xp]: f(P) =0 fir alle P € V}.

Bemerkung 1.2.10. Ist K’ nicht algebraisch abgeschlossen, so heifit eine algebraische
Menge V definiert iiber K’, wenn ihr Verschwindungsideal I(V) von Polynomen aus
K'[X] erzeugt wird. Die K’-rationalen Punkten von V', bezeichnet mit V(K'), sind ge-
geben durch:

V(K') =V nA"(K").

Durch die Abbildungen Z und I haben wir nun eine Beziehung zwischen den Mengen
von A" und Idealen in K[X3,...,X,]. Es kann gezeigt werden, dass Z und I zueinander
inverse, inklusionsumkehrende Bijektionen zwischen den algebraischen Mengen in A™ und
den reduzierten Idealen in K[X7,...,X,] sind. Weiter gilt:

Proposition 1.2.11. Eine algebraische Menge in A™ ist genau dann irreduzibel, wenn
ihr Ideal in K[X,...,X,] ein Primideal ist.

Beweis. Sei V' C A" eine algebraische Menge und f - g € I(V'). Dann gilt
V.S Z(f-9)=2(f)UZ(g).

Also ist

V=(Z(f)nV)u(Z(g)nV).
Dabei sind Z(f) NV und Z(g) NV abgeschlossene Mengen. Da V irreduzibel ist, folgt
nunV =Z(f)NV oder V=Z(g)NV. Alsoist V C Z(f) oder V C Z(g) und damit gilt
fel(V)oder geI(V).

Sei nun umgekehrt p ein Primideal in K[X, ..., X,]. Wir nehmen nun an, dass alge-
braische Mengen Vi, Vo C A" mit Z(p) = Vi U V; existieren. Es folgt p = I(V1) N I(Va)
und, da p ein Primideal ist, gilt p =V} oder p = V5. Also ist insgesamt Z(p) = V1 oder
Z(p) = Vo und daher ist Z(p) irreduzibel. O

Beispiel 1.2.12. Fiir n € N ist A" irreduzibel, denn Z(A"™) = (0) und das Nullideal ist
ein Primideal.

Betrachten wir nun ein maximales Ideal m C K[Xy,..., X,]. Nach Proposition 1.2.11
wissen wir, dass dieses Ideal einer minimalen irreduziblen algebraischen Menge in A", das
heift einem Punkt P = (ay,...,a,), entspricht. Damit ergibt sich, dass jedes maximale
Ideal von K[Xj,...,X,] von der Form m = (ay,...,a,) mit a1,...,a, € K ist.

Definition 1.2.13. Sei V C A" eine affine algebraische Menge, dann heifst

K|V]:=K[Xy,...,X,]/1(V)
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der affine Koordinatenring der Varietét V.

Bemerkung 1.2.14. Jede endlich erzeugte K-Algebra B, die ein Integritdtsring ist, ist
ein affiner Koordinatenring einer affinen Varietit.

Da B eine endlich erzeugte K-Algebra ist, existiert ein Epimorphismus
¢: K[Xy,...,X,]| — B.

Es gilt dann B = K[X1,..., X,]/ ker(®). Da B ein Integritatsring ist, ist a = ker(®) ein
Primideal und V := Z(a) nach Proposition 1.2.11 eine Varietét.

Definition 1.2.15. Sei X ein topologischer Raum. Wir definieren die Dimension von
X, bezeichnet mit dim X, als das Supremum der Léangen n aller Ketten

XoCcXjC...CX,

von nichtleeren, abgeschlossenen, irreduziblen Teilmengen X; C X.

Als Dimension einer affinen Varietat definieren wir die Dimension der Varietat als
topologischen Raum.

Beispiel 1.2.16. Nach Beispiel 1.2.6 sind die einzigen echten irreduziblen, abgeschlossen
Teilmengen von A' die einpunktigen Mengen und somit hat A! die Dimension eins.

Proposition 1.2.17. Sei X ein topologischer Raum mit X = U;U; und U;, i € I, offen.
Dann gilt dim X = sup, dim U;.

Beweis. Sei U; C X beliebig und Yy C Y7 C ... C Y, eine aufsteigende Kette von
abgeschlossenen, irreduziblen Teilmengen in U;. Nach Bemerkung 1.2.8 ist dann

YoCYiC...CY,

eine aufsteigende Kette von abgeschlossenen, irreduziblen Teilmengen in X und wir er-
halten
supdim U; < dim X.
(2

Fiir die andere Richtung betrachten wir eine Kette Xg C X; C ... C X,, von abge-
schlossenen, irreduziblen Teilmengen in X. Dabei kénnen wir ohne Einschrankung an-
nehmen, dass Xy aus einem Punkt besteht. Dann existiert i € I mit X¢ € U;,. Dann
ist nach Bemerkung 1.2.7 X; N U, dicht in X; und somit gilt X; N U;, € X;_1. Daher
erhalten wir also eine aufsteigende Kette

XonNUy, C€XiNUy, C... C X, N,
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von abgeschlossenen, irreduziblen Teilmengen in U;,. Somit gilt

dim X <dimU;, < sup dim U;.
O

Definition 1.2.18. Sei R ein Ring. Die Krulldimension von R ist definiert als das Su-
premum der Léngen n aller Primidealketten

PpoCp1 C...Cpp.

Mit Hilfe von Definition 1.2.18 kénnen wir die Dimension des affinen Koordinatenringes
einer Varietdt bestimmen. Es dréngt sich nun die Frage auf, ob es einen Zusammenhang
zwischen dieser Dimension und der Dimensionen der Varietét gibt. Die folgende Propo-
sition wird dies beantworten.

Proposition 1.2.19. Sei V C A" eine affine Varietit. Dann ist die Dimension von V
gleich der Dimension ihres affinen Koordinatenringes K[V].

Beweis. Sei V eine affine algebraische Menge in A™, dann gilt nach Proposition 1.2.11,
dass die abgeschlossenen, irreduziblen Teilmengen von V genau den Primidealen in
K[Xi,...,Xy] und damit den Primidealen in K[V] entsprechen. Also ist dim V' gleich
der Lange der langsten Primidealkette in K[V] und damit gleich dim K[V]. O

1.2.2. Projektive Varietiten

Wie im vorherigen Abschnitt sei auch in diesem Abschnitt K ein fester, algebraisch
abgeschlossener Korper. Unser Vorgehen wird dabei dhnlich sein wie bei den affinen
Varietéten, jedoch mit dem Unterschied, dass wir uns im projektiven Raum befinden.
Wie in Abschnitt 1.2.1 kann diese Theorie auch auf einen nicht algebraischen Korper K’
angewandt werden.

Definition 1.2.20. Der projektive Raum der Dimension n, bezeichnet mit P”, ist die
Menge aller (n + 1)-Tupel

(z0,...,xp) € A" x; # 0 fiir mindestens ein i,
modulo der Aquivalenzrelation die durch
(xoy ..o yx0) ~ (Y0, Yn) 1 <= INE K — {0} mit x; = A\y;, i =1,...n,

gegeben ist. Eine Aquivalenzklasse wird mit [xo : ... : z,] bezeichnet und g, ..., z,
werden homogene Koordinaten fiir den zugehorigen Punkt P € P" genannt.
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Bemerkung 1.2.21. Ist K’ nicht algebraisch abgeschlossen, so ist die Menge der K &
rationalen Punkte P"(K') in P" = P"(K’) definiert durch

PYK'):={lzo:...:an) €P" iy € K', i=0,...n}.

Wir wollen K[Xy,...,X,] als graduierten Ring auffassen und rufen uns daher die
Definition eines graduierten Ringes und ein paar weitere damit zusammenhéngende De-
finitionen in Erinnerung.

Ein graduierter Ring ist ein Ring S zusammen mit einer Zerlegung S = @, Sq in
direkte Summen von abelschen Gruppen Sz, mit der Eigenschaft

Sd : Se c SdJrea dae > 0.

Die Elemente von Sy heiffen homogene Elemente vom Grad d und jedes Element f € S
lasst sich als endliche Summe von homogenen Elementen darstellen. Es gilt also

F=>fo
q

mit f, € Sy, wobei die f; homogene Komponenten von f heifsen. Ein Ideal a C S heifst
homogenes Ideal, wenn aus f € a folgt, dass auch die homogenen Komponenten von f
in a liegen.

Proposition 1.2.22. a C § ist genau dann ein homogenes Ideal, wenn a von homogenen
Elementen erzeugt wird.

Beweis. Sei a ein homogenes Ideal und {f;}, ¢ € I, ein Erzeugendensystem von a. Es
folgt, dass die homogenen Komponenten aller f; wieder in a liegen. Damit erzeugen auch
die f;, das Ideal a.

Sei nun a ein Ideal in S mit einem Erzeugendensystem {g;} von homogenen Elementen
und f = Zq fq € a beliebig. Dann existiert eine Darstellung f = >, higi, pi € S. Ist
hi=>" q hi, die Zerlegung von h; in die homogenen Komponenten, so ist

f=2_2 higi
i q
Daraus kénnen wir nun schliefen, dass
fe= Y, higica

gt+deggi=k

gilt und somit a ein homogenes Ideal ist. O

Weiter gilt, dass auch die Summe, das Produkt, der Schnitt und das Radikalideal eines
homogenen Ideals wieder homogen sind. Wenn wir priifen wollen, ob ein homogenes Ideal
a ein Primideal ist, reicht es, die Bedingung

frg€a = feca oder g€ a,



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN 16

fiir homogene Elemente f und g, nachzuweisen. Diese Beweise wollen wir aber nicht
fithren und verweisen fiir den interessierten Leser auf Zariski-Samuel [32]. Nun koénnen
wir also aus dem Polynomring K[X1,..., X,] einen graduierten Ring machen, indem wir

Sd::<XgO.....Xgn:Zai:d>, d>0

setzen. Die S; bestehen also aus allen Linearkombinationen von Monomen mit Gesamt-

grad d.

Ist f € K[Xy,...,X,] ein Polynom, so konnen wir mit f keine Funktion auf dem
projektiven Raum definieren. Da die homogenen Koordinaten nicht eindeutig sind, hétten
wir ein Problem, den Wert der Funktion in einem Punkt zu definieren. Fiir homogene
Polynome kénnen wir dieses Problem allerdings umgehen. Ist f ein homogenes Polynom
vom Grad d, so gilt

FAzo, ..., Axn) = A" f(zo,...,2p).

Daher ist es jetzt sinnvoll, davon zu reden, ob f an einem Punkt 0 ist oder nicht. Wir
kénnen nun mit f eine Funktion auf P durch

0, f(P)=0,
1, f(P)#0,

definieren. Jetzt konnen wir fiir eine beliebige Teilmenge T' C .S von homogenen Polyno-
men die Nullstellenmenge Z(7T') von T definieren durch

f:IP’"—>{0,1}, P|—>{

Z(T):={P eP"|f(P)=0firalle feT}.

Sei a C S ein homogenes Ideal. Dann definieren wir die Nullstellenmenge Z(a) durch
Z(a) := Z(T), wobei T' die Menge der homogenen Elemente von a ist. Da S ein noether-
scher Ring ist, gibt es homogene Elemente fi1,..., f, in T, so dass Z(T) = Z(f1,..., fr)
ist.

Definition 1.2.23. Eine Teilmenge V' C P™ heifst algebraische Menge, wenn eine Menge
T C S von homogenen Elementen existiert, so dass Z(1') =V ist.

Wie im vorherigen Abschnitt ist es moglich, zu zeigen, dass die Vereinigung von zwei
algebraischen Mengen und der Schnitt einer Familie algebraischer Mengen wieder eine
algebraische Menge ist. Ebenso sind die leere Menge und der ganze Raum algebraische
Mengen. Damit kénnen wir nun wieder die Zariski-Topologie definieren, diesmal auf P™,
indem wir als abgeschlossene Mengen die algebraischen Mengen nehmen. Wir haben also
einen topologischen Raum und kénnen jetzt, mit Hilfe der Definitionen 1.2.5 und 1.2.15,
analog zu den affinen Varietédten eine projektive Varietat definieren.

Definition 1.2.24. Eine irreduzible, abgeschlossene Teilmenge des P™ heifst projektive
(algebraische) Varietét. Eine offene Teilmenge einer projektiven Varietdt heifst quasi-
projektive Varietéat. Die Dimension der projektiven Varietét ist ihre Dimension als topo-
logischer Raum.
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Sei V' C P" beliebig. Dann definieren wir das homogene Ideal von V in S, bezeichnet
mit [(V'), durch

I(V):={f €S : fist homogen und f(P) =0 fur alle P € V'}.
Den homogene Koordinatenring S(V') einer algebraischen Menge V' definieren wir als

S(V) := S/I(V).

Bemerkung 1.2.25. Ist, wie in Bemerkung 1.2.10, K’ ein nicht algebraisch abgeschlos-
sener Korper, so heikt eine algebraische Menge V' definiert iiber K’, wenn ihr Verschwin-
dungsideal I(V') von homogenen Polynomen aus K'[X] erzeugt wird. Die K’-rationalen
Punkten von V', bezeichnet mit V(K’), sind gegeben durch:

V(K') =V NnPYK").

Als néchstes wollen wir einen Zusammenhang zwischen den projektiven und den affinen
Varietéten herstellen. Dazu werden wir zuerst eine offene Uberdeckung des P™ benétigen.
Mit H; bezeichnen wir die Nullstellenmenge des Polynoms X; und setzen U; := P™ — H;,.
Die U; sind nach Konstruktion offene Mengen und es gilt

n

denn fir P € P"® mit P = (ao,...,ay,) gilt a; # 0 fiir mindestens ein ¢ und somit ist
P € U;. Nun definieren wir eine Abbildung ¢; : U; — A™ durch

ey 5 g ooy

ag a;—1 a; +1 an
a;’’ a; a; a; )

0i(P) = pi(ag, ..., a,) = (

¢; ist wohldefiniert, denn fiir P € U; mit P = (ay1,...,a,) = (b1,...,b,) existiert ein
A€ K — {0} mit a; = Abj, j=1,...,n, und daraus folgt

bj )\aj a; .
~=—=—_j=1...,n.
bi )\ai CLZ" J "
Satz 1.2.26. Fir i = 1,...,n ist die Abbildung p; ein Homdomorphismus zwischen

U; und A™. Dabei trigt U; die von P" induzierte Relativtopologie und A™ die Zariski
Topologie.

Beweis. Es ist klar, dass die ; bijektive Abbildungen sind. Es bleibt also zu zeigen, dass
sie auch offene und stetige Abbildungen sind. Ohne Einschrankung wollen wir jetzt den
Fall i = 0 betrachten und werden ¢ und U anstatt g und Uy schreiben. Mit S* hingegen
wollen wir die Menge der homogenen Elemente des Polynomringes S bezeichnen. Weiter
definieren wir zwei Abbildungen

a:Sh S Ky, Y], fe f(LY,. Y
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und

X X,
/%mewn%%ﬂgHX$%<l ).

X07..-7Y0

Als erstes werden wir zeigen, dass ¢ eine offene Abbildung ist. Dazu werden wir zeigen,
dass abgeschlossene Mengen unter ¢ wieder auf abgeschlossene Mengen abgebildet wer-
den. Da ¢ bijektiv ist, ist dieses dquivalent zu der Bedingung, dass offene Mengen auf
offene Mengen abgebildet werden. Sei nun V' C U eine beliebige in U abgeschlossene
Menge und V ihr Abschluf in P". Dann ist, nach Definition der Zariski Topologie, V
eine algebraische Menge und daher existiert eine Teilmenge 7' C S” mit Z(T) = V. Wir
setzen dann 7" := «(T') und erhalten damit ¢(V') = Z(T"). Also ist (V') abgeschlossen
in A". Es fehlt jetzt noch die Stetigkeit von ¢. Diese werden wir nachweisen, indem wir
zeigen, dass ¢! eine offene Abbildung ist. Sei dazu W C A" eine beliebige abgeschlos-
sene Menge. Nach Definition der Topologie existiert dann eine Menge D C K[Y1,...,Y,]
mit Z(D) = W. Setzen wir D' := 3(D), so erhalten wir, dass ¢~ (W) = Z(D')NU gilt.
Damit ist ¢~ (W) abgeschlossen in U. Insgesamt ist jetzt also ¢ eine bijektive, stetige
und offene Abbildung und somit ein Hom&omorphismus. O

Es ist uns jetzt moglich eine projektive Varietdt durch offene Mengen zu iiberdecken,
die homdomorph zu affinen Varietdten sind.

Corollar 1.2.27. Ist V eine projektive Varietdt, so gilt

n
v=vnu.
=0
Dabei sind die V NU;, i =1,...n, unter w; homdomorph zu einer affinen Varietdt.

Wir kénnen aber auch die Homéomorphismen ¢; dazu benutzen, eine affine Varietét
projektiv zu sehen. Sei V' C A" eine affine Varietdt. Durch ¢g betrachten wir A" als
eine offene Menge Uy C P". Dann heifit die abgeschlossene Hiille V' von V in P" der
projektive Abschluf von V. Nach Bemerkung 1.2.8 ist V eine projektive Varietit und fiir
ihr Verschwindungsideal gilt:

Proposition 1.2.28. I(V) wird erzeugt von 3 (I(V)), dabei ist 3 die Abbildung aus dem
Beweis von Satz 1.2.26.

Beweis. Sei f € I(V). Dann folgt unmittelbar, dass 8(f) € I(V) gilt.

Ist nun umgekehrt h € I(V') ein homogenes Polynom vom Grad d. Dann existiert n € N
mit h = X - H, dabei teilt X nicht H. Wir setzen dann

g(Xl,... ,Xn) = H(l,Xl,. . .,Xn).

Es folgt g € I(V) und ((g) = H und damit die Behauptung. O
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1.2.3. Satze iiber Varietaten

Definition 1.2.29. Sei V eine affine Varietdt. Eine Funktion f : V' — K heifst regulér
im Punkt P € V, wenn es eine offene Umgebung U mit P € U C V gibt, sowie Polynome
g, h € K[Xy,...,Xp] mit h(P) #0, P € U, so dass f = g/h auf U gilt. Eine Funktion
heifst regulédr auf V', wenn sie reguldr in allen Punkten von V ist.

Proposition 1.2.30. Ist f : V — K eine requldre Funktion, so ist f stetig, wenn man
K mit AY, versehen mit der Zariski- Topologie, identifiziert.

Beweis. Wir zeigen, dass das Urbild abgeschlossener Mengen wieder abgeschlossen ist.
Die abgeschlossenen Mengen in A! sind, wie wir schon im Beispiel 1.2.4 gesehen haben,
die endlichen Mengen, ) und K. Es reicht also zu zeigen, dass fiir a € K beliebig die
Menge f~!(a) abgeschlossen ist. Dazu merken wir an, dass eine Teilmenge W eines
topologischen Raumes genau dann abgeschlossen ist, wenn W von offenen Mengen W;
iiberdeckt wird und fiir jedes W; die Menge W N W; in W; abgeschlossen ist. Sei U C V
eine offene Menge, so dass g,h € K[X;,..., X,] existieren mit

f=g/hund h # 0 auf U.

Dann ist

fHa)nU ={P e U:g(P)/h(P)=a}.
Es gilt genau dann g(P)/h(P) = a, wenn (g — ah)(P) = 0 ist. Daraus erhalten wir

fHa)nU=2(g—ah)NU.

Damit ist f~!(a) N U in U abgeschlossen und da f regulir auf V ist, folgt nun, nach
unserer Vorbemerkung, dass f~!(a) abgeschlossen in V ist. O

Definition 1.2.31. Sei V eine projektive Varietdt. Eine Funktion f : V — K heift
regular im Punkt P € V| wenn es eine offene Umgebung U mit P € U C V gibt, sowie
homogene Polynome ¢, h € K[X,...,X,] vom selben Grad mit h(P) # 0, P € U, so
dass f = g/h auf U gilt. Eine Funktion heifft regulér auf V', wenn sie regulér in allen
Punkten von V ist.

Wie in Proposition 1.2.30 ergibt sich, dass regulére Funktionen auf projektiven Varie-
taten stetig sind.

Bezeichnung 1.2.32. Die Menge aller reguldren Funktionen auf einer Varietit V' be-
zeichnen wir mit O(V).

Proposition 1.2.33. Sei V eine Varietit und f,g € O(V). Euxistiert eine nichtleere,
offene Menge U C V| so dass f = g auf U gilt, so folgt f = g auf ganz V.
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Beweis. Sei V eine Varietét, f,g € O(V) und es existiere eine nichtleere, offene Menge U
auf der f = g ist. Nach Bemerkung 1.2.7 ist U dicht in V. Weiter wissen wir, dass U aus
der Menge der Punkte besteht, fiir die f —g = 0 gilt. Da f,g € O(V), ist f — g stetig und
damit U = (f — ¢g)~'(0) abgeschlossen. Insgesamt ist U also eine dichte, abgeschlossene
Teilmenge von V und somit gleich V. O

Betrachten wir das folgende Beispiel:

Beispiel 1.2.34. Sei V' C A? gegeben durch Z(Y? — X3) und f = Y/X. Wir setzen

V' :=V \ {(0,0)} und stellen fest, dass f eine regulidre Funktion auf V' ist. Weiter sei

g = f?, dann ist auch g auf V' regulir und es gilt
y?2 X3

IXY)=m =%

Wir setzen ¢(0,0) = 0 und somit ist g regular auf V. f ldsst sich aber nicht auf V'
regulér fortsetzen, denn ansonsten wiirde es eine offene Umgebung W von (0,0) und
u,v € K[X,Y] geben, so dass in allen Punkten von W

Y u(X,Y)

X  u(X,)Y) (1.1)

gilt. Dabei ist v(0,0) # 0. Wir kénnen annehmen, da Y2 = X3 gilt, dass u und v von
der Gestalt

u(X,Y) =uo(X) + Yui(X), v(X,Y) = v9(X) + Yv1(X)
sind. Durch Einsetzen in (1.1) und Ausmultiplizieren erhalten wir
Yoo(X) + X301 (X) = Xug(X) + XYu(X). (1.2)

Die Gleichheit gilt auf der nichtleeren, offenen Menge W und damit nach Proposition
1.2.33 auch auf V. Somit gilt (1.2) auch modulo des Ideals (Y2 — X3) und damit ebenso
modulo des groferen Ideals (X2, XY, Y?), wodurch wir

v0(X)Y = up(X)X mod (X%, XY,Y?)
folgern kénnen. Damit ist
v9(0)Y = up(0)0 =0 mod (X2, XY,Y?).

Es folgt vo(0) = 0. Dies ist ein Widerspruch zu v(0,0) # 0. Wir kénnen also f nicht
regular auf V' fortsetzen.

Mit Hilfe von reguldren Funktionen kénnen wir die Kategorie der Varietdten definie-
ren. Die Objekte sind dabei die Varietdten. Die Morphismen sind gegeben durch stetige
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Abbildungen ¢ : A — B mit der Eigenschaft, dass fiir alle offenen Teilmengen U C B
und jede regulire Funktion f : U — K die Funktion fo¢ : ¢~ (U) — K regulir ist. Zwei
Varietdten A, B sind nun isomorph, wenn zwei Morphismen ¢ : A — Bund ¢ : B — A
mit ¢po1p = idpg und Y o¢ = id 4 existieren. Dabei reicht es nicht aus, dass ¢ eine bijektive
Abbildung ist, wie in der Kategorie der Mengen, oder ein Homéomorphismus, wie in der
Kategorie der topologischen Raume.

Beispiel 1.2.35. Sei ¢ : A' — A2 t s (¢2,#3). Dann ist ¢ ein Morphismus und die
Umkehrabbildung ist gegeben durch

O sl

(z,y) # (0,0),
= (0,0).
1) ist eine stetige Abbildung und damit ein Homéomorphismus. 1 ist aber kein Morphis-

mus auf Z(Y? — X3), denn ansonsten wire v eine regulire Fortsetzung auf Z(Y? — X?3).
Diese kann es aber nicht geben, wie wir im Beispiel 1.2.34 gesehen haben.

, (2,y)

Vi Z(X2-Y?) = AL (z,y) — {

Proposition 1.2.36. Sei U; C P die offene Menge, die durch X; # 0 definiert wird.
Dann ist die Abbildung ¢; : Uy — A™ aus Satz 1.2.26 ein Isomorphismus von Varietdten.

Beweis. In Satz 1.2.26 haben wir schon nachgewiesen, dass ¢; ein Homéomorphismus
ist. Sei f : A® — K eine reguldre Funktion, dann miissen wir nun zeigen, dass auch
fodo;: qﬁ;l(A”) = U; — K eine reguldre Funktion ist. Fir g € K[Xq,...,X,] ist
g o ¢; ein homogenes Polynom vom Grad 0. Daraus erhalten wir, dass f o ¢; ein Quoti-
ent von homogenen Polynomen desselben Grades und somit regulér ist. Also ist ¢; ein
Morphismus. Es bleibt nun noch zu zeigen, dass auch die Umkehrabbildung, die durch

wi:AnHUia (a17"'7an)’_>(ala"‘7ai717a’i+17‘"7an)

gegeben ist, ein Morphismus ist. Dazu miissen wir nur noch zeigen, dass fiir eine regulare
Funktion h : U; — K auch die Funktion % o 1; : ¢; }(U;) = A" — K regulir ist. Dieses
ist aber trivial und somit ist ¢; ein Isomorphismus. O

Definition 1.2.37. Sei V eine Varietat und P € V. Dann definieren wir den lokalen
Ring der Varietét V' in P, bezeichnet mit Oy p, durch

Ovp:={(U,f): UCV offen, P €U, fist regular auf U}.

Dabei ist (U, f) ~ (W, g) wenn f = g auf UNW gilt.

Wie in Proposition 1.2.33, folgt aus (U, f) ~ (W, g), dass f = g auf ganz V gilt. Somit
erhalten wir, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist. Oy p ist tatséichlich ein lokaler Ring, das
heifit er besitzt nur ein maximales Ideal. Ist namlich mp die Menge aller Aquivalenzklas-
sen, die in P null sind, so ist mp ein Ideal und fiir f € Oy p — mp gilt f(P) # 0. Damit
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existiert eine Umgebung U von P auf der 1/f regulér ist. Also sind alle Elemente aus
Oy, p — mp Einheiten und somit ist Oy p ein lokaler Ring.

Gibt es einen Isomorphismus zwischen zwei Varietéten, so wollen wir einen Zusammen-
hang zwischen ihren lokalen Ringen herstellen. Seien V, W zwei beliebige Varietdten und
¢ : V — W ein Morphismus. Dann definieren wir fiir P € V' die Abbildung ¢} durch

¢p : Oyppyw — Opyv, [ fod.

Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn ¢ ist ein Morphismus. Weiter ist ¢} ein Homo-
morphismus und es gilt die folgende Proposition.

Proposition 1.2.38. Seien V.W zwei Varietiten. Dann ist die Abbildung ¢ : V — W
genau dann ein Isomorphismus, wenn ¢ ein Homdomorphismus ist und die Abbildung ¢
ein Isomorphismus ist fiir alle P € V.

Beweis. Sei ¢ ein Isomorphismus und P € V beliebig. Es bleibt zu zeigen, dass ¢} ein
Isomorphismus ist. Da die reguldren Funktionen in P einen Ring bilden, miissen wir
zeigen, dass ¢p bijektiv ist. Seien dazu f,g € Oyp)w mit ¢p(f) = ¢p(g), das heilt
es gilt fo¢p = go ¢. Da ¢ ein Isomorphismus ist, folgt daraus f = ¢ und damit ist
¢p injektiv. Um die Surjektivitét zu beweisen, betrachten wir eine beliebige regulére
Funktion h € Opy. Dann setzen wir f := ho ¢! Da ¢! ein Morphismus ist, folgt
[ € Oy(p),w- Damit erhalten wir

¢p(f)=fop=ho¢p lop=h

Also ist ¢ auch surjektiv und damit ein Isomorphismus.

Sei nun umgekehrt ¢ ein Homéomorphismus und fiir alle P € V' ¢} ein Isomorphismus.
Wir miissen jetzt lediglich zeigen, dass ¢ und ¢~' Morphismen sind. Sei U C W offen
und f : U — K reguldr. Dann gilt fiir alle Q € U, dass f ein Element des Ringes Og w
ist. Daraus folgt, mit Hilfe der Surjektivitdt von ¢, dass

¢p(f)=fod € Os1q)v

gilt. Damit ist fo¢ in allen Punkten P € ¢~ (U) reguldr und somit ist ¢ ein Morphismus.
Vollig analog erhalten wir, dass ¢! ein Morphismus ist und insgesamt ist damit ¢ ein
Isomorphismus. ]

Definition und Satz 1.2.39. Sei V' eine Varietdt. Wir definieren den Kérper der Funk-
tionen K (V') von V' durch

K(V):={(U,f): UCYV offen und f ist requlir auf U} .

Dabei ist wieder (U, f) ~ (W, g), wenn f = g auf UNW gilt. Die Elemente von K(V)
heiflen rationale Funktionen.
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Beweis. Sei V eine Varietdt. Wir miissen zeigen, dass K (V') tatséchlich ein Korper ist.
Wenn A, B C V zwel nichtleere, offene Mengen sind, miissen sie einen gemeinsamen
Schnitt haben, ansonsten hétten wir durch V = A°U B¢ eine Zerlegung von V in ech-
te, abgeschlossene Teilmengen. Dieses ist aber ein Widerspruch zur Irreduziblitdt. Wir
konnen jetzt also Addition und Multiplikation von zwei Elementen aus K (V') auf dem
Schnitt ihrer Mengen erkldren. Damit ergibt sich, dass K (V') ein Ring ist. Es bleibt die
Existenz von Inversen zu zeigen. Sei dazu (U, f) € K(V) mit f # 0. Wir definieren
jetzt die Menge W :=U — U N Z(f). W ist offen und 1/f ist regular auf W. Damit ist
(W,1/f) € K(V). O

Bemerkung. Ersetzen wir die Varietdt V durch eine isomorphe Varietét, so sind die
entsprechenden Ringe ebenfalls isomorph, siehe zum Beispiel Proposition 1.2.38. Die
Ringe O(V'), Oy,p und K (V) sind also bis auf Isomorphie invariant unter der Varietat V'
und dem Punkt P.

Theorem 1.2.40. Sei V' C A" eine affine Varietit mit Koordinatenring K[V]. Dann
qgilt:

it. fir jeden Punkt P € V sei mp C KI[V] das Ideal der Funktionen, die in P null
sind. Dann ist durch P — mp eine bijektive Abbildung zwischen den Punkten von
V und den mazimalen Idealen von K[V] gegeben.

iii. fir alle P €V ist Oy p = K[V]m, und dim Oy p = dim V

iv. K(V) ist isomorph zum Quotientenkérper von K[V]

Beweis. Jedes Polynom f € K[Xj,...,X,]ist nach Definition eine regulére Funktion auf
V. Daher erhalten wir einen Homomorphismus K[X7y, ..., X,] — O(V) und die Elemente
des Kerns bestehen aus den Elementen von I(V). Wir erhalten also einen injektiven
Homomorphismus

a: K[V]—0OWV).

Nach Proposition 1.2.11 wissen wir bereits, dass eine bijektive Abbildung zwischen den
Punkten von V' und den maximalen Idealen in K[X, ..., X,], die I(V) enthalten, exis-
tiert. Zwischen diesen maximalen Idealen und den maximalen Idealen in K[V] gibt es
auch eine bijektive Abbildung. Mit Hilfe von « kénnen wir nun Elemente aus K[V] als
Funktionen identifizieren und wir erhalten, dass die zugehdrigen maximalen Ideale gerade
mp = {f € K[V]: f(P) = 0} entsprechen, womit ii. bewiesen ist.

Um die Aussage iii. zu beweisen, konstruieren wir eine dhnliche Abbildung wie «. Jedes
Element aus K[X1,..., X, |mp ist eine regulédre Funktion in P. Wir erhalten also einen
Homomorphismus K[X1, ..., Xp]mp — Ov,p. Nach Definition einer reguléren Funktion in
P ist dieser Homomorphismus surjektiv. Die Elemente des Kerns sind gerade die Elemente
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aus I(V)mp. Damit erhalten wir also einen bijektiven Homomorphismus K[V]m, — Oy, p,
womit wir die Behauptung bewiesen haben.

Aus iii. folgt, dass der Quotientenkorper von K[V] isomorph zum Quotientenkorper
der Oy, p ist und zwar fiir alle P € V. Dieser hingegen ist gleich K (V'), denn jede rationale
Funktion liegt in einem Oy, p und damit ist iv. bewiesen.

Jetzt miissen wir nur noch i. beweisen. Es gilt

o) c ﬂ Ov.p.

Nach 7. und 3. folgt dann

K[V € O(V) € (K [V]m

dabei durchlduft m alle maximalen Ideale von K[V]. Da nach Lemma 1.1.1
K[V] = NuK[V]n

gilt, folgt die Behauptung. O

Wir wollen nun das dquivalente Resultat fiir die projektiven Varietédten formulieren.
Dafiir benétigen wir einige zusétzliche Bezeichnungen.

Sei S ein graduierter Ring, p ein homogenes Primideal und T' die Menge, die aus allen
homogenen Elementen von S, die nicht aus p sind, besteht. Mit S(;) bezeichnen wir die
Menge aller homogenen Elemente vom Grad 0 aus der Lokalisierung von S beziiglich der
Menge T. Ist a € T~'S, so gilt a = f/g, wobei f € S homogen ist und g € T. Mit
deg(a) = deg(f) — deg(g) wird T-1S wieder zu einem graduierten Ring. Weiter ist S(p)
ein lokaler Ring mit maximalem Ideal (p-T~15)NS(,). Dies wollen wir nachweisen, denn
fiir f/g € Sy mit f/g & (p- T-18)N S(p) gilt f € T und somit

(f/9) " =g/f € S

Damit sind alle Elemente aus S, —((p-7~15)NS(;)) Einheiten, was S,y zu einem lokalen
Ring mit maximalem Ideal (p - T~1S) NS, macht. Fiir p = (0) erhalten wir sogar, dass
S((0)) ein Korper ist. Fiir ein homogenes Element f € S bezeichnen wir ebenso mit Sy,
die Menge aller homogenen Elemente vom Grad 0 aus der Lokalisierung Sy.

Lemma 1.2.41. Sei U; C P" die offene Menge mit X; # 0, V eine projektive Varietdt
und V; :=V NU;. Ist Vi # 0, so gilt S(V)(x,) = K[Vi].

i

Beweis. Nach Proposition 1.2.36 ist ¢; ein Isomorphismus und somit ist V; isomorph zu
einer affinen Varietdt. Wir wollen jetzt den Isomorphismus

v: K[V — S(V)(Xi)
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konstruieren. Dabei wollen wir uns auf den Fall ¢ = 0 beschrianken, das heifst wir nehmen
an, dass Vp # 0 gilt. Um diese Abbildung zu konstruieren, benotigen wir zuerst die
Abbildung

¢y K[Y1,..., Y] = K[Xo, ..., Xal(x0)s

die durch ¥ ¥
Yi,....Y, 21 2n
f( 1 ) )Hf(XOa 7X0>

gegeben ist. Wir betrachten jetzt ¢ etwas genauer. Ist f € K[Y7,...,Y,] durch

FO L Y0) =) a0, Y YT

gegeben, so gilt

* o Xl a1 Xn Qn
50 = aoran (5) o ()
)(1 aq Xn Qn, XU deg(f)izz a;

= 1 & n dEg(f)_ZiOéi
_WZaal,_..,anXll..”.Xg - X, '

Damit konnen wir nun nachrechnen, dass ¢ ein Isomorphismus ist. Nach Proposition
1.2.28 gilt fiir ein homogenes Polynom f € S, dass f genau dann in I(V') liegt, wenn ein
g € I(Vp) und d € N mit d > deg g existiert, so dass

f(Xo,. o, Xn) = X' - 5 (9 (X1, 0, X)) (1.3)

gilt. Ist nun f € I(V)x,), so existiert h € I(V) mit f = h/X5®". Mit (1.3) erhalten wir,

dass ein Polynom g € I(Vp) und n € N existiert mit h = XJ¢§(g). Weiter ist Xo & I(V),

da Vy # 0. Da I(V) ein Primideal ist, konnen wir daraus ¢{(g) € I(V) folgern. Weiter

erkennen wir, dass fiir g € I(Vo), é5(9) € 1(V)(x,) folgt. Insgesamt erhalten wir also

¢5(1(Vo)) = 1(V)(x,)- Nun definieren wir die Abbildung v : K[Vp] — S(V)x,) durch
v(f) i=m(¢o(f)), fe KM, ... Yo]/I(V).

Dabei bezeichnen wir mit 7 : K[Xo,..., Xu](xy) — K[Xo,---, Xol(xo)/I(V)(x,) die
kanonische Projektion. Wir miissen zunichst zeigen, dass v wohldefiniert ist. Gilt f = g,
so existiert h € I(Vp) mit g = f + h und es folgt

v(g) = m(¢5(9)) = m(85(f) + ¢5(h)) = m(¢5(f)) = v(F).

Da ¢{ ein Isomorphismus ist, ist auch v ein Isomorphismus. ]

Nun koénnen wir das Resultat fiir die projektiven Varietdten formulieren:
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Theorem 1.2.42. Sei V C P" eine projektive Varietdt mit homogenen Koordinatenring
S(V). Dann gilt

i OV)=K
ii. K(V)=S(V)qoy
iii. dim (V) = dimV + 1.

Beweis. Wir wollen zuerst die Aussage ii. beweisen. Es gilt K (V) = K(V;). Nach Theo-
rem 1.2.40 ist K(V;) der Quotientenkorper von K[V;]. Mit Lemma 1.2.41 folgt damit
insgesamt:

Als néchstes wollen wir ¢. beweisen. Sei dazu f € O(V). Dann gilt f € O(V;) fiir alle i
und somit gilt nach Theorem 1.2.40 f € K[V;]. Nach Lemma 1.2.41 gilt K[V;] = S(V)x,)
und daher existiert g; € S(V') homogen vom Grad Nj, so dass

f=+x

gilt. Sei L der Quotientenkorper von S(V'). Mit i. kénnen wir die Ringe O(V'), K(V') und
S(V) als Unterringe von L auffassen. Wir kénnen nun

XN feswy,

folgern. Als néchstes wihlen wir N € N mit N > . N;. Da S(V)y von den Monomen
vom Grad N in Xy, ..., X, aufgespannt wird, gibt es in jedem Monom mindestens ein
X; mit deg(X;) > N;. Fiir alle 7 existiert, wie wir eben gezeigt haben, eine Darstellung
f=9/X ZN ¢ und daher gilt

S(V)n-f S S(V)w.

Daraus erhalten wir

S(V)n-ffCS(V)n, keN.

Insbesondere gilt dann
XY ffes), keN.

Damit ist der Unterring S(V)[f] von L in X, ¥ S(V) enthalten, denn fiir a € S(V)[f]
gilt
a= Zakfk = ZakXJNXéka = XJNZakXévfk
k k k
und da ay € S(V') ist, folgt nun 3", ax X{¥ f¥ € S(V). Xy VS(V) ist ein endlich erzeugter

S(V)-Modul und S(V') ein noetherscher Ring, also folgt nach Satz 1.1.8, dass X, V.S(V)
noethersch ist. Wir haben eben gezeigt, dass S(V)[f] ein Untermodul von X,V S(V') ist
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und daher ist nun S(V)[f] endlich erzeugt. Es folgt, dass f ganz iiber S(V) ist (siehe
zum Beispiel [1]), das heift es existieren aq, ..., an,—1 € S(V) mit

"+ am1f™ 4+, . +ay=0.

Daraus folgt, dass auch die homogenen Komponenten von f™ + a,,—1f™ ' + ... + ag
alle gleich 0 sind. Weil f homogen vom Grad 0 ist, besitzt ajfj, j=1...,m—1 eine
homogene Komponente vom Grad 0. Da S(V)o = K gilt, erhalten wir eine Gleichung

4 b f b =0,

mit Koeffizienten by, ..., b,—1 € K. Also ist f algebraisch {iber K. K ist aber algebraisch
abgeschlossen und somit folgt f € K.

Zum Schluff wollen wir Aussage iii. beweisen. Ahnlich wie im Beweis zu Lemma 1.2.41
konstruieren wir einen Isomorphismus p : K VilX:, X; Y — S(V)x,. Sei XI'-f ¢
K[Vi][X;, X;']. Dann ist p (X« f) == 7 (XP - $7(f)). Dabei ist

wieder die kanonische Projektion. Wir wissen nach Proposition 1.2.28, dass f genau dann
ein Element von I(V)y, ist, wenn k € Z und g € I(V;) existieren mit f = X¥¢?(g). Durch
eine dhnliche Rechnung wie im Beweis von Lemma 1.2.41 erkennen wir, dass p wohldefi-
niert ist. Durch eine weitere leichte Rechnung erhalten wir die Injektivitat und da ¢] ein
Isomorphismus ist, ist p auch surjektiv. Ist K ein Koérper und B ein Integritétsbereich,
der eine endliche erzeugte K-Algebra ist, dann ist die Dimension von B gleich dem Tran-
szendenzgrad des Quotientenkorpers von B iiber K. Einen Nachweis hierfiir findet man
in [21]. Sei F':= Quot(K[V;]), dann ist F(X;) der Quotientenksrper von K[Vi][X;, X; ']
Durch p erhalten wir F/(X;) = Quot(S(V)x,) und F(X;) = Quot(S(V)). Damit erhalten
wir mit Theorem 1.2.40

dim S(V') = transgrad(F(X;)) = transgrad(F) + 1 = dim K[V;] + 1 =dim V; + 1.
Nach Proposition 1.2.17 folgt
dim (V) =supdim S(V) = supdim V; + 1 = dim V + 1.

O]

Corollar 1.2.43. Sei V' eine projektive Varietit und V; == U; N V. Ist V; # (), so gilt
dimV; =dimV.

Beweis. Dies haben wir bereits im Beweis von Theorem 1.2.42 jv. gezeigt. O

Definition 1.2.44. Sei V' C A" eine affine Varietat und fi,..., f, € K[X1,...,X,] die
Erzeugenden des Verschwindungsideals. Dann heifit V' nichtsingulér in P € V| wenn der
Rang der Matrix

J = (8]2/8351)17]

n —dim V ist. V heifst nichtsingulér, wenn V' in jedem Punkt nichtsingulér ist.
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Wir wollen zeigen, dass diese Definition wohldefiniert ist. Dazu wollen wir nur minimale
Erzeugendensysteme von I (V') betrachten. Sei also (f1,..., ft) so ein System und P € V
ein beliebiger Punkt. Wir definieren die Abbildung

d 0
0: K[ Xy,...,X,] > K", f— <3£(P)7’5)x];(13))

Dann ist V' nichtsinguldr in P, wenn (0(f1),...,0(f:)) ein (n —dim V')-dimensionaler Un-
tervektorraum von K™ ist. Sei nun (g1, ..., g¢) ein zweites minimales Erzeugendensystem
von I(V). Dann existiert eine invertierbare Matrix A = (ai;);;, ai; € K[X], mit

gi :Zai]’fj, 1= 1,...,t.

Mit f; € I(V) erhalten wir fir i =1,...,¢

00:) =0 (D aiifs) = D (Olaig) f5(P) + as; (PYO(S;)
= ai(P)O(f;).

Da die Matrix A(P) := (a;;(P));; invertierbar ist, folgt, dass 6(g1),...,6(g:) auch ein
(n — dim V')-dimensionaler Unterraum ist und damit ist die Wohldefiniertheit gezeigt.

Wir bendétigen noch eine andere Charakterisierung und dafiir brauchen wir die folgende
Definition.

Definition 1.2.45. Sei A ein noetherscher, lokaler Ring mit maximalem Ideal m und
Restklassenkorper K = A/m. A heikt regulirer lokaler Ring, wenn dimyg m/m? = dim A
gilt.

Anhand der folgenden Charakterisierung konnen wir unsere Definition 1.2.44 auf belie-
bige Varietéten ausdehnen, indem wir sagen, dass eine Varietdt im Punkt P nichtsingulér
ist, wenn Oy, p ein reguldrer lokaler Ring ist.

Satz 1.2.46. Sei V C A" eine affine Varietit und P € V' ein Punkt. Dann ist V' genau
dann nichtsinguldr in P, wenn der lokale Ring Ov,p ein reguldrer lokaler Ring ist.

Beweis. Sei V C A" eine affine Varietat und P € V. Dann existierena; € K, i =1,...,n,
mit P = (aq,...,a,). Zu P gehort dann das maximale Ideal ap = (21 — a1, ..., 2, — ay)
in K[X1,...,X,]. Sei 6 wieder gegeben durch

of of
0: K[X1,..., X K" —(P),...,=——(P) ).
[ 1, ) n]_> ’f'_><a:61( )v 7835“( ))
Es ist 0(z; — a;) = e; und somit bilden die #(z; — a;), i = 1,...,n, eine Basis des K".
Unsere Abbildung, eingeschrinkt auf das Ideal ap, ist demzufolge bereits surjektiv. Wir
sehen, dass ein Element g € K[X1,...,X,] unter  genau dann auf 0 abgebildet wird,
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wenn g mindestens eine doppelte Nullstelle in P hat, das heift es gilt ker§ = a2. Wir
erhalten damit einen Isomorphismus ¢’ : ap/a2 — K™. Insbesondere gilt nun

dim(ap/a2) = dim(K™) = n.

Sei {f1,..., fi} ein Erzeugendensystem von I(V'). Dann ist der Rang der Jacobimatrix J
gleich der Dimension des Bildes von (V) unter 6. Unter Zuhilfenahme von 6" sehen wir,
dass dies gleich der Dimension des Unterraumes (I(V') + ap)/a2 von ap /a2 ist. Sei m das
maximale Ideal des lokalen Ringes Oy p. Dann gilt fiir f/g € Oy p, da 1/g eine Einheit
in Oy p ist, dass f/g € m genau dann gilt, wenn f € m. Damit kénnen wir nachrechnen,
dass m/m? 2 ap/(I(V) + a2) gilt. Mit Hilfe der Dimensionsformel fiir Quotientenriume
von endlichdimensionalen Vektorrdumen erhalten wir dann

dimm/m? = dimap/(I(V) + a2)
= dim ap — dim(I (V) + a?)

=n + dimaZ — dim(I(V) + a2) (1.4)
= n +dima2 — dim((I(V) + a2)/a2) — dima?
=n — Rang J.

Ist jetzt Oy, p ein regulérer, lokaler Ring, so ist dimm/ m? = dim Oy, p und mit Theorem
1.2.40 und (1.4) folgt Rang J =n —dim V.

Ist umgekehrt V' singuldr, so gilt Rang J = n — dim V' und es folgt wiederum mit
Theorem 1.2.40 und (1.4), dass dimm/m? = dim V gilt. Damit ist Oy p ein regulérer
lokaler Ring. O



2. Vorbereitungen fiir die Weil-Paarung

In diesem Kapitel schlagen wir den Bogen von der Theorie aus Kapitel 1 zu den ellip-
tischen Kurven und schaffen die Voraussetzungen fiir die Konstruktion der Weil-Paarung.

2.1. Elliptische Kurven als projektive Varietaten

Sei K ein beliebiger Korper und K ein fester algebraischer Abschluss von K. Unter einer
Kurve verstehen wir im Folgenden eine projektive Varietéit der Dimension 1.

Proposition 2.1.1. Ist C eine Kurve und P € C ein nichtsinguldrer Punkt, so ist Oc,p
ewn diskreter Bewertungsring.

Beweis. Sei V; = VN U;, so dass P € V; gilt. Wir erhalten mit Theorem 1.2.40 und
Corollar 1.2.43

dimm/m? = dim Oy, p = dim Oy, p = dim V; = dim V = 1.
Nach Proposition 1.1.13 folgt dann, dass Oy, p ein diskreter Bewertungsring ist. O

Definition 2.1.2. Sei C eine Kurve, P € C ein nichtsinguldrer Punkt und m;, das
maximale Ideal von O¢ p. Die Bewertung von O¢ p ist gegeben durch

ordp : Oc.p — Ng U {oo}, ordp(f) = max{d eNy: fe€ mg}.

Wir setzen ordp(f/g) := ordp(f)—ordp(g). Damit kénnen wir ord p auf K (C) fortsetzen
und erhalten
ordp : K(C) — Z U {o0}.

Erzeugt u € K(C) das Ideal mp, das heiRt gilt ordp(u) = 1, so wollen wir u eine
Ortsuniformisierende von C' im Punkt P nennen.

Proposition 2.1.3. Sei C eine nichtsingulire Kurve und f € K(C). Besitzt f keine
Polstellen auf C, so folgt, dass f konstant ist.

Beweis. Da f keine Polstellen besitzt, existieren g,h € K[C] mit h(P) # 0 fiir alle
P € C, so dass

f=

SRS

30
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gilt. Daraus kénnen wir f € O(C) folgern und somit folgt nach Theorem 1.2.42, dass f
konstant ist. O

Aus dieser Proposition folgt unmittelbar, indem wir 1/f betrachten:

Corollar 2.1.4. Sei C eine nichtsingulire Kurve und f € K(C). Besitzt f keine Null-
stellen auf C' so folgt, dass f konstant ist.

Definition 2.1.5. Die Gruppe der Divisoren einer Kurve C, bezeichnet mit Div(C),
ist die freie abelsche Gruppe, die von den Punkten von C erzeugt wird. Ein Divisor
D e Div(C) ist also gegeben durch

D= nplP], np €L

Dabei gilt np = 0 bis auf endliche viele P € C. Der Grad von D wird definiert durch
deg(D) = ) np.

PeC

Die Divisoren vom Grad 0 bilden eine Gruppe, die wir mit Div’(C') bezeichnen. Einen
Divisor D = ) np[P] € Div(C) nennen wir positiv, bezeichnet mit D > 0, wenn np > 0
fiir alle P € C gilt. Sind D1, Dy € Div(C) mit D; — Dy > 0, so bezeichnen wir diese mit
D1 > Ds.

Sei nun C' eine nichtsinguldre Kurve. Dann kénnen wir mit Proposition 2.1.1 und

Definition 2.1.5 fiir f € K(C)* den Divisor von f durch

div(f) = 3 ordp(f)[P] (2.1)

erklaren. Diese Divisoren werden Hauptdivisoren genannt. Fiir den Beweis, dass es sich
hierbei um eine endliche Summe handelt, sei auf [11] verwiesen.

Definition 2.1.6. Sei D € div(C'). Wir definieren
Z(D) = {f € K(C)*:div(f) > —D} U{0}.
Man kann zeigen [27], dass -Z(D) ein endlich dimensionaler K-Vektorraum ist und setzt
¢(D) := dimp Z (D).

Theorem 2.1.7. (Riemann-Roch) Sei C eine nichtsingulire Kurve, dann existieren eine
ganze Zahl g, genannt das Geschlecht von C, und ein Divisor IC, so dass

D) — 4K —D)=deg(D)—g+1

fir alle Divisoren D € Div(C') gilt.
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Beweis. Siehe Theorem 1.3. in Kapitel IV in [11]. O

Definition 2.1.8. Eine elliptische Kurve ist ein Paar (E, O), wobei E eine nichtsingulére
Kurve vom Geschlecht 1 und O € FE ein spezieller Punkt auf der Kurve ist. Die elliptische
Kurve E ist definiert tiber K, wenn E als Kurve iiber K definiert ist und O € E(K) gilt.

Theorem 2.1.9. Sei E eine elliptische Kurve definiert iiber K. Dann gilt

i. Es existieren Funktionen z,y € K(F), so dass die Abbildung

[=(P) :y(P) 1], fir P# O,

b P P ..
[0:1:0] , fir P =0,

ein Isomorphismus von E auf ¢(E) C P? ist. Dabei ist ¢(E) die durch die Weier-
strass’sche Gleichung

Y?Z+aXYZ +a3YZ* = X + e X?Z + ays X 7% + a6 Z°, (2.2)

mit a1, ...,a5 € K gegebene Kurve. Die Funktionen x,y werden Weierstrass’sche
Koordinatenfunktionen von E genannt.

it. Jede nichtsingulire Kurve, die durch eine Weierstrass’sche Gleichung (2.2) gegeben
ist, ist eine elliptische Kurve tiber K.

Beweis. Siehe Proposition 3.1 in [27]. O

Corollar 2.1.10. Ist E eine elliptische Kurve definiert iber K und seien x,y die Wei-
erstrass’schen Koordinatenfunktionen. Dann gilt

K(E) = K(z,y).

Beweis. Siehe Corollar 3.1.1 in [27]. O

2.2. Funktionen und Divisoren auf elliptischen Kurven

Im Folgenden werden wir einige grundlegende Tatsachen iiber elliptische Kurven voraus-
setzen, zum Beispiel, dass die Punkte auf einer elliptischen Kurve eine Gruppe beziiglich
der Addition bilden, mit O als neutrales Element. Die Addition von zwei Punkten kann
mit Hilfe expliziter Formeln ausgerechnet werden, siehe zum Beispiel [30].

Sei E eine elliptische Kurve {iber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper K mit
char # 2,3. Dann konnen wir aus (2.2) eine vereinfachte Weierstrass’sche Normalform
erzeugen, das heifst F ist gegeben durch

Y2=X34+AX+B= (X —e)(X —e2)(X —e3), (2.3)
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mit A, B, ey, es,e3 € K. Weiter seien x,y die Weierstrass’schen Koordinatenfunktionen.
Man kann leicht nachweisen, dass eine Kurve der Gestalt (2.3) genau dann nichtsingulér
ist, wenn e, es und e3 paarweise verschieden sind. Um dieses zu priifen, schauen wir
uns die Diskriminante des Polynoms (X — e1)(X — e2)(X — e3) an. Durch Nachrechnen
erhalten wir

A = ((e1 —eg)(e1 — e3)(ea — e3))* = —(4A4% 4+ 27B?).

Gilt 443 + 27B? # 0, so ist (2.3) eine nichtsingulire Kurve. Fiir elliptische Kurven
folgt also aus Definition 2.1.8 also 443 + 27B% # 0. Wir wollen jetzt Funktionen auf
elliptischen Kurven betrachten, dabei orientieren wir uns an [6] und [30]. Mit Hilfe von
Hauptdivisoren kénnen wir dann den Hauptsatz dieses Abschnittes formulieren.

Definition 2.2.1. Ein Polynom auf E ist ein Element des Ringes K[z, y]. Die Elemente
von K(FE) = K(z,y) heifen rationale Funktionen.

Ist f € K[x,y], so existieren v,w € K|[x], so dass gilt
f(z,y) = v(z) + yw(z). (2.4)

Diese Darstellung existiert, denn wir konnen jede gerade Potenz von y durch ein Polynom
in x ersetzen, sowie ungerade Potenzen von y durch y mal ein Polynom in x.

Wir wollen den Grad eines Polynoms auf E definieren. Man setzt:
deg(x) :=2 und deg(y) := 3.

Mit deg,(f) wollen wir den Grad eines Polymons f in z bezeichnen.

Definition 2.2.2. Sei f(x,y) = v(z) + yw(z) ein Polynom auf E. Wir definieren den
Grad von f durch
deg(f) = max {2deg,(v),3 + 2deg,(w)} (2.5)

Weiter ist f definiert durch f(z,y) := v(z) — yw(z). Damit definieren wir nun die Norm
von f durch

N(f)=1F-T.

Die Norm ist nur noch ein Polynom in x und mit der Definition des Grades kann
man leicht nachrechnen, dass deg(f) = deg, (N (f)) gilt. Mit Hilfe der Norm kénnen wir
zeigen, dass die Darstellung (2.4) eindeutig ist. Gilt

f(z,y) = vi(z) + ywi(z) = v2(z) + yws(z),
so folgt
9(x,y) = (vi(x) — va(x)) + y(wi(x) — wa(z)) =0
und weiter, dass ebenso
N(g)(x) = (vi(z) = va(2))® —(a® + Az + B) (w1 () — wa(x))?

— by (2) —hy(z)
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die Nullfunktion ist. Da aber deg,(h1(z)) und deg, (ho(x)) gerade sind, folgt
hl(l‘) =0= hg(l’)

und somit vy (z) = ve(x) und wi(z) = we(x). Da (2.4) eindeutig ist, folgt die wohldefi-
niertheit von (2.5).

Wir wollen nun priifen, dass die uns bekannte Rechenregel bei der Gradrechnung wei-
terhin giiltig ist.

Proposition 2.2.3. Es seien f,g € K[x,y]. Dann gilt
deg(f - g) = deg(f) + deg(g).

Beweis. Es gilt

deg(f - g) = deg,(N(f - g)) = deg,(N(f) - N(g))
= deg, (N(f)) + deg,(N(g)) = deg(f) + deg(g).

O

Bei einer rationalen Funktion f € K(x,y) ist besondere Vorsicht geboten. Da es sich
um Aquivalenzklassen handelt, ist es nicht moglich, zu zeigen, dass der Nenner oder der
Zahler von einem bestimmen Grad ist. Gilt aber f = g/h = u/v, so gilt gv = uh und nach
unser eben bewiesenen Proposition deg(g) — deg(h) = deg(u) — deg(v). Diese Differenz
ist also unabhéngig vom Représentanten der Funktion f. Mit diesem Wissen konnen wir
nun den Wert einer rationalen Funktion in O bestimmen.

Definition 2.2.4. Sei f = g/h € K(z,y). Im Fall deg(g) — deg(h) < 0 setzen wir
f(O) = 0. Ist deg(g) — deg(h) > 0, so hat f in O einen Pol. Gilt deg(g) — deg(h) = 0,
so miissen wir eine Fallunterscheidung machen. Sind ¢ und A in der Darstellung (2.4)
gegeben, so unterscheiden wir danach, ob N := deg(g) = deg(h) gerade oder ungerade ist.
Ist N gerade, so hat g den Leitterm a2 und ebenso h den Term byz™Y mit an, by € K.
Wir setzen dann f(O) := ax/by. Ist N ungerade, so hat g den Leitterm ayyz" und
entsprechend h den Term byyz™ mit ay, by € K und wieder setzen wir f(O) :==an/by.

Proposition 2.2.5. Sei f € K[z,y]. Dann ist die Summe der Vielfachheiten der Null-
stellen gleich dem Grad von f.

Beweis. Sei deg(f) =n und f gegeben durch f(x,y) = v(x) + yw(z). Dann gilt
N(f)(z) = v*(z) — (2* + Az + B)w?(x)

und es folgt deg,(N(f)) = deg(f) = n. Da K algebraisch abgeschlossen ist, existieren
C, a1, ... a0, € K mit
N(f)(z)=clxr—ay) ...  (x— apn).
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Gilt a; # ej, j = 1,2,3, so hat (x — a;) zwei Nullstellen auf E. Ist hingegen a; = e; fiir
ein j, so hat (z — a;) nur eine Nullstelle auf E. Diese hat aber die Vielfachheit 2. Damit
besitzt N(f) insgesamt 2n Nullstellen. Da aber f und f dieselbe Anzahl von Nullstellen
haben, ist also die Summe der Vielfachheiten der Nullstellen von f gleich n und damit
gleich deg(f). O

Damit erhalten wir:

Corollar 2.2.6. FEine rationale Funktion auf E hat nur endlich viele Null- und Polstel-
len.

Wir wollen jetzt Divisoren auf der elliptischen Kurve E betrachten.

Definition 2.2.7. Sei D € Div(E) ein Divisor mit D = >, a; [F;]. Dann definieren wir
die Summe von D durch

surn(z a; [Pj]) := Z a;Pj € E(K).
J J

Wir wollen nun die Summen-Funktion
sum : Div)(E) — E(K).

etwas genauer betrachten. Da die Addition auf einer elliptischen Kurve assoziativ ist,
folgt, dass sum ein Homomorphismus ist. Weiter gilt

sum([P] - [0]) =P — O = P.

Damit ergibt sich die Surjektivitdt der Abbildung. Es stellt sich jetzt die Frage, wie die
Elemente aus dem Kern aussehen. Es wird sich zeigen, dass der Kern aus Divisoren von
Funktionen, also Hauptdivisoren, besteht.

Wir erinnern kurz daran, wie der Divisor einer Funktion aussieht. Nach (2.1), ist fiir
eine Funktion f auf F div(f) gegeben durch

div(f) = 3 ordp(f)[P].
PecE

Fiir elliptische Kurven ergibt sich die Endlichkeit dieser Summe aus Corollar 2.2.6. Um
ordp(f) berechnen zu kénnen, benétigen wir eine Ortsuniformisierende up von f in P.
Nach Proposition 2.1.1 existieren diese Ortsuniformisierenden a priori und die folgenden
Beispiele zeigen, dass man sie konkret berechnen kann:

Beispiel 2.2.8. Essei f € K(z,y) mit f(z,y) = v(z) +yw(z), v,w € K(x) und (zg, yo)
eine Nullstelle von f mit (zg,yp) # O und yy # 0. Es ist also

f(z0,90) = v(w0) + yow(zo) = 0. (2.6)
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Gilt f(z0,v0) = 0, so ist v(xg) + yow(zo) = 0 und daher folgt mit (2.6)
v(zg) =0 und w(zg) =0.
Dann existiert ein maximals k¥ € N mit

Fz,y) = (2 — 20)* (v1(x) + ywi ().

Jetzt priifen wir, ob vi(z) + yw;(x) eine Nullstelle in (zg,yo) hat. Ist dies der Fall, so
muss, nach der Maximalitdtsbedinugung an k, vi(xg) — yowi(zo) # 0 gelten. Mit

(v1(2) +ywi(z))(v1(2) — ywi(@)) = v} (z) - y*wi(z)

erhalten wir eine rationale Funktion in x, die in zg eine Nullstelle besitzt. Damit existiert
wieder ein maximales k; € N, so dass (z — x0)* diese rationale Funktion teilt.

Im Fall f(zo,y0) # 0 berechnen wir
N(f) = f(xay) ' 7(1‘7 y) = U2($) - y2w2($)

und konnen erneut eine entsprechende Potenz von (z — xg) aus N(f) und somit auch
aus f ausklammern. Insgesamt sehen wir, dass im Punkt (zg,y9) # O und yo # 0, die
Funktion (z — z) eine Ortsuniformisierende ist.

Beispiel 2.2.9. Es sei f € K(z,y) und P ein Punkt der Ordnung 2 mit f(P) = 0.
Wir kénnen ohne Einschrankung annehmen, dass P = (e1,0) gilt. Weiter ist f gegeben
durch f = g/h mit g(P) = 0 und g(z,y) = v(z) + yw(z), v,w € Kz]. Aus g(e1,0) =0
folgt, dass v(e1) = 0 gilt. Daher existiert ein Polynom v; mit v(x) = (x — e1)vi(x). Da
e; # ej, 1 # j gilt, haben (x — es) und (z — e3) keine Nullstelle in P. Damit erhalten wir

9(z,y) = (z = er)vi(z) + yw(z)

=1 ()

(z —e2)(z —e3)(z —er)ui(z) +y (z — e2)(z — ez)w(x)
(x —e2)(x — e3)

_ Y21 () + ywi ()
(z —e2)(z —e3)
=:91(z,y)

—
yv1(x) + wi(x)
(x —e2)(x —e3)

Ist gi(e1,0) = 0, so folgt w(e;) = 0 und wir kénnen erneut eine Potenz von y aus-
klammern. Da wir nur Polynome betrachten, bricht dieses Verfahren nach endlich vielen
Schritten ab und damit ist u(z,y) = y eine Ortsuniformisierende in P = (eq,0).

Beispiel 2.2.10. Sei wieder f € K(x,y) mit f = g/h, g,h € K|z, y]. Wir wollen jetzt
eine Ortsuniformisierende in O konstruieren. Dazu wollen wir annehmen, dass f eine
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Nullstelle in O hat. Dann gilt deg(g) —deg(h) = d < 0. Da deg(y) — deg(x) = 1 ist, folgt
deg(2%g) = deg(y?h) und somit gilt

rlg zlg
yd—h(O) # oo und yd—h(O) # 0.
Damit erhalten wir
gt (2l _ (z\ (2l
y~4 \yh y yh)
Also ist z/y eine Ortsuniformisierende in O und es gilt ordp(f) = —d.

Bemerkung 2.2.11. Seien P, P, € E. Dann existiert eine Funktion g € K(x,y), so
dass
[P1] + [Ps] = [Py + P»] + [O] + div(g)

gilt.
Dies kann man leicht einsehen. Seien P; = (z;,y;) € F, i = 1,2,3, Punkte auf der

Geraden az + by + ¢ = 0, so hat die Funktion f(z,y) = ax + by + ¢ Nullstellen in
P, Py, Ps. Ist b # 0, so folgt

div(az + by + ¢) = [P] + [P] + [Ps] — 3[0).

Betrachten wir die Gerade durch Ps und —P5, welche durch « — x3 = 0 gegeben ist. Thr
Divisor lautet
div(x — z3) = [P3] + [ Ps] — 2[O].

Wir erhalten
div <aa: +by+c

T — x3

) =div(ax + by + ¢) — div(z — x3) = [P1] + [] — [Ps] — [O].
Da P, + P, = —P5 auf F gilt, ergibt sich insgesamt

[P1] + [P] = [P1 + P] + [O] + div <a:v+by+c> .

T —x3
Proposition 2.2.12. Sei f € K(z,y). Dann gilt

deg(div(f)) = ) _ ordp(f) = 0.

Beweis. Es reicht aus, die Behauptung fiir Polynome zu zeigen. Sei also f € K]|z,y].
Dann gilt nach Proposition 2.2.5

Z ordp(f) = deg(f).

PeE—{O}
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Nach Beispiel 2.2.10 ist ordp(f) = — deg f und wir erhalten insgesamt
> ordp(f) =0.

O]

Wir werden nun ein paar Hilfssétze formulieren, anhand derer es moglich ist, das Haupt-
ergebnis dieses Abschnittes zu beweisen.

Lemma 2.2.13. Seit eine Unbestimmte und Py, P» € K|[t] ohne gemeinsame Nullstellen.
Falls es vier Paare (a;,b;), ai,b; € K, 1 <i <4, gibt, die folgende Eigenschaften haben:
i. fiir jedes 1 gilt a; # 0 oder b; # 0,
ii. firi# j existiert kein ¢ € K* mit (a;,b;) = (caj, cbj),

wi. firl <i<4 st a; Py + b; Py ein quadratisches Polynom,
so folgt, dass Py und Py konstant sind.

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt, dass die (a;,b;) paarweise linear unabhéngig
iber K sind, und damit K? aufspannen. Wir wollen nun annehmen, dass mindestens
eines der beiden Polynome P; und P» nicht konstant ist. Seien P; und P so gewéhlt,
dass

max(deg(Py),deg(FPz2)) >0

so klein wie moglich ist. Da P; und P» keine gemeinsamen Nullstellen haben, existiert
kein ¢ € K, so dass cP; = P, gilt. Damit sind P; und P> linear unabhéngig iiber K.
Nach Voraussetzung iii. existiert R; € K[t], 1 <i <4, mit

a;P +b;Py = R?, 1 <i<4. (2.7)
Fiir i # j existiert kein s € K mit R? = SR?, denn ansonsten wiirde folgen, dass
a; Py +b; Py — S(CLjPl + bng) =0

gilt. Mit der linearen Unabhéingigkeit von P, und P, wiirden wir a; = sa; und b; = sb;
erhalten, was ein Widerspruch zu Voraussetzung ii. wire. Da (aj,b;) und (ag,b2) den
K? aufspannen, existieren fiir i = 1,2 Konstanten ¢;, d; € K ungleich null mit

(a3,b3) = c1(a1,b1) — di(az,b2) und (a4,bs) = ca(ai, by) — da(az, b2).

Damit erhalten wir

R%2=c R} —d\R3, R: = cyR? — dyR3.

Dabei gilt, dass (c1,d;) kein Vielfaches von (c2,dz) ist, denn andernfalls wire R3 ein
Vielfaches von R2. Weiter erhalten wir durch die lineare Unabhiingigkeit von (a1, b;) und
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(ag,b2), dass die Gleichung (2.7) nach P; und P» aufgelost werden kann und damit P
und P Linear-Kombinationen von R? und R3 sind. Eine gemeinsame Nullstelle von Ry
und Ry ist damit auch eine gemeinsame Nullstelle von P; und P,. Daher besitzen R;
und Ry keine gemeinsamen Nullstellen. Dann besitzen auch

VeiRi + VdiRy und (/c1Ry — \/di Ry

keine gemeinsamen Nullstellen, denn eine gemeinsame Nullstelle ist eine Nullstelle von

\/7R1 + \/>R2 \/7R1 \/aRQ) = 2\/ZR2

und
\/>R1 + \/ R2 \/>R1 \/leg) = 2\/aR2

und damit also eine gemeinsame Nullstelle von Ry und Ry. Mit

(Ve Ry + Vi Ro) (ver Ry — Vi Ry) = e1 R} — di RS = B3

folgt insgesamt, dass jeder Faktor ein Quadrat sein muss. Analog folgt, dass

VeeR1 + v/ daeRy und (/e Ry —\/d1 Ry

quadratische Polynome sind. Wir haben jetzt Polynome R; und Rj, die mit den Paaren

\/E’\/i \/>’ \/7 \/>v\/7 \/>v \/7

die Bedingungen 4. und 2. des Lemmas erfiillen. Wir miissen jetzt noch die Bedingung
ii. priifen. Da (c1,d;) kein Vielfaches von (cg,d2) ist, ist keines der ersten beiden Paare
ein Vielfaches der letzten beiden. Wenn (/c1, —v/d1) ein Vielfaches von (y/c1, v/d1) wire,
dann wiirde folgen, dass ¢; = 0 oder dy = 0 gilt. Damit wiirden wir aber erhalten, dass
R% ein Vielfaches von R? oder R3 wiire, was wie oben ausgefiihrt, ein Widerspruch ist.
Analog folgt die lineare Unabhéngigkeit von (,/cz,v/d2) und (y/c2, —v/dz). Damit sind
alle Voraussetzungen des Lemmas erfiillt und wir erhalten aus der Gleichung (2.7)

max(deg(Py),deg(FP2)) > 2max(deg(R1),deg(Rz2)).

Da R; und Ry nicht konstant sind, erhalten wir einen Widerspruch zur Minimalitdt von

max(deg(Py),deg(Ps)). O

Lemma 2.2.14. Sei wieder t eine Unbestimmie. Dann existieren keine nicht konstanten,
rationalen Funktionen X (t),Y (t) € K(t), so dass

Y () = X(t)* + AX(t)+ B

gilt.
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Beweis. Es gilt
X?+AX +B= (X —e1)(X —e2)(X —e3),

mit ey, ea, e0 € K, wobel e1, e5 und e3 paarweise verschieden sind. Damit ergibt sich
B = —ejese3, A =e1eg+e1e3+ege3 und ey +es+e3 =0.
Wir nehmen nun an, dass X (t),Y (t) € K(t) existieren mit
LR L Q)
P(t)’ Qa2(t)

Dabei ist P;, Q; € K[t], i = 1,2. Wir interessieren uns natiirlich dabei nur fiir den Fall,
dass X (¢) und Y (¢) nicht konstant sind. Weiter diirfen wir annehmen, dass P; und P
sowie Q1 und @2 keine gemeinsamen Nullstellen haben. Durch Einsetzen von X (¢) und
Y (¢) in die Gleichung fiir E erhalten wir

X(t) Y (t)

QNP5 (t) = Q5(t) (PP(t) + API(t)P5 (t) + BP(t)) -

Die rechte Seite ist ein Vielfaches von Q%, also gilt dies auch fiir die linke Seite. Da aber
Q1 und Q9 keine gemeinsamen Nullstellen besitzen, ist P3 ein Vielfaches von Q2. Jede
gemeinsame Nullstelle von P, und P + AP, P§ + BPj ist auch eine Nullstelle von P;.
Da aber P; und P, keine gemeinsamen Nullstellen besitzen, kann eine solche Nullstelle
nicht existieren. Daraus folgt, dass Q3 ein Vielfaches von Py ist. Insgesamt existiert
eine Konstante ¢ € K mit cPy = Q3 und damit kénnen wir nach einigen Anpassungen
annehmen, dass

P} =Qj
gilt. Nun kénnen wir also kiirzen und erhalten
Qi = P} + AP\ P} + BP; = P} + (e1es + e1es + ese3) PL Py — ereses Py
= (Pl — 61P2) (P1 — €2P2) (P1 — 63P2) .

Wenn wir nun annehmen, dass fir P; — ;P> und P, — ¢; P fiir @ # j eine gemeinsame
Nullstelle tg existiert, dann ist £y auch Nullstelle von

ej (P1 — eiPQ) — €; (Pl — €jP2) = (ej — €i)P1

und
(Pr —eiP2) — (P —ejP2) = (ej —e;) Ps.

Da ej —e; # 0 ergibt sich, dass ¢y eine gemeinsame Nullstelle von P; und P, ist, was ein
Widerspruch zur Voraussetzung ist. Also haben P —e; P, und Py — e; P; fiir i # j keine
gemeinsamen Nullstellen. Das Produkt

(P1 — 61P2) (Pl — eQPQ) (Pl — 63P2)

ist ein Quadrat eines Polynoms. Weil wir eben festgestellt haben, dass die einzelnen
Faktoren keine gemeinsamen Nullstellen haben, ergibt sich damit, dass jeder Faktor das
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Produkt von einem Quadrat eines Polynoms mit einer Konstanten ist. In K ist jede
Konstante ein Quadrat und daher folgt insgesamt, dass alle Faktoren das Quadrat eines
Polynoms sind. Wegen Py = Q3 ist auch P, das Quadrat eines Polynoms. Wir haben
jetzt also Polynome P; und P, und vier Paare

(17—61)7 (17_62)7 (17—63)7 (07 1)7

die die Bedingungen von Lemma 2.2.13 erfiillen. Es folgt, dass P; und P, konstant sind.

Also ist auch X (t) = P;g; konstant, was ein Widerspruch zur unserer Annahme ist. [

Lemma 2.2.15. Seien P,Q € E und existiere eine Funktion h auf E mit
div(h) = [P] = (@],
so folgt, dass P = @ gilt.

Beweis. Wir nehmen an, dass P # @ gilt. Dann hat die Funktion h —c fiir alle ¢ € K eine
einfache Polstelle in (). Nach Proposition 2.2.12, besitzt h — ¢ dann genau eine einfache
Nullstelle. Sei f € K(x,y) beliebig. Hat f keine Null- oder Polstelle in @, so definieren
wir

g(z,y) = [] (h(z,y) — h(R)™ =)
ReFE

Jeder Faktor dieses Produktes hat eine Null- oder Polstelle in () der Ordnung ordg(f).
Da nach Proposition 2.2.12 ), ordgr(f) = 0 gilt, haben g und f denselben Divisor. Nach
Proposition 2.1.3 folgt, dass f/g konstant ist und damit ist f eine rationale Funktion in
h. Hat f eine Pol- oder Nullstelle in Q, so hat f - ho"de(f) keine Pol- oder Nullstellen
mehr in Q und wir kénnen erneut folgern, dass f - h°*4@(f) eine rationale Funktion in h
ist und damit gilt dies auch fiir f. Damit sind alle Funktionen rationale Funktionen in h.
Insbesondere gilt dies auch fiir z und y, was ein Widerspruch zu Lemma 2.2.14 ist. [

Theorem 2.2.16. Sei E eine elliptische Kurve und D ein Divisor auf E mit deg(D) = 0.
Genau dann existiert eine Funktion f auf E mit

div(f) = D,

wenn
sum(D) = O

gilt.

Beweis. Sei D =3, a;[P;] € Div(E) mit deg(D) = 0 beliebig. Nach Bemerkung 2.2.11
existiert eine Funktion g € K(x,y), so dass fir P, P, € E

[P1] + [P1] = [Py + P + [O] 4 div(g)

gilt. Weiter folgt
sum(div(g)) =P+ Po— (P + P;) + O = 0.
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Wir setzen Dt := Zaj>0 a;[P;] und P := Zaj>0 a;P;. Dann existiert £ € N und eine
Funktion g1 € K(x,y) mit

D = [P] + k[O] + div(g1)

Analog erhalten wir ein dhnliches Ergebnis fiir D™ := ) a;<0 4 [P;]. Insgesamt existieren
also P,Q € E,n € Nund g, € K(z,y) mit

D = [P] = [Q] + n[O] + div(g2).

Da g9 der Quotient von Produkten von Funktionen A mit sum(div(h)) = O ist, folgt auch
sum(div(gz)) = O. Nach Proposition 2.2.12 gilt deg(div(g2)) = 0 und damit erhalten wir

0=deg(D)=1-14n+0=n

und somit

D = [P] - Q] + div(g).
Daraus konnen wir
sum(D) = P — Q + sum(div(g2)) = P — Q

folgern.

Nehmen wir an, dass sum(D) = O gilt. Damit folgt P — @Q = O, woraus sich P = @
ergibt und somit D = div(gs) ist.

Gilt nun, dass eine Funktion f € K(z,y) existiert mit D = div(f), so erhalten wir

[P] = [Q] = div(f/ga)-
Nach Lemma 2.2.15 folgt P = Q. Also gilt sum(D) = O. O



3. Die Weil-Paarung

3.1. Konstruktion der Weil-Paarung

Sei K ein beliebiger Korper mit char K # 2, 3. Sei F eine elliptische Kurve in vereinfachter
Weierstrass-Normalform Y2 = X3 + AX + B mit A, B € K iiber dem Korper K.

Ein Endomorphismus auf F ist ein Homomorphismus « : F(K) — E(K), der durch
rationale Funktionen gegeben ist. Da « ein Endomorphismus ist gilt:

a(z, —y) = a(=(z,y)) = —a(z,y).

Daraus folgt, es existieren rationale Funktionen rq, 79, so dass der Endomorphismus «
gegeben ist durch:
Oé(il,‘, y) = (7’1 (l‘), TQ(x)y)

Ein Endomorphismus heifit separabel, wenn r; # 0 gilt.

Definition 3.1.1. Sei n € N. Die n-Teilungsspunkte der elliptischen Kurve FE, die wir
mit F[n] bezeichnen, sind definiert durch

Eln]:={P e E(K):nP=0}.

Wird n nicht von der Charakteristik von K geteilt, so gilt, siehe [30],
En| ~Z, ® Zy.

Es gibt dann n? Punkte der Ordnung n. Fiir den Fall, dass n von charK = p geteilt wird,
schreiben wir n = p"n/ mit p 1 n'. In diesem Fall gilt

En) ~Z, ®Zn' oder Z, ® Z,.

Wir wollen die natiirliche Zahl n > 1 im weiteren Verlauf so wéhlen, dass n nicht von
der Charakteristik des Korpers K geteilt wird. Weiter soll fiir die elliptische Kurve E

En] C B(K) (3.1)

gelten. Wir wollen eine Abbildung e, konstruieren, die auf den n-Teilungspunkten der
Kurve operiert und in die n-ten Einheitswurzeln abbildet. Gesucht ist demnach

en : E[n] x Eln] — py.

43
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Dabei bezeichne i, die n-ten Einheitswurzeln in K. Wir werden feststellen, dass mit
Hilfe von e,, und der Eigenschaft (3.1) gezeigt werden kann, dass sogar

pn © K

gilt.

Wir wollen uns zuerst mit der Konstruktion der Paarung e, beschéftigen. Dazu sei
T € E[n]. Wir definieren einen Divisor D durch D := n[T] — n[O]. Es gilt deg D = 0
und sum D = O. Damit existiert nach Theorem 2.2.16 eine Funktion f auf £ mit

div(f) = n[T] — n[0]. (3.2)

Wir withlen zusitzlich einen Punkt 77 € E[n?] mit nT’ = T. Der Punkt T” existiert, da
das Multiplizieren mit n ein surjektiver Endomorphismus auf der elliptischen Kurve ist.
Weiter definieren wir jetzt einen zweiten Divisor D’ durch

D'= Y ([T"+R]-IR).

REE|n|

Gesucht ist wiederum eine Funktion g auf der elliptischen Kurve mit div (g) = D’. Da
wir erneut Theorem 2.2.16 anwenden wollen, miissen wir zeigen, dass sum D’ = O und
deg(D') = 0 gilt. In E[n] gibt es n? Punkte. Damit erhalten wir:

sum D’ = Z T+ R—-R= Z T =n?T = 0.
ReFn) ReE]n]

Offensichtlich gilt deg(D’) = 0, also existiert eine Funktion g mit

div(g) = Y ([T'+R] - [R).

ReE[n]

Es stellt sich die Frage, inwiefern die Funktion g von der Wahl des Punktes 7" abhéngt.
Sei also T € E[n?| mit nT” =T = nT’. Dann existiert S € E[n] mit 7" =T’ + S, das
heift, die Funktion g hat Nullstellen in allen Punkten 7", fiir die nT” = T gilt. Damit
hiangt ¢ nicht von der Wahl des Punktes 7" ab.

Wir bezeichnen im weiteren Verlauf mit f on diejenige Funktion, die erst einen Punkt
mit 7 multipliziert und dann f darauf anwendet. Fiir R € E[n] sind die Punkte der Form
P = T'+ R diejenigen Punkte mit nP = T'. Damit konnen wir nun div(fon) bestimmen.
Aus (3.2) erhalten wir

div(fon)=n| > [T'+R]|-n| Y  [R] =div(g").

ReFn) ReHn]

Nach Proposition 2.1.3 folgt, dass f on ein konstantes Vielfaches von ¢g” ist. Wenn wir f
mit einer geeigneten Konstanten mulitplizieren, konnen wir davon ausgehen, dass

fon=yg"
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gilt. Sei S € E[n] und P € F(K), dann gilt:
g"(P+8) = (fon)(P+8) = f(n(P+89)) = f(n(P)) =g"(P). (3-3)

Daraus folgt, dass g(P + S)/g(P) eine n-te Einheitswurzel ist. Wir kénnen nun mit der
Funktion g die Funktion e,, definieren.

Definition 3.1.2. Sei S,7 € E[n| und g die oben konstruierte Funktion auf der ellipti-
schen Kurve. Dann ist die Weil-Paarung e,, definiert durch

g(P+5)

en(S,T) = JP)

(3.4)

wobei P € E(K) beliebig wéhlbar ist.

Proposition 3.1.3. Die Weil-Paarung ist wohldefiniert.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass g(P + S)/g(P) fiir alle P € F(K) konstant ist. Mit g
bezeichnen wir die Translation mit S. Aus (3.3) folgt div((go7s)™) = div(¢™) und daraus
erhalten wir div(g o 7¢) = div(g). Damit kénnen wir aus Proposition 2.1.3 folgern, dass
(g o 7s)/g konstant ist. O

3.2. Die Eigenschaften der Weil-Paarung

Bevor wir uns mit den Beweisen der Eigenschaften der Weil-Paarung beschiftigen kénnen,
bendtigen wir ein weiteres Lemma.

Lemma 3.2.1. Sei f(z,y) eine Funktion von E nach K U {oo} und n € N, so dass n

nicht von der Charakteristik des Korpers K geteilt wird. Gilt fir alle P € E(K) und
T € En]
f(P+T)=f(P),

so existiert eine Funktion h auf E mit

f(P) = h(nP), P € E(K).

Beweis. Im Fall n = 1 setzen wir h := f. Sei also im weiteren Verlaufn > 1. Sei T € E[n].

Fiir (z,y) € E(K) existieren dann rationale Funktionen Rr(x,y) und Sr(z,y) mit
(.’E, y) +T = (RT(xv y)? ST(Z', y))
Da (Rr, St) € E(K) gilt, ist die Abbildung

or: K(z,y) — K(z,y),
f(z,y) — f(Rr,ST)
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ein Endomorphismus auf K (z,y). or ist sogar ein Automorphismus, denn die Umkehr-
abbildung ist durch o_1 gegeben. Falls T'# T', T' € E[n], gilt, ist

(z,y)+ T # (z,y) + T

und damit o7 # o7/ Da E[n] n? Elemente besitzt, bekommen wir also n? verschiedene
Automorphismen o auf K(z,y). Aus der Galoistheorie wissen wir, ist G eine Gruppe
von Automorphismen eines Korpers L, so gilt [L : F] = |G| fiir den Fixkorper F' von G.
In unserem Fall besteht der Fixkorper F unserer Automorphismen op gerade aus den
Funktionen mit der Eigenschaft

f(P+T)=f(P), Pe E(K), T € E[n]

und es gilt
[K(z,y) : F] = n> (3.5)

Die Multiplikation mit n sei gegeben durch n(x,y) = (gn(x),yhs(x)) mit rationalen
Funktionen g, und h,. Diese Einschrankung kénnen wir machen, indem wir feststellen,
dass wir gerade Potenzen von y durch eine Potenz von 3 + Az + B ersetzen konnen
und dass n(z, —y) = n(—(z,y)) = —n(z,y) gilt. Da n(z,y) ein Endomorphismus und
T € E[n] ist, gilt

K(gn(z),yhn(x)) C F,

das heifst o
[F : K (gn(a), yhn())] = 1. (3.6)

Weiter ist

(K (gn (@), yhn(2)) : K(gn(2))] = 2, (3.7)
denn yh,, ¢ K(gn(z)). Wir erhalten jetzt mit (3.5), (3.6), (3.7) und dem Gradsatz

[K(z,y) : K(ga(2))] > 2n*.
Aus Theorem B.3 und Lemma B.2 wissen wir, dass

_ Pn ()
Vi (@)

gn(2)

und , ,
Pn(X) = X" + . P2(X) =n2X"V 4

gilt. Also ist X = x eine Nullstelle des Polynoms
P(X) = ¢u(X) = gu(2)91(X) € K (gn(2))[X]

und damit ist 2 héchstens vom Grad n? iiber K (g, (z)), das heift

[K () : K (gn())] < n.
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Da

(K (z,y) : K(z)] =2
gilt, erhalten wir mit dem Gradsatz

[K (2, y) : K(gn(2))] < 20°

und damit insgesamt o
F= K(gn($)> yhn(y))

Auf der linken Seite stehen nun die Funktionen, die invariant unter der Translation mit
Elementen aus E[n] sind und auf der rechten Seite diejenigen von der Form h(n(z,y)),
womit unsere Behauptung bewiesen ist. O

Theorem 3.2.2. Sei E eine elliptische Kurve tiber einem Kérper K undn € N, so dass
n nicht von der Charakteristik des Korpers K geteilt wird. Dann besitzt die Weil-Paarung

en : B[] x Eln] = jin
folgende Eigenschaften:
i. ep ist linear in beiden Variablen. Es gilt also fir S,T,S;,T; € En],i=1,2
en(S1+ 52, T) = e,(51,T)en(S2, T)

und

en(S,T1 + T2) = en(S,Th)en(S, Tp).

it. en ist nicht entartet in beiden Variablen, das heifit gilt fir S € E[n] beliebig
en(S,T) = 1 fir alle T € E[n], so folgt S = O. Ebenso gilt, ist T € E[n] be-
liebig und e, (S,T) =1 fiir alle S € E[n| dann folgt T = O.

. en(T,T) =1, T € E|n].
. e,(S,T) = en(T,8)71, S,T € Eln.

v. Ist o ein Automorphismus auf K und auferdem die Identitit auf den Koeffizienten
von E, so gilt
en(0S,0T) = o(en(S,T)).

vi. Ist a ein separabler Endomorphismus auf E, so gilt
en(a(S),a(T)) = en(S, T)dega.

Liegen die Koeffizienten von E in einem endlichen Kérper, so gilt diese Eigenschaft
auch fiir den Frobenius Endomorphismus.
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Beweis. i. Seien S, S2,T € E[n] und P € E(K) beliebig. Nach Proposition 3.1.3 ist e,
unabhéngig von der Wahl des Punktes P. Wir benutzen also (3.4) mit P und P + S;.
Damit erhalten wir

_ g(P+51) g(P+ S + So)
en(S1, T)en(S2,T) = g(P) g(P+ 51)

_ g(P + 51+ S2)
9(P)
= en(Sl + SQ,T).

Um die Linearitét in der zweiten Variablen zu beweisen, sei nun S € E[n| beliebig und
T,,T5,T5 € E[n] mit T} + To = T3. Fur ¢ = 1,2,3 bezeichnen f; und g; diejenigen
Funktionen, die gebraucht werden, um e, (S, 7;) zu definieren. Es gilt

div(fi) =n[l;] —n[O], i=1,2,3.

Weiter ist sum([T3] — [T1] — [T2] + [O]) = T3 — (T4 + T5) = O und daher existiert nach
Theorem 2.2.16 eine Funktion h mit

div(h) = [T5] = [1] — [T2] + [O].

Damit erhalten wir nun

. f3 -n —-n —(n n —2n
div <flf2> = n [T}] [O] = (n[Th] + n[T3] — 2n[0))
=n ([15] — [T1] — [T>] + [O])

= n div(h) = div(h").
Es existiert also eine Konstante ¢ € K, ¢ # 0, mit

f3 = cfifoh™.

Einsetzen liefert

g5 = fson=(cfif2h")on
=c((fion)(f2on) (A" on))
=c(g1'g5 (h" omn)).
Also gilt
gs = cl/nglgg (hon).
Wir setzen nun diese Gestalt von g3 in die Definition von e, ein und bekommen, da
S € E[n],
en(S. Ty +Ty) = g3(P+5) _ gy (P + S)ga(P + S)h(n(P + S))
93(P) ct/ng1(P)g2(P)h(n(P))
_ (P +5) g2(P+5)
 a(P) 2P
=en(S,T1)en (S, Tn).
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Damit haben wir die Linearitdt in beiden Variablen gezeigt.

ii. Sei T € E[n], so dass gilt
en(S,T)=1, S € En].

Es folgt mit der Definition der Weil-Paarung, dass

g(P+S)=g(P), Pe E(K),S € E[n|

gilt. Nun kénnen wir Lemma 3.2.1 anwenden und erhalten eine Funktion h mit g = hon.

Dann ist
(hon)" =g"=fon.

Da die Multiplikation mit n ein surjektiver Endomorphismus auf E ist, gilt A" = f.
Daraus folgt dann

div(h™) =n div(h) = div(f) =n[T] —n]O].

Also ist div(h) = [T] — [O]. Mit Theorem 2.2.16 folgt nun, dass 7" = O gilt. Womit wir
gezeigt haben, dass e, nicht entartet in der zweiten Variable ist. Mit Hilfe der Eigenschaft
iv. und der eben bewiesenen Eigenschaft folgt, dass e, nicht entartet ist in der ersten
Variable. Existiert ndmlich ein S € E[n| mit e,(S,T) =1, T € E[n], so gilt

1 =en(S, T)*1 =e,(T,S),

woraus S = O folgt.
iii. Sei T' € E[n] beliebig. Wir definieren fiir j € Ny die Abbildung

'qu:EK]()—a_EKf(% P— P+ 4T.

Damit ist die Abbildung f o 7j7 gegeben durch P — f(P + j7') und der Divisor von
f o7y ergibt sich zu n [T — jT] — n[—jT]. Weiter ist

n—1 n—1
div(JT (fomr)) = (n[T = jT] — n[-jT))
j=0 J=0
n—1
=2 (A =HT] =n[=5T))
j=0
=n[T]—n[-—nT +T]
[T] = n[T]
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Nach Proposition 2.1.3 ist H;”:_& (f o 7j7) konstant. Wir wihlen nun einen weiteren Punkt
T' € E [n?] mit nT' = T. Es gilt

n—1 n—1
[Toeorr | =116 omr)
=0 j=0
n—1
= (fono TjT/)
Jj=0
n—1
= 11(fomm).
7=0
. n—1 n .
Also ist (H i—09° TjT/) konstant und es gilt
n
n—1 n—1
0 = div HgoTjT’ =n div HgOTjT’
j=0 7=0

Daraus folgt div (H?:_(} go TjT/) = 0 und somit ist H;L:_Ol g o Tj7 konstant. Also nimmt
sie an den Punkten P und P + T” denselben Wert an, das heifst es gilt

n—1 n—1

[[o@+T1 +51) =[] 9(P +iT).
j=0 j=0

Dabei wihlen wir den Punkt P € E(K) so, dass alle Faktoren endlich und von 0 ver-
schieden sind. Wie oben kénnen wir nun die meisten Terme kiirzen und iibrig bleibt

g(P+nT") = 4(P).
Mit nT’ = T koénnen wir schliefen, dass

g(P+T)

g(P) !

en(T,T) =

gilt.
iv. Seien S, T € E[n], dann folgt mit i. und .
l=ep(S+T,S+T)=en(S,9)en(S, T)en(T, S)en(T,T)
=en(S,T)en(T,S).
Damit ist e, (7T, S) = e, (S, T) L.

v. Sei o ein Automorphismus auf K, der die Koeffizienten von E fest lisst. Mit f und
g% bezeichnen wir diejenigen Funktionen, die aus f und ¢g durch Anwenden von o auf
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ihre Koeffizienten hervorgehen. Da ¢ die Identitédt auf den Koeffizienten von F ist, folgt
aus T € E(K) auch oT € E(K). Ebenso ist fiir T € E[n] auch ¢T € E[n]. Dann gilt

div(f?) = n[eT] — n[O]

und

a(g(P)) =g"(oP), P € E(K).

Damit erhalten wir

s g(P+5) (JP+US) 5o _
o(en(S,T)) = < S >_ P = ealoS.0T), S.T € B(E).

vi. Sei S,T € E[n| und « ein separabler Endomorphismus auf E, dessen Kern gegeben
sei durch ker(a) = {Q1,...,Qr}, Q; € E(K), i =1,...,k. Da a separabel ist, gilt nach
Proposition A.1 degav = k. Mit f; und f,(7) wollen wir diejenigen Funktionen bezeichnen,
die gegeben sind durch

div(fr) = n[T] = n[0], div(far) = n[a(T)] —n[0].

Damit erhalten wir zwei Funktionen gr und g, (), fiir die gilt
g1 = fron, gomy = fam on
Wie in 4ii. wollen wir mit 7¢ die Translation mit () bezeichnen. Es folgt
div (fro1-q,) = n[T + Qi] — n[Qi].
Wir erhalten dann

div (fa(T) o a) =n- Z [T”] -n- Z Q]

a(T")=a(T) a(Q)=0

E

= ([T + Qi] — [Qi])

7

1
k
div (H froT_qg, >
(K

1

Fiir jedes ¢ wihlen wir jetzt ein @} € E(K) mit n@} = @;. Dann ist

)
gr(P = Q)" = (fron)(P — Q) = fr(nP — Q).

Damit ist
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Also haben auch Hle(gT °T_ g ) und gq(r) © @ denselben Divisor und daraus folgt,

dass ein ¢ € K existiert mit ¢ (Hle groT_q! ) = (ga(r) © @). Durch Einsetzen in die
Definition der Weil-Paarung erhalten wir

Ja(r)(@(P) +a(S)) _ ga(r)(a(P + 5))
ga(T)(a(P)) ga(T)(a(P))

e (IT gr(P+ 5 - Q)
o (I 9r(P - @)

K , K
=11 gr(P — QiJF'S) = Hen(T,S)

en(a(S), o(T)) =

o (P =) i=1
= e, (T, S)k
= (T, 5)ese

Sei jetzt E eine elliptische Kurve iiber dem Korper ;. Dann erfiillt der Frobenius-
Endomorphismus ¢, die Voraussetzungen von v. und damit ist

en(9q(S5), q(T)) = bq(en(5,T)) = en(S, T)1.

Da deg ¢, = ¢ gitl, haben wir insgesamt die Behauptung bewiesen. O

Bemerkung. e [st F in der vereinfachten Weierstrass’schen Normalform gegeben,
so bedeutet die Bedingung an den Automorphismus ¢ in v., dass cA = A und
0B = B gilt.

e Die Eigenschaft vi. gilt auch fiir nicht separable Endomorphismen, siehe [9].

Mit Hilfe der Weil-Paarung ist es uns jetzt moglich, die am Anfang des Kapitels auf-
gestellte Behauptung, ndmlich dass aus der Voraussetzung (3.1) folgt, dass u, C K gilt,
zu beweisen. Vorher bendtigen wir jedoch das folgende Corollar.

Corollar 3.2.3. Ist {T1,T>} eine Basis von E[n], so folgt, dass e, (T1,T%) eine primitive
n-te Einheitswurzel ist.

Beweis. Sei {Ty, Ty} eine Basis von E[n] und e, (T1,Ty) := ¢ mit ¢¢ = 1. Mit Hilfe der
Eigenschaften der Weil-Paarung folgt

1= en(T1,To)" = en(T1, dTh)

und
1= en(TQ,Tg)d = en(Tg, dTg)
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Weiter sei S € E[n] beliebig. Dann existieren a,b € Z mit S = a1y 4+ bT». Wir erhalten
damit

en(S,dTs) = en(aTy + V1o, dT) = en(aTy, dTs)e, (b1, dT5)
= e, (T1,dTs) %, (Ty, dT3)° = 1.

Da S beliebig war, folgt mit der Eigenschaft ii. der Weil-Paarung d7> = O. Es folgt nun,
dass ( eine primitive n-te Einheitswurzel ist, denn da T3 ein Basiselement von E[n] ist,
gilt genau dann d7T5 = O, wenn d von n geteilt wird. O

Corollar 3.2.4. Gilt E[n| C E(K), so folgt u, C K.

Beweis. Sei o ein beliebiger Automorphismus auf K mit der Eigenschaft, dass o die Iden-
titat auf K ist und {71, T>} eine Basis von E[n] mit e, (11, 72) = (. Nach Voraussetzung
gilt T1,T» € E(K) und daher folgt 077 = T1 und 0Ty = To. Mit der Eigenschaft v. der
Weil-Paarung erhalten wir

¢ =en(T1,T3) = en(cT1,0Ts) = o(en(Th,T2)) = o ().

(¢ liegt also im Fixkorper und damit in einer rein inseparablen Korpererweiterung von K.
Da die Charakteristik von K aber nicht n teilt, ist ( separabel. Daraus folgt, dass ¢ schon
im Korper K liegen muss. Da nach Corollar 3.2.3 { eine primitive n-te Einheitswurzel
ist, folgt nun die Behauptung. O

3.3. Berechnung der Weil-Paarung

Die Weil-Paarung ist in der Darstellung (3.4) nicht effizient zu berechnen. Daher wol-
len wir noch eine andere Darstellung der Weil-Paarung, sowie einen Algorithmus zur
Berechnung dieser, vorstellen.

Definition 3.3.1. Sei D € div(E) gegeben durch D = ) np[P]. Dann definieren wir
den Trager von D durch

supp(D) := {P € E(K) : n, # 0} .
Definition 3.3.2. Sei f € K(z,y) und D € div(E) gegeben durch D =} np[P] mit

supp(div(f)) Nsupp(D) = 0.

Dann definieren wir

f(D) =Py

Theorem 3.3.3. Sei S, T € E[n], Ds, Dy € div’(E) und fs, fr € K(x,y) mit folgenden
Eigenschaften
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i. sum(Dg) =S und sum(Dp) =T,
i. supp(Dgs) Nsupp(Dr) =0,

iti. div(fs) = nDg und div(fr) = nDy.

Dann gilt
fs(Dr)

fr(Ds)

Beweis. Siehe [18] Kapitel VI. Theorem 12. O

en(S,T) =

Fiir die Divisoren Dg und D7 kénnen wir

Dg =[S+ Ri] — [R1] und Dp = [T + R3] — [R2]

mit R € E(K) beliebig wihlen. Dann gilt

_ fs(Dr) _ fs(T + Ra) fr(R)
(ST =5 Ds) = fs(Ba)fr(S + Bu)’ (38)

Was jetzt noch fehlt, ist ein Algorithmus um (3.8) berechnen zu kénnen. Bei dem folgen-
den Algorithmus nach [4] werden wir in der Lage sein, fg(Dr) zu berechnen ohne die
Funktion fg explizit aufzustellen.

Fir b € N definieren wir
Dy :=b[S + Ry] — b[R;] — [bS] + [O]. (3.9)

Damit gilt deg(Dp) = 0 und sum(D;) = O, also existiert nach Theorem 2.2.16 eine
Funktion f, mit div(f) = Dy und weiter gilt

D, =n[S + Ri] — n[R;] — [nS] + [O] =n[S + Ri] — n[Ri] = nDg.

Daraus konnen wir also div(f,) = div(fg) folgern, was es uns erlaubt f, = fg anzuneh-

men. Somit gilt f,,(Dr) = fs(Dr).

Lemma 3.3.4. Seien b,c € N. Dann existieren Funktionen g1, g, so dass gilt

g1(Dr)

fore(Dr) = fo(Dr) - fe(Dr) - 7(Dr)

Beweis. Sei aix + b1 + ¢; = 0 die Gerade durch die Punkte bS und ¢S. Gilt b = ¢, so ist
a1z + b1 4+ ¢; = 0 die Tangente von F in bS. Weiter sei x 4+ ¢o = 0 die Senkrechte durch
den Punkt (b+ ¢)S. Wir definieren

g1(z,y) == a1 + by +c1 und ga(z,y) := x4 ca. (3.10)
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Dann erhalten wir

div(g1) = [bS] + [¢S] + [-(b+ ¢)S] — 3[O]

und
div(gs2) = [(b+ ¢)S] + [—(b+ ¢)S] — 2[0].

Nach (3.9) gilt
Dy = b[S + R1] — b[R1] — [bS] + [O]
De = ¢[P + Ri] — ¢[Ri] — [eS] + [O]
Dpye = (b+c)[P+ Ri] — (b+ ¢)[R1] — [(b+ ¢)S] + [O].

Es folgt
Dyye = Dy + D, + div(gy) — div(g2)
und daraus (D)
g\t
D7) = fo(Dr) - fo.(Dp) - .
fore(Dr) = fo(Dr) - fe(Dr) w(Dr)

O]

Sind also fy(Dr), fo(Dr) sowie bP, cP, (b+ c)P gegeben, so konnen wir durch Auswer-
ten von ¢ (D7) und go(Dr) auch fpi.(Dr) bestimmen. Damit erhalten wir einen Algo-
rithmus A der durch Eingabe von f,(D7), f.(Dr),bP,cP, (b + ¢)P den Wert fyy.(Dr)
berechnet. Bevor wir nun einen Algorithmus zur Berechnung von f,,(Dr) angeben kon-
nen, miissen wir noch fy und f; berechnen. Fiir fy setzen wir fo(D7) = 1 und fur f;
gilt

div(f1) =[S + Ri1] — [R1] — [S] + [O].

Seien g1 und go definiert wie in (3.10), dann ist div(f;) = div(g2) — div(g1). Daraus
kénnen wir nun

_ g2(r,y)
fl(x7y) - g1(x,y)

schliefen.

Sei byyby—1 ... bibg die Bindrdarstellung von n, das heifst es gilt n =", b; 2.

Algorithmus 3.3.5. Am Anfang setzen wir Z := O,V := fi(Dr) und k = 0.

firi=m,m—1...,0 tue:

o [stb; =1, setze V:=A(V, fi(Dr),Z,P,Z+S), Z:=Z+ S und k:=Fk + 1.
o Isti>0, sosetze V:i=AV,V,Z,2,27), Z:=2Z und k:= 2k.

Ist am Ende ¢ =0, so ist Z =nS,V = f,(Dr) und k = n.



4. Die Weil-Paarung in der Kryptographie

Im letzten Kapitel haben wir die Weil-Paarung auf elliptischen Kurven kennen gelernt.
Wir wollen jetzt diese Abbildung in der Kryptographie nutzen. Bevor wir dieses allerdings
tun koénnen, bendtigen wir noch etwas Theorie zu elliptischen Kurven iiber endlichen
Korpern. Im weiteren Verlauf sei ¢ = p™ eine Primzahlpotenz mit p # 2, 3.

4.1. Elliptische Kurven iiber endlichen Korpern und
supersingulare Kurven

Sei N := ¢+ 1 — a. Es existiert nach [30] genau dann eine elliptische Kurve iiber F,, mit
#E (Fy) = N, wenn |a| < 2,/q und eine der folgenden Bedingungen gilt:

i. ged(a,p) =1,
it. m ist gerade und eine der folgende Bedingungen gilt

a. a’® = 4gq,
b. a> =qund p# 1 mod 3,
c. a=0und p# 1 mod 4,

#44. m ist ungerade und eine der folgenden Bedingungen gilt

a. a> =2qund p = 2,
b. a®> = 3q und p = 3,

c. a=0.

Theorem 4.1.1. Sei E eine elliptische Kurve tiber einem endlichen Korper F,. Dann
gilt
E(F,) ~Zy, oder E(Fy) ~Zyp, & Ly,,

mit n,ni,ne € N und ny teilt no.

Beweis. Aus der Gruppentheorie wissen wir, dass jede endliche abelsche Gruppe iso-
morph zu der direkten Summe von zyklischen Gruppen

Ty ® Ly ® ... D L, ,

o6



KAPITEL 4. DIE WEIL-PAARUNG IN DER KRYPTOGRAPHIE 57

mit n|niy1, ¢ > 1, ist. Fiir alle ¢ hat Z,,, n; Elemente, deren Ordnung n; teilt. Es folgt
insgesamt, dass E (F;) n] Elemente besitzt, deren Ordnung n; teilt. Da E [n;] maximal
aus n7 Elementen besteht, folgt also r < 2. O

Theorem 4.1.2. Sei E eine elliptische Kurve iber Fq mit #E (Fy) = ¢+ 1 —a. Weiter
sei o, B € C gegeben durch X? —aX +q = (X — a)(X — ). Dann gilt

LB (Fye) = " 41 (" + 07), n> 1.
Beweis. Siehe Theorem 4.12 in [30]. O

Definition 4.1.3. Eine elliptische Kurve E iiber einem Ko&rper der Charakteristik p
heiflt supersingulér, wenn E [p] = {O} gilt.

Proposition 4.1.4. Sei E eine elliptische Kurve iber Fy und a = q+1—#E (F;). Dann
ist B supersinguldr genau dann, wenn a =0 mod p gilt.

Beweis. Sei X% —aX +q= (X — a)(X — 3) mit a, 3 € C. Nach Theorem 4.1.2 gilt
#E(Fgpn)=q¢"+1— (" + "), n>1.

Wir setzen nun s, := a”+3", n € N. Dann ist sg = 2 und s; = a. Es gilt o> —aa+q = 0.
Wenn wir die Gleichung mit o”~! multiplizieren, erhalten wir a"*! = a"a — o™ !q und
analog A"t = "a — 3" 'q und damit insgesamt

snp1 = (@™ + 8" = (a"a— " g+ Ba — ") = spa — sp_1q.

Sei jetzt a = 0 mod p. Es folgt s; = a =0 mod p und somit s,11 =0 mod p fiir alle
n € N. Also ergibt sich

#EFp)=q¢"+1—-(a"+5")=¢"+1—s, =1 modp, neN.

Folglich existieren keine Punkte der Ordnung p in E (Fgn), n € N. Da F; = Up>1Fgn

gilt, gibt es keine Punkte der Ordnung p in E(F,) und damit ist E supersingular.

Sei nun a Z 0 mod p. Wir erhalten dann s,11 = as, mod p, n € N. Da s1 = a ist,
gilt also s, = a™, n € N, und damit ist

#E(Fpn)=q¢"+1—-s,=1—a" modp, neN.

Nach dem kleinen Satz von Fermat gilt a?~! = 1 mod p, womit die Ordnung von
E (qu_l) durch p teilbar ist. Es folgt, dass ein Punkt der Ordnung p existiert. Somit ist
E nicht supersingular. d

Corollar 4.1.5. Seip > 5 eine Primzahl. Dann ist E genau dann supersinguldr, wenn
a =0, das heifst #E(F,) = p+ 1, gilt.
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Beweis. Ist a = 0, dann ist F nach Proposition 4.1.4 supersingulér.

Sei Umgekehrt E supersinguldr und a # 0. Aus a =0 mod p folgt dann |a| > p. Nach
dem Theorem von Hasse erhalten wir aber auch |a| < 2,/p, also insgesamt p < 2,/p. O

Die supersingularen Kurven wollen wir in sechs verschiedene Klassen einteilen. Ist
E (F,) eine supersingulire Kurve mit #E (F;) = ¢ + 1 — a, so gehért E (F,) genau
in eine der folgenden Klassen:

(1) a=0 dann gilt E(F,) = Z,,

(M) a=0und ¢ =3 mod 4,

(1) m ist gerade und a? = ¢,

(IV) m ist gerade und a? = 4q,

(V) m ist ungerade, p = 2 und a? = 2¢,

(V1) m ist ungerade, p = 3 und a? = 3q.

4.2. Elliptische Kurven in der Kryptographie

Wir wollen jetzt ein asymmetrisches Kryptosystem mit elliptischen Kurven vorstellen, das
ElGamal-Kryptosystem. Die beiden Kommunikationspartner A und B bezeichnen wir mit
Alice und Bob. Weiter gibt es noch die Angreiferin Eve. Sie kann Nachrichten zwischen
Alice und Bob abfangen. Ihr Ziel ist es die abgefangenen Nachrichten zu entschliisseln.

Sei E (IFy) eine elliptische Kurve iiber dem endlichen Kérper F,. Weiter sei P € E (Fy)
ein Punkt der Ordnung n. Der Punkt P wird dabei so gewahlt, dass n eine grofe
Primzahl ist, siehe zum Beispiel [16]. Besteht die Primfaktorzerlegung der Ordnung
der elliptischen Kurve nur aus kleinen Primzahlen, so ist es moglich, zum Beispiel mit
dem Pohlig-Silver-Hellman-Algorithmus den diskreten Logartihmus zu berechnen. Das
ElGamal-Kryptosystem wird nun folgendermafsen erstellt:

e Bob wihlt eine Geheimzahl s € Z/pZ.
e Er berechnet B = sP.

e Bob veroffentlicht seinen offentlichen Schliissel (E (Fy),Fy, P, B).

Die Zahl s ist der geheime Schliissel von Bob. Mo6chte Alice Bob eine verschliisselte
Nachricht senden, so fiihrt sie die folgenden Schritte aus:

e Sie ladt den offentlichen Schlissel von Bob runter.

e Sie driickt ihre Nachricht als einen Punkt M € E (F,) aus.
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e Sie wihlt eine Geheimzahl k € Z/pZ und berechnet M, = kP.
e Dann berechnet sie My = M + kB

e Sie schickt Bob (M, Ms).

Bemerkung. Fiir eine Methode, wie Alice eine Nachricht m als Punkt einer elliptischen
Kurve ausdriicken kann, siche [16].

Mochte Bob die Nachricht von Alice entschliisseln, so berechnet er
My — sM;.
Er erhélt damit
My — sMy = (M + kB) — s(kP) = M + k(sP) — s(kP) = M.

Die Sicherheit der ElGamal-Verschliissung beruht auf dem diskreten Logarithmus-Pro-
blem fir elliptische Kurven.

Diskretes Logarithmus-Problem (DLP):
Gegeben sind @, P € E(F,). Bestimme k € Z, so dass Q = kP gilt.

Gelangt Eve in den Besitz von M7 und Ms, so kann sie M nur durch die Berechnung eines
diskreten Logarithmus bestimmen. Kennt Eve s, so kann sie M auf demselben Weg wie
Bob berechnen. Allerdings liefert Eve auch die Kenntnis von k den Klartext M, indem
sie einfach M = M, — kB berechnet.

Ein Angriffspunkt ist die Wahl von k. Alice muss bei jeder Verschliisselung ein anderes
k benutzen. Wird zweimal dasselbe k benutzt, so besteht die Moglichkeit, dass Eve den
Klartext M berechnen kann. Nehmen wir an, dass Alice zwei Nachrichten M und M’
mit demselben k verschliisselt hat. Der Angreiferin Eve fillt dies auf, da My = M gilt.
Ist M eine Nachricht die irgendwann 6ffentlich gemacht wird, so kann Eve durch

M'= M) —kB =M — M, + M,

den neuen Klartext M’ berechnen.

Der Vorteil eines asymmetrischen Kryptosystems ist, dass kein Schliisselaustausch no-
tig ist. Allerdings sind diese Kryptosysteme langsam. Symmetrische Kryptosysteme sind
dagegen schnell, aber es muss ein Schliissel ausgetauscht werden. In der Praxis werden
daher zumeist hybride Verfahren eingesetzt. Der Klartext wird mit Hilfe eines symmetri-
schen Verfahrens verschliisselt. Dann wird der zugehdrige Schliissel mit einem 6ffentlichen
Schliissel eines asymmetrischen Verfahrens chiffriert. Der Empfanger kann den symmetri-
schen Schliissel mit seinem geheimen asymmetrischen Schliissel dechiffrieren und damit
den Klartext mit dem symmetrischen Verfahren berechnen.
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Ein Vorteil von Kryptosystemen mit elliptischen Kurven ist, dass viele Verfahren zum
16sen des diskrete Logarithmus-Problems, zum Beispiel der Index-Calculus-Algorithmus,
nicht anwendbar sind. Der Index-Calculus-Algorithmus bendétigt eine Faktorbasis, diese
existiert aber auf E nicht. Im Allgemeinen wird vermutet, dass es keinen subexponen-
tiellen Algorithmus gibt, der das diskrete Logarithmus-Problem auf elliptischen Kurven
16st. Die einzigen verbleibenden Algorithmen sind generische Methoden, also Methoden,
die einen allgemeinen Ansatz verfolgen. Sei G eine zyklische Gruppe der Ordnung ¢ und
g € G ein Erzeuger, dann lautet das DLP:

Gegeben sei y € (G, bestimme = € Z, so dass y = ¢* gilt.

Die Pollard-Rho-Methode kann nun ohne weitere Information iiber die Gruppe G das
DLP in einer Laufzeit von O(£'/2) 16sen. Nach [26] ist dies auch die bestmogliche Lauf-
zeit eines generischen Algorithmus. Im Fall der Kryptographie mit elliptischen Kurven
ist die zyklische Gruppe, die von dem Punkt P erzeugte Untergruppe. Diese hat die
Ordnung n, dabei ist n eine grofse Primzahl. Die Laufzeit ist also enstprechend lang
und dementsprechend ist es moglich, bei gleicher Sicherheit, Schliissel geringer Lange zu
nehmen. Es stellt sich die Frage, ob es Sonderfille gibt, in denen die Laufzeit verbessert
werden kann. Einer dieser Sonderfiille wird im néchsten Abschnitt behandelt.

4.3. Der MOV-Angriff

Sei E (IF,) eine elliptische Kurve {iber einem endlichen Koérper F,. Weiter sei P € E (F,)
ein Punkt der Ordnung n und R € E (F,;). Wir wollen eine eindeutige natiirliche Zahl
[, | <n—1, finden, so dass R = [P gilt.

Zuerst wollen wir untersuchen, unter welchen Bedingungen eine Losung existiert.

Lemma 4.3.1. Sei E eine elliptische Kurve tiber dem endlichen Kérper Fy. Sei P ein
Punkt mit ord(P) = N, ged(N,q) =1 und Q € E (F,) ein belicbiger Punkt. Es existiert
genau dann ein k € Z mit QQ = kP, wenn NQ = O und en(P,Q) = 1 gilt.

Beweis. Sei k € Z mit Q) = kP. Dann ist NQ = kNP = O und es gilt
en(P,Q) = en(P,kP) = ex(P,P)" = 1% = 1.

Sei umgekehrt NQ = O, woraus ) € E[n] folgt, und ey (P,Q) = 1. Da ged(N,q) = 1
ist, gilt E[n] ~ Zy & Zy. Wir wihlen einen Punkt R € E[n], so dass {P, R} eine Basis
von E[n] ist. Dann existieren a,b € Z mit

Q =aP +bR.
Nach Corollar 3.2.3 ist ex (P, R) = ( eine primitive N-te Einheitswurzel. Damit gilt

1 =en(P,Q) = en(P,P)%n(P,R)" = ¢’
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Da ( eine primitive N-te Einheitswurzel ist, folgt b =0 mod N. Damit ist bR = O und
insgesamt somit () = aP. O

Bezeichnung. Mit < P> wollen wir im weiteren Verlauf die von P erzeugte Untergrup-
pe von E (F,) bezeichnen.

Als erstes wollen wir uns mit einem Algorithmus beschéaftigen, der es erlaubt Teilinfor-
mationen iiber [ zu erhalten, indem wir einen diskreten Logarithmus in F, berechnen.

Algorithmus 4.3.2. Gegeben sei ein Punkt P € E (F,) der maximalen Ordnung ng und
ein Punkt R € E (F,) mit R=1P, l € Z.

Schritt 1: Wihle einen zufilligen Punkt T € E (Fy).
Schritt 2: Berechne o := ey, (P,T) und 3 := e,, (R, T).

Schritt 3: Berechne l', den diskreten Logarithmus von (3 zur Basis « in .

Proposition 4.3.3. Der Algorithmus 4.3.2 ergibt ' =1 mod ord(«), wobei ord(c) ein
Teiler von ny ist.

Beweis. Sei n/ die Ordnung von o und G € E (F,) ein Punkt der Ordnung n; mit der
Eigenschaft, dass E (F;) von {P, G} erzeugt wird. Dann existieren ¢, c2 € Z, so dass fiir
den zuféllig gewdhlten Punkt 7' € E (F,)

T =c1P+ G
gilt. Damit erhalten wir
a™ = e,, (P, T)" = en,(P,c1 P+ coG)™

= en, (P, P)"* ey, (P, can1G)
= €ny (Pv O)

Da n’/ die Ordnung von « war, ist also n’ ein Teiler von n;. Mit
B = eny (R7 T) = €ny (ZP7 T)
= e, (P, T) = !
= al/
folgt die Behauptung. O
Lemma 4.3.4. Sei E eine elliptische Kurve mit E (Fy) >~ Zy, ®Zyp, und P € E (F,) ein

Punkt mazimaler Ordnung no. Dann gilt fir alle P, P» € E (Fy), dass Py und Py genau
dann in derselben Nebenklasse von <P > liegen, wenn en,(P, P1) = en, (P, P3) gilt.
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Beweis. Seien Pi, P> € E (IF;) beliebig. Liegen P; und P, in derselben Nebenklasse von
< P>, so existiert ein k € Z mit P| — P, = kP. Es folgt

eny (P, P1) = €ny (P, Py + kP) = e, (P, Pa)en, (P, P)* = e, (P, P).

Nehmen wir nun also an, dass P; und P, in verschiedenen Nebenklassen von < P >
liegen. Wir wihlen Q" € E[ng] so, dass {P,Q'} eine Basis von F[ng] ist. Der Punkt
Q@ = (n2/n1)Q" hat dann die Ordnung n; und somit wird E (F;) von {P, Q} erzeugt. Es
existieren dann also a,b € Z mit

Pl—P2:aP+bQ und bQ#O
Wir erhalten
eny (P, P1) = eny (P, Py 4+ aP + bQ) = e, (P, Py)en, (P, bQ).

Um e,,(P,bQ) # 1 zu priifen, nehmen wir einen beliebigen Punkt 7' € F [n;]. Dann
existieren r, s € Z mit T = rP + sQ’. Wir setzen T in die Weil-Paarung ein:

€ny (Tv bQ) = Cny (TP’ bQ)€n2 (SQ/7 bQ)
= en, (P, bQ)" en, (Qla Q/)(ban)/nl
= en, (P, bQ)".

Wiére nun e,, (P,bQ) = 1, wiirde, da T beliebig war und die Weil-Paarung nicht entartet
ist, b@Q = O folgen, was ein Widerspruch ist. O

Da es ny verschiedene Nebenklassen von < P > in E (F,) gibt, folgt mit Hilfe des
Lemmas 4.3.4, dass die Wahrscheinlichkeit, das n’ = nj ist, ¢(n1)/n1 betriagt. Dabei
bezeichne ¢ die Eulersche Phi-Funktion. Ist n; allerdings klein, so ist der Informations-
gewinn iiber [ sehr gering, daher wollen wir nun einen Algorithmus behandeln, mit dem
wir [ mod n erhalten.

Sei k die kleinste natiirliche Zahl, so dass E[n] C E (F,) gilt. Nach Corollar 3.2.4 ist
dann g, C Fx. Damit ergibt sich sofort:

Proposition 4.3.5. Sei Q € E[n|, so dass e,(P,Q) eine primitive n-te Einheitswurzel

ist, und f :< P >— pu, definiert durch f : R+ en(R,Q). Dann ist f ein Gruppeniso-
morphismus.

Wir sind jetzt in der Lage den Algorithmus zu formulieren.

Algorithmus 4.3.6. Gegeben sei ein Punkt P € E (F,) der Ordnung n und ein Punkt
Re E(F,) mit R=1P, l€Z.

Schritt 1: Bestimme die kleinste natirliche Zahl k, so dass E[n] C E (F ).
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Schritt 2: Suche Q € E[n|, so dass a := e,(P,Q) Ordnung n hat.
Schritt 3: Berechne (3 := e,(R, Q).

Schritt 4: Berechne l, den diskreten Logarithmus von (3 zur Basis o in Fi.

Wir erhalten das korrekte Ergebnis, denn es gilt

B =en(lP,Q)
= en(Pv Q)l

= Oél.

Leider hat auch dieser Algorithmus Schwéchen, denn es ist problematisch k zu bestimmen
und den Punkt @ € E (F;) zu finden, so dass a die Ordnung n hat. Fiir supersingulére
Kurven sind wir aber in der gliicklichen Situation, dass das k fiir alle Klassen bekannt
ist. Fiir Kurven der Klassen (I) und (II) gilt:

Proposition 4.3.7. Sei E eine elliptische Kurve dber Fqy mit a = ¢+ 1 — #E (F;) =0
und N € N. Exzistiert ein Punkt P € E(F,) der Ordnung N, so ist

En] C E (Fp).

Beweis. Der Frobenius-Endomorphismus ¢, erfiillt qb?] —a¢q +q = 0. Mit a = 0 ergibt
sich qbg = —q. Sei nun S € E[n] beliebig. Da #E (F;) = ¢+ 1 gilt und ein Punkt der
Ordnung N existiert, wird ¢+ 1 von N geteilt. Somit ist —¢ =1 mod N. Insgesamt gilt
also

$2(S) = —qS =18

Nach Proposition A.3 folgt S € E (qu). O

Haben wir eine supersinguldre Kurve, fiir die a # 0 gilt, so reicht es nicht aus k = 2 zu
wahlen.

Beispiel 4.3.8. E ist gegeben durch y? +y = 23 + z iiber Fy. Es gilt
E (IF2) = {(07 0)7 (07 1)7 (L 0)7 (17 1)7 O} ’

also ist #E (F2) = ¢+1—a = 5. Es ergibt sich a = —2, das heift « = 0 mod 2 und somit
ist E supersingulir. Weiter gilt fiir den Frobenius-Endormorphismus ¢2 + 2¢2 + 2 = 0
und X2 +2X +2= (X — (=1 —1))(X — (=1 +14)). Damit erhalten wir

¢y = (=202 — 2)% = 4¢3 4 8py + 4 = —4.
Dann folgt E'[5] C E (Fi¢), denn fir T' € E'[5] gilt

GU(T) = —AT =T
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und damit ist T' € E (IF15). Es gilt nach Theorem 4.1.2
#E (Fpe) =2 +1— ((-1+4)°+ (-1—i)*) =5

und
#E (Fpr) =2 41— (=1 40)* + (-1 —i)*) = 25.

Da #FE[n| = 25 erhalten wir insgesamt, dass E [5] € E (Fy2) und m = 4 die kleinste
natiirliche Zahl ist, so dass E [5] C E (Fam) gilt.

Fiir die anderen Klassen von supersingularen elliptischen Kurven kénnen wir das k aus
der in [22] aufgestellten Tabelle 4.1 ablesen:

Klasse der Kurve a Gruppenstruktur | k
(I 0 zyklisch 2

(I1) 0 Z(q+1 2) D Zo 2

(I11) +.,/q zyklisch 3

(IV) +1/2¢q zyklisch 4

(V) +v/3¢q zyklisch 6

(VI) 29| Zygm 1 ®Zyge |1

Tabelle 4.1.: Informationen iiber supersinguldre Kurven

Damit kénnen wir fiir supersinguldre Kurven das erste Problem l6sen. Die zweite Schwé-
che des Algorithmus 4.3.6 umgehen wir, indem wir uns einen zufélligen Punkt 7" € E(F )
wahlen. Dann setzen wir d := ged(N, ord(7)) und erhalten nach Durchfithrung des Algo-
rithmus 4.3.6 £ modulo d. Wir wiederholen nun diese Schritte und setzen am Ende das k
mit dem chinesischen Restsatz zusammen. Dadurch ergibt sich der folgende Algorithmus.

Algorithmus 4.3.9. Gegeben sei ein Punkt P € E (F,) der Ordnung n und ein Punkt
Re E(F,) mit R=1P, l€Z.

Schritt 1: Wihle aus Tabelle 4.1 das entsprechende k.

Schritt 2: Wihle einen zufilligen Punkt T € E(F ).

Schritt 3: Berechne mp := ord(T).

Schritt 4: Setze dy := ged(mp,n) und Ty := (mp/dy)T.

Schritt 5: Berechne (1 := e, (P,T1) und (3 := e, (R, T1).

Schritt 6: Lise das diskrete Logarithmus-Problem (3 = ¢! in sz,

Schritt 7: Wiederhole die Schritte 2-6 solange, bis das kleinste gemeinsame Vielfache
der d; n ergibt.
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Schritt 8: Berechne !l mod n.

Bemerkung 4.3.10. e T} hat die Ordnung d; und es gilt T} € E[n].
e (7 und (o sind aus pg C IE‘Zk.

e In Schritt 6 erhalten wir [ mod d;.

Menezes, Vanstone und Okamoto zeigen in [22], dass dieser Algorithmus eine subexpo-
nentielle Laufzeit hat.

4.4. Schliisselerzeugung mit der Weil-Paarung

Wir wollen den Schliisselaustausch nach Diffie-Hellman fiir elliptische Kurven vorstellen.
Dann werden wir die Weil-Paarung benutzen, um eine Drei-Parteien Version des Diffie-
Hellman-Protokolles zu erzeugen. Die Schliisselerzeugung fiir zwei Parteien nach dem
Diffie-Hellman-Protokoll lautet:

e Alice und Bob einigen sich auf eine elliptische Kurve E {iber einem endlichen Kérper
F,, so dass das diskrete Logarithmus Problem in E(F;) schwer ist. Weiter einigen
sie sich tiber einen Punkt P € E(F,), so dass die von P erzeugte Untergruppe einen
groken Primteiler hat.

e Dann wihlen Alice und Bob jeweils eine geheime Zahl a und b.
e Sie berechnen P4 := aP und Pg := bP.
e Austausch von P4 und Ppg.

e Berechnung von aPp und bPj4.

Alice und Bob erhalten jetzt den gemeinsamen Punkt abP. Jetzt kénnten sie zum Bei-
spiel die letzten 256Bit der z-Koordinate von abP als Schliissel nehmen. Die Sicher-
heit des Diffie-Hellman-Protokolls beruht auf der Schwierigkeit diskrete Logarithmen zu
berechnen. Wir wollen jetzt einen Algorithmus von Joux [14], fiir den Diffie-Hellman-
Schliisselaustausch mit 3 Teilnehmern, vorstellen. Bei Verfahren, die keine Paarungen
benutzen, miissen dabei alle Teilnehmer zweimal interagieren, wahrend bei dem folgen-
den Verfahren nur eine Interaktion notwendig ist.

Alice, Bob und Cedric wollen einen gemeinsamen Schliissel K4 p ¢ erzeugen.

e Alice, Bob und Cedric einigen sich, wie oben, auf eine elliptische Kurve E und
einen Punkt P € F.

e Sie wahlen jeweils eine geheime Zahl a, b, c.
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e Berechnung von P4 := aP, Pg := bP und P := cP.
e Austausch von P4, Pg und Pg.

e Berechnung von f(a, Pg, Pc), f(b, P4, Pc) und f(c, Fa, Fp).

Dabei miissen wir jetzt die Funktion f so wahlen, dass
KA,B,C - f(CL,PB,PC) = f(b7PA7PC) = f(chAvFB)

gilt und dass aus der Kenntnis von K4 g ¢ nicht P4, Pp und Pc berechnet werden kann.
Wir wihlen fiir f die Weil-Paarung, das heift:

f(wa R, S) "= €ord(P) (Ru S)x
Damit erhalten wir

KA,B,C = f(avapr) = f(b, PAvPC) = f(C, PA7PB) = 6ord(P)(P’ P)abc.

Wir sehen, dass diese Wahl von f ungliicklich ist, denn nach den Eigenschaften der Weil-
Paarung folgt nun K4 g c = 1. Wir werden jetzt die Idee etwas modifizieren. Wir wéhlen
dazu einen zu P linear unabhingigen Punkt @@ € E. Damit erhalten wir den folgenden
Algorithmus.

Algorithmus 4.4.1. Alice, Bob und Cedric wollen einen gemeinsamen Schliissel erzeu-
gen.

Schritt 1: Alice, Bob und Cedric einigen sich, unter den oben genannten Sicherheits-
aspekten, auf eine elliptische Kurve E, einen Punkt P € E und einen von P linear
unabhdngigen Punkt Q € E. Sei N := kgV(ord(P),ord(Q)).

Schritt 2: Sie wihlen jeweils eine geheime Zahl a,b, c.

Schritt 3: Berechnung von Pa:=aP, Qa:=aQ, Pp:=bP, Qp:=bQ und
Po:=cP, Qc:= cQ.

Schritt 4: Austausch von (Pa,Qa),(Pg,Qp) und (Pc,Qc).

Schritt 5: Berechnung von en(Pg, Qc)®, en(Pa, Qc)? und ex(Pa, Qp)°.

Durch die Eigenschaften der Weil-Paarung gilt

en(Pg,Qc)* = en(Pc,QB)" = en(Qc, Pp)* = en(@B, Pc)”

und
Kapc =en(P,Q)™.

Da P und @ linear unabhéngig sind, ist nun K4 p ¢ nicht konstant. Damit die Weil-
Paarung schnell berechnet werden kann, muss die elliptische Kurve so gewéhlt sein, dass
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ein moglichst kleines k € N existiert, so dass E[N] C E(F ) gilt. Wir kdnnen hier also
zum Beispiel eine supersingulédre Kurve mit a = 0 wéhlen, denn fiir diese Kurven ist
k = 2. Wenn wir eine solche Kurve wéahlen, miissen wir darauf achten, dass ¢ so grofs ist,
dass das diskrete Logarithmus-Problem in Fg 2 nicht losbar ist. Es gibt noch eine kleine
Verfeinerung bei der man keine zwei linear unabhéngigen Punkte bendtigt, sondern nur
einen. Dabei wird die Paarung etwas modifiziert, ein Beispiel hierfiir sehen wir unten bei
dem Diffie-Hellman-Entscheidungsproblem. Fiir weitere Details verweisen wir auf [29].

Aus der Schliisselerzeugung mit Diffie-Hellman ergibt sich ein weiteres Problem, das
sogenannte Diffie-Hellman-Entscheidungsproblem.

Diffie-Hellman-Entscheidungsproblem:
Gegeben sind P, aP,bP € E(F,;) und ein weiterer Punkt Q € E(F,). Gilt Q = abP?

Das Diffie-Hellman-Entscheidungsproblem ist héchstens so schwer zu losen wie das
diskrete Logarithmus-Problem. Kénnen wir das diskrete Logarithmus-Problem 16sen, so
ist es uns moglich das Diffie-Hellman-Entscheidungsproblem durch Einsetzen der Punk-
te zu 16sen. Die Frage ist, ob das Diffie-Hellman-Entscheidungsproblem, ohne diskrete
Logarithmen zu berechnen, l6sbar ist. Im Fall der elliptischen Kurven kénnen wir das
Problem mit der Weil-Paarung 16sen. Dazu wollen wir ein Beispiel betrachten. Sei E die
supersingluire Kurve Y2 = X3 +1 iiber [Fy mit ¢ =2 mod 3 und w € Fy2 eine primitive
dritte Einheitswurzel. Da die Ordnung von Fy gleich ¢ — 1 ist und ¢ —1 =1 mod 3 gilt,
folgt, dass die Ordnung von w nicht ¢ — 1 teilt und somit w ¢ F, gilt. Mit w definieren
wir eine Abbildung

B:E[F,) — EF,), (z,y)— (wr,y) und B(0O) = 0.

Da w eine primitive dritte Einheitswurzel ist, ist § wohldefiniert. Durch Einsetzen in
die Additionsformeln sehen wir, dass 3 ein Homomorphismus ist. Da 3 bijektiv ist, folgt

insgesamt, dass ( ein Isomorphismus ist. Sei nun P € E(F,) ein Punkt der Ordnung n,
dann ist G(P) auch ein Punkt der Ordnung n. Wir definieren damit eine Abbildung

én(P1, P2) := en(P1,B(P2)), P1, P € En].

Lemma 4.4.2. Ist P € E(F,) ein Punkt der Ordnung n und es gilt 3 ¥ n. Dann ist
én(P, P) eine primitive n-te Einheitswurzel.

Beweis. Angenommen es existieren u,v € Z mit uP = v3(P). Dann gilt
B(wP) =vB(P)=uP € E(F,).

Ist vP = O, so folgt uP = O und damit ist v = 0 mod n. Sei also vP # O mit
vP = (a,b), a,b € F,;. Dann gilt

(wa,b) = B(vP) € E(Fy).
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Da aber w ¢ E (IF,) ist, folgt @ = 0 und damit vP = (0,%1). Wir kénnen nun nach-
rechnen, dass 2vP = (0, F1) gilt. Daraus schliefen wir, dass die Ordnung von vP gleich
drei ist. Da wir aber 3 1 n angenommen hatten, ist dies nun ein Widerspruch. Damit
folgt aus uP = v(B(P), dass u,v = 0 mod n und somit bilden P und ((P) eine Ba-
sis von E[n]. Nach Corollar 3.2.3 ist dann é€,(P, P) = ey (P, 5(P)) eine primitive n-te
Einheitswurzel. O

Nehmen wir nun an, dass wir P,aP,bP und @) kennen. Jetzt miissen wir entscheiden
ob ) = abP gilt. Als erstes priifen wir, ob iberhaupt ein k € Z existiert, so dass QQ = kP
gilt. Nach Lemma 4.3.1 priifen wir also, ob e, (Q, P) = 1 gilt. Ist dies der Fall, so haben
wir

én(aP,bP) = é,(P,P)®™ = &,(P,abP) und &,(Q,P) = é,(P, P).

Gilt 3 t n, so ist nach Lemma 4.4.2 é,(P, P) eine primitive n-te Einheitswurzel und es
gilt
Q=abP <= k=ab modn < é,(aP,bP)=¢,(Q,P).

Um das Diffie-Hellman-Entscheidungsproblem in diesem Fall zu 16sen, brauchen wir keine
diskreten Logarithmen, sondern lediglich zweimal die Weil-Paarung zu berechnen.

4.5. Ein Kryptosystem mit der Weil-Paarung

Als letzte Anwendung der Weil-Paarung wollen wir die Idee fiir ein identitédtsbasieren-
des Kryptosystem vorstellen. Die Idee hierfiir stammt von Boneh und Franklin [4]. Der
Vorteil eines identitdtsbasierenden Kryptosystems ist, dass kein Austausch von Schliis-
seln stattfindet und man nicht den offentlichen Schliissel eines Benutzers kennen muss,
um eine Nachricht zu schicken. Denn der 6ffentliche Schliissel wird aus der Identitét des
Benutzers abgeleitet, zum Beispiel der E-Mail-Adresse. Es gibt eine zentrale Instanz, die
das Kryptosystem erzeugt. Diese zentrale Instanz verfiigt iber den sogenannten Master
Key, welcher es ihr ermoglicht die geheimen Schliissel zu erzeugen. An dieser Instanz
melden sich die Benutzer mit ihrer Identitdt an. Dabei wird an dieser Stelle gepriift,
ob der Benutzer auch derjenige ist, der er vorgibt zu sein. Danach erstellt die zentrale
Instanz zu dem offentlichen Schliissel des Benutzers einen geheimen Schliissel und sendet
ihm diesen zu. Nun kann vollig unabhéngig von der zentralen Instanz ein verschliisselter
Nachrichtenaustausch zwischen den Benutzern geschehen. Ein Nachteil solcher Systeme
ist allerdings, falls der geheime Schliissel eines Benutzers in die Hande von Eve gelangt,
der Benutzer sich mit einer neuen Identitdt bei der zentralen Instanz anmelden muss.
Denn Nachrichten, die mit der alten Identitédt verschliisselt wurden, sind nun fiir Eve
lesbar. Diesen Nachteil kann man etwas schmélern, indem die 6ffentlichen Schliissel nur
eine zeitlich begrenzte Giiltigkeit haben. Dadurch ergibt sich allerdings wiederum die
Notwendigkeit des Erstellens neuer geheimer Schliissel. Fiir weitere Ergénzungen und
Starkungen gegen Angriffe siehe [4].

Fiir solche Kryptosysteme bietet es sich nicht an, die RSA-Verschliisselung zu benutzen.
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Denn wird fiir alle Benutzer dasselbe RSA-Modul N benutzt, so kann jeder Benutzer aus
der Kenntnis seines 6ffentlichen und geheimen Schliissels das RSA-Modul N faktorisieren
und zu jedem anderen &ffentlichen Schliissel den geheimen Schliissel berechnen. Damit ist
es moglich jede verschliisselte Nachricht zu lesen. Wird hingegen fiir jeden Benutzer ein
anderes RSA-Modul N benutzt, so entféllt diese Schwachstelle. Allerdings muss nun fiir
jede Ubertragung einer verschliisselten Nachricht gepriift werden, ob das richtige Modul
N verwendet wird. Bei diesem Ansatz wird also zusétzliche Kommunikation benétigt.

Kommen wir nun zu der Idee des Kryptosystems. Wie in Abschnitt 4.4 wollen wir
das Vorgehen beispielhaft anhand der supersinguldren Kurve E darstellen, die durch
Y2 = X3 41 iiber F, mit p =2 mod 3 gegeben ist. Wir wollen eine weitere Bedingung
an die Primzahl p stellen. Es soll eine Primzahl [ mit der Eigenschaft, dass p = 6] — 1
gilt existieren . Damit ist fiir alle Punkte P € E(F),), der Punkt 6P entweder von der
Ordnung 1 oder I. Weiter sei wiederum w € Fp2 eine primitive dritte Einheitswurzel.
Ebenso definieren wir erneut

B:E[Fy) — EFy), (2,y)— (wr,y) und 5(0) =0,
und fiir Punkte P € E(F,) der Ordnung n
én(P, P) = en(P, B(P)).

Die zentrale Instanz erzeugt nun das Kryptosystem, indem sie die folgenden Schritte
durchfiihrt:

e Sie wahlt eine groffe Primzahl der Form p = 6] — 1.
e Dann wihlt sie einen Punkt P der Ordnung [ in E(F)).

e Nun wéahlt die zentrale Instanz zwei Hash-Funktionen H; und Hs. H; nimmt
einen Bitstring beliebiger Lénge und erzeugt daraus einen Punkt der Ordnung !
auf E(F,). Ho nimmt ein Element der Ordnung [ aus E(F,2) und erstellt daraus
einen bindren String der Lange n. Dabei ist jetzt n die Lange der Nachrichten, die
ausgetauscht werden.

e Nun wihlt sie eine geheime Zahl s € F; und berechnet P, := sP.

e Veréffentlichung von p, Hy, Ha, n, P, Ppyp.

Wenn sich nun ein Benutzer mit der Identitét I D anmelden will, fiihrt die zentrale Instanz
folgendes durch:

e Berechnung von Q;p := Hi(ID) € E(F,).
e Berechnung von Djp := sQjp.

e Sie liberzeugt sich, dass I D zu dem Benutzer gehort, mit dem sie gerade kommu-
niziert,.
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e Ist Schritt 3 erfolgreich, so wird dem Benutzer sein geheimer Schliissel D;p gesen-
det.

Nun méchte Alice Bob eine verschliisselte Nachricht M schicken. Dazu tut sie folgendes:

e Sie schlagt Bobs Identitét nach, zum Beispiel I D = bobQ@Qsecure.com, und berechnet
QI D = H 1 (I D)

e Sie wahlt eine zuféllige Zahl r € F;.
e Dann berechnet sie grp = €(Qrp, Ppub)-

e Dann schickt sie Bob den Chiffretext
c=(rP,M @ H2(g7p))-

Dabei bezeichnet & die Funktion XOR.
Bob hat einen Chiffretext (u,v) erhalten und entschliisselt ihn nun wie folgt:

e Er berechnet hyp := é;(Drp,u).

e Dann berechnet er den Klartext durch m = v @ Ha(hrp).

Wir miissen jetzt natiirlich priifen, ob Bob die urspriingliche Nachricht erhélt. Es gilt
él(Drp,u) = &(sQrp,mP) = &(Qrp, P)” = é(Qrp, Ppub)" = 9ip-
Daraus folgt
m = v ® Ha(€(Drp,u)) = (M @ Ha(g7p)) ® Ha(gip) = M.

Wir wollen uns zum Schlufs mit einer mdoglichen Hash-Funktion fiir H; beschéftigen.
Sei H eine beliebige Hash-Funktion, die einen Bitstring in eine ganze Zahl modulo p
umwandelt. Sei B ein beliebiger Bitstring. Wir setzen b := H(B). Da in unserem Fall
p =2 mod 3 gilt, ist 3 kein Teiler der Ordnung von Fj. Daraus folgt, dass a € F; mit
a® = b? — 1 existiert. Wir setzen weiter Hy(B) := 6(a,b). Gefordert war, dass Hi(B)
ein Punkt der Ordnung [ ist. Nach Voraussetzung kann 6(a,b) nur die Ordnung 1 oder [
haben. Da p kein Teiler von 6 ist, gibt es aber nur 36 Punkte der Ordnung 6 und da p
eine grofe Primzahl ist, ist die Wahrscheinlichkeit sehr gering, dass 6(a,b) die Ordnung
1 hat.



Fazit / Ausblick

In dieser Arbeit ist gezeigt worden, dass fiir supersingulére elliptische Kurven das diskrete
Logarithmus-Problem auf dieser Kurve in subexponentieller Laufzeit gelést werden kann.
Die Sicherheit des Kryptosystems mit elliptischen Kurven héngt also entscheidend von
der Wahl der elliptischen Kurve ab. In [2] wird gezeigt, dass bei einer zufilligen Wahl der
elliptischen Kurve die Wahrscheinlichkeit, dass diese supersingular ist, sehr gering ist.

Ein weiterer Ansatz mit einer Paarung liefert die Frey-Riick Reduktion. In ihr wird die
Tate-Paarung benutzt, um das diskrete Logartihmus-Problem auf der elliptischen Kurve
in ein diskretes Logarithmus-Problem in einem endlichen Koérper zuriickzufiihren. Ein
Vorteil der Frey-Riick Reduktion ist, dass sie auch in Féllen, in denen die MOV-Reduktion
nicht anwendbar ist, eingesetzt werden kann. Fiir die Tate-Paarung ist es nicht nétig, dass
(3.1) gilt, sondern es reicht schon die Existenz eines Punktes der Ordnung n. Zusétzlich
muss die Spur des Frobenius-Endomorphismus der elliptischen Kurve kongruent 2 modulo
n sein.

Weiter gibt es mehrere Ansétze, um fiir bestimme elliptische Kurven das diskrete
Logarithmus-Problem zu losen. Bisher ist es allerdings nicht gelungen diese zu verall-
gemeinern. Ein weiterer Ansatz ist der Xedni Calculus von Silverman [28]. In [13] wird
allerdings gezeigt, dass die Erfolgswahrscheinlichkeit des Algorithmus, selbst iiber kleinen
endlichen Korpern, sehr gering ist. Es bleibt also eine offene Frage, ob es Algorithmen
gibt, die allgemein das diskrete Logarithmus-Problem iiber elliptischen Kurven in sub-
exponentieller Zeit 16sen konnen.
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A. Satze iiber Endomorphismen

Proposition A.1. Sei a # 0 ein separabler Endomorphismus auf einer elliptischen
Kurve E tber einem Korper K. Dann gilt

deg o = # ker(a).

Dabei ist ker(«) der Kern des Homomorphismuses o : E(K) — E(K). Ist a # 0 ein
nicht separabler Endomorphismus, so qilt

dega > #ker(a).
Beweis. Siehe Proposition 2.20 in [30]. O

Theorem A.2. Sei E eine elliptische Kurve tber einem Korper K und a # 0 ein

Endomorphismus auf E. dann ist « : E(K) — E(K) surjektiv.
Beweis. Siehe Theorem 2.21 in [30]. O

Proposition A.3. Sei g = p" eine Primzahlpotenz, E eine elliptische Kurve tiber dem

endlichen Kérper Fy und ¢4 der Frobenius-Endomorphismus. Ist (x,y) € E(IF,), so gilt

i. ¢oq(x,y) € E(Fy),

ii. (z,y) € E(Fy) gilt genau dann, wenn ¢4(z,y) = (z,y) ist.

Beweis. Siehe Lemma 4.5 in [30]. O
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B. Divisionspolynome

Sei E eine elliptische Kurve iiber einem Korper der Charakteristik ungleich 2 und 3, gege-
ben durch Y? = X34+ AX + B mit A, B € K. Dann definieren wir die Divisionspolynome
Ym € Z[x,y, A, B], m € N durch

wo = 07
¢1 = 17
11}2 = 2y7

V3 = 32t + 6Ax? + 12Bx — A2,
Yy = dy(2® + 542" + 20B2® — 54%2% — 4ABx — 8B? — A3),
Vomt1 = Ymio¥sy, — Yme1¥i g, m > 2,
Yom = (29) 7 (Ym) Wmr2¥m_1 — Ym—2m 1), m > 3.
Damit definieren wir fiir m € N,
bm = TV7, — Vg 1m—1,
wim = (4y) " (Umi2ths 1 — Y2t 1)-

Lemma B.1. Ist n ungerade, so gilt 1, € Z[x,y?, A, B]. Ist hingegen n gerade, so gilt
Yn € 2yZlx,y*, A, B].

Beweis. Siehe Lemma 3.4 in [30]. O

Lemma B.2. Sein € N. Dann gilt

On(x) = 2™ + Terme niedriger Ordnung,

V2 (x) = n2z"* =1 + Terme niedriger Ordnung.

Beweis. Siehe Lemma 3.5 in [30]. O

Mit Hilfe der Divisionspolynome kénnen wir jetzt das Multiplizieren mit einer natiir-
lichen Zahl explizit aufschreiben.

Theorem B.3. Sei P = (z,y) ein Punkt auf E und n € N. Dann gilt

o= (S5 ).
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ANHANG B. DIVISIONSPOLYNOME
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Beweis. Siehe Theorem 9.31 in [30].
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