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Erinnerung
Die Modulgruppe ist SL2(Z) = {(2%) | a,b,c,d € Z, ad — bc = 1}, deren
Elemente mit gebrochen linearen Transformationen (‘CZ Z) (1) = gig, TeC,

als Automorphismen auf der Riemannschen Sphére C = C U {co} dargestellt
werden konnen. SL,(Z) wird generiert von den Matrizen (}1) und (9 ').

Ich méchte nun einige Definitionen wiederholen. Dabei bezeichnet H die
obere Halbebene.

Definition 1: Sei k € IN. Eine meromorphe Abbildung f: H — C heif$t schwache
Modulform vom Gewicht k, falls fiir v = (%) € SLy(Z) und T € H stets gilt:

f(0) = e f(r (D) = (£ 7)) (0)-

Fir v = —I erhédlt man f = (—1)*f, weshalb die Nullfunktion die einzige
schwache Modulform von ungeradem Gewicht ist.

Definition 2: Sei k € IN. f: H — C heifit Modulform von Gewicht k, falls gilt:
O f ist holomorph auf 'H,
@ f ist eine schwache Modulform vom Gewicht k,
® f ist holomorph in oco.

M (SLa2(Z)) bezeichnet die Menge der Modulformen vom Gewicht k.

Definition 3: Sei N € IN \ {0}. Unter der Hauptkongruenzuntergruppe der Stufe
N verstehen wir:

={(ta) esta(@) [ (22) = (59)  (mod N)},

wobei die Matrlzenkongruenz fiir jeden Eintrag einzeln zu lesen ist. Eine Untergruppe
I' C SLy(Z) heifst Kongruenzuntergruppe der Stufe N, falls I'(N) C I fiir ein
N € N\ {0} ist.

Beispiel: Eine im folgenden wichtige Kongruenzuntergruppe ist
={(23) eSLa(2) [ (£4) = (52)  (mod N)J.

Speziell I 0(4) wird generiert von + (} 1) und & (}9) (== Ubungsaufgabe 1.2.4
in Diamond, Shurman, A First Course in Modular Forms (2005)).



Seite 2 Das Vierquadrateproblem

Definition 4: Sei k € IN und sei I eine Kongruenzuntergruppe. f: H — C heifst
Modulform von Gewicht k beziiglich T, falls gilt:

O f ist holomorph,
@ f ist invariant vom Gewicht k unter I' (d.h. Y v € T': f = flv]i),
® f[u]y ist holomorph in oo fiir alle « € SLy(Z).

M (T') bezeichnet die Menge der Modulformen von Gewicht k in Bezug auf I'.

Anstatt die Bedingung © zu verifizieren, kann man auch die Fourierkoeffizien-
ten von f betrachten, denn es gilt (= Ubungsaufgabe 1.2.6 in Diamond, Shur-
man, A First Course in Modular Forms (2005)):

Satz: Sei I eine Kongruenzuntergruppe von SLy(Z) der Stufe N. Fiir T € H sei
gy = e?MT/N_ £ H — C geniige den Bedingungen @ und @ aus Definition 4.
Dann erfiillt f auch die Bedingung ® (d.h. f € My(I')), falls gilt:

In der Fourierentwicklung f(t) = Y anqy gilt fiir die
=0

© e
Koeffizienten zun > 0:  3C,r € R": |a,| < Cn".

Das Vierquadrateproblem

Wie viele Moglichkeiten gibt es, eine Zahl n € IN als Summe der Quadrate
von vier ganzen Zahlen darzustellen?

Zur mathematischen Behandlung dieses Problems definieren wir fiir n,k € IN
allgemeiner die Darstellungszahl:

r(n, k) := #{v czk ‘ n= Zk:z;]z}
=1

r(n, k) gibt also die Anzahl der Moglichkeiten an, eine natiirliche Zahl #n als
Summe der Quadrate von k ganzen Zahlen v; darzustellen. Dabei haben wir
stets 7(0,k) = 1 und r(n,0) = 0, falls n > 0.

Fiir k = ki + k; gilt fiir die Darstellungszahl (= Anhang, Lemma 1):

rimk) =Y. r(ny,ki)r(ng, ko).

ny+ny=n

Da diese Beziehung der Regel gleicht, nach der sich die Koeffizienten fiir das
Produkt zweier Potenzreihen berechnen:

oo (o) oo
(Z anlqnl) ) (Z bnzqn2> - E qun mit ¢, = Z anlbnz,
n1=0 np,=0 n=0 ni+ny=n
betrachten wir die Potenzreihe, die durch die r(n, k) generiert wird:

O(t,k):=)_ r(n, k)e?@O" reH.
n=0

O ist also eine holomorphe Funktion auf der oberen Halbebene H.
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Bemerkung: Fiir die Potenzreihe © gilt:

® O konvergiert absolut,

@ Vki,k, € N: @(T,kl)Q(T,kz)

@ VkeN: O(%(11)(1)k)

= @(T,kl + kz),
=0O(t+1,k)

= O(t, k).

Beweis: Fiir @ vergleiche Diamond, Shurman, A First Course in Modular Forms
(2005), Kapitel 4. @ und ® ergeben sich dann durch leichtes Nachrechnen. [

Speziell fiir k = 1 erhélt man aufSerdem:

O(1) :=

0,
=11,
2,

Dabei ist ¢ die Thetafunktion, die sich gema ¢(—1)

1) = ér(n,l)

(2miT)n Z em n? 2 T) ]
n=—oo
n keine Quadratzahl,
n=0,
n Quadratzahl,
=/ —iTd(7) transformiert

(vgl. ACZAGK-Vortrag , Die Thetafunktion” (WS 2005/06) von Bjorn Walker).
Alsoist ©(— ) = v/—2it ©(1), weshalb folgt:

© (1) :@)(‘m)
=,/2i(1+ L) ©

=V4T+10(t ).

Da nach @ aus obiger Bemerkung O(, k)
folgendes Transformationsverhalten:

O+ (§7) (1).4) = O(5;

4T+17
Zusammen mit @ zeigt dies, daf die Generatoren + ( }
und daheralle y = (2%) € I)(4) die Formel

O((1),4) = (cT +d)*O(7,4)

erfiillen, weshalb ©(+,4) den Bedingungen @ und @ aus Definition 4 gentigt.
Mit g4 = e?™7/4 ergibt sich die Darstellung:

2i(14+ &) ©(-1— i)
=4/2i 1—|— =) V=2t O(tT
= O(7)* ist, ergibt sich fiir O(-,4)

4) = (47 +1)*0(7,4).

Dund £ (19) vonIp(4)

O(r,4) =) r(m,4) e@Om =1 4 Z i=:) anqy.
m=0 n= 14|n n=0

Dabei gilt fiir die Fourierkoeffizienten a, zu n > 0:
4tn: la,| =0,
aln: | = r(4,9)] = #{oe 2!

4
§= Lo}
j=1 s
i= 2o
4 2 -
<16-#{veN*|0<v;<nj=1,...,4}

< 16- #{UE]N4

<16-(#{veN|0<v<n})*
<16- (2n)* =256 - n*.

Offenbar erfiillen die a,, die Bedingung ©, so dafl ©(+,4) € M;(Ip(4)) ist.
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Die Eisensteinreihe G,

Die Eisensteinreihe G, ist fiir T € H definiert als

Go(r) =Y ¥ (cr1+d)2

ceZ deZ,
d+#0 fir ¢=0

Wie wir sehen werden, konvergiert diese Reihe. Sie konvergiert aber leider nicht
absolut, denn von der Betrachtung der Weierstrafischen p-Funktion ist bekannt
(v= Freitag, Busam, Funktionentheorie 1 (2000), Kapitel V.2):

Satz: Sei L C C ein Gitter. Die Reihe

1
' s> 2

ws’
weL
konvergiert absolut.

Diese bedingte Konvergenz von G, wird uns im nidchsten Abschnitt bei der Un-
tersuchung des Transformationsverhaltens von G, etwas Miihe bereiten. Bevor
wir uns jedoch diesem Problem widmen, wollen wir zu der sogenannten Fou-
rierentwicklung von G, gelangen. Dazu benétigen wir jedenfalls den folgenden
Hilfssatz, aus dem auch die Konvergenz folgt.

Hilfssatz: Fiir t = x +iy € H (Imt =y > 0) gilt:
1

@ = (27i)? 3 d el?mid,
dg (T+d)? (27ti) d;l

@ Die Reihe Y Y d e konvergiert absolut.
c=1d=1

Beweis: ® laf3t sich tiber die Partialbruchentwicklung des Cotangens zeigen:

1 &/ 1 1 cos(7T) et 4 e inT
— =7tcot(mT) =71 = 711 — -
T+le<T—|—d+T—d> (77) sin(7tT) eIt — e INT
.. 2eTimT . .
=+ ein'r _ efin"( = 7= 27”1 _ eZTIiT

o0
= 71i — 277i Z e2mTd - qq \ezm‘ —e 7 < 1.

d=0
Differenzieren liefert:
2 # _ (27_”-)2 i de(Zm'T)d.
i (T+d)? =1

Damit ist ©® gezeigt. Die Reihe links konvergiert zudem gleichmiflig in jedem
Kompaktum, das keine ganze Zahl enthalt.
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Fiir @ konnen wir das Majorantenkriterium bemiihen:

i i ‘de(Zrtir)cd| _ i i de—Znycd
c=1d=1 c=1d=1
- 1 d - —27c d>
3 (e R
c_1< 2rte dy = \-<1
> 1 d 1
= -1
;( 27Tcdy<1—e 2rey >>
[eS) e—27ryc 00 1
- C:Z; (1 _ e—Znyc)Z - (; e2myc + e—2myc _ 9"
Wegen e2Ye | p—27yc — kzo((ZT;(y!c)k + (= 217(T'yc ) kE 2nyc 2(1 + (2712yc)2)
folgt:
d e(2miT)ed < _ il
C;d;’ | c; (2mtyc)?  (2my)? C; 2
Dies bleibt stets endlich, da die Riemannsche Zeta-Funktion {(s) = ¥ 1 =, 5>1
c=1
fir s = 2 den Wert %2 annimmt. Also ist auch @ bewiesen. ]

Mit der eben erwidhnten Zeta-Funktion {(2) 148t sich G, auch schreiben als

Ga(1) +222 CT+d 2 27( —SNZZZdezm”

c= 1deZ c=1d=

und nach @ konvergiert diese Reihe absolut! Damit ist die Konvergenz von G,
gezeigt. Hier diirfen wir jetzt die Summationsreihenfolge dndern; Zusammen-
fassen aller Terme mit gleichem 7 := cd fiihrt zu der gesuchten Fourierentwick-
lung:

Gz( ) 87‘[2 2(2‘1) 27117

1 dn

= |Ga(1) =27(2) —87* Y _o(n)g"| mito(n):=) dundg:=e"".
d|n

Anhand dieser Darstellung sieht man leicht, dag stets Go(7 + 1) = Gy(7) ist.

Transformationsverhalten von G,

Zunichst untersuchen wir wie angekiindigt, wie sich G, unter v € SL,(Z)
transformiert. Dies fiihrt zu einer schwachen Modulform vom Gewicht 2. Be-
ztiglich IH(N) finden wir schlie8lich sogar eine Modulform vom Gewicht 2.
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Satz: G, transformiert sich unter v = (*4) € SLy(Z) fiir T € H wie folgt:
2rtic ]

T +d ()

Ga(1()) = (et + 2| Ga()
Beweis: Wir zeigen dies in 2 Schritten:
@ Gilt (*) ftir 1,72 € SL2(Z), so auch fiir 172 und 7,
® () gilt fiir die Generatoren + (1) und + ( ') der SL»(Z).
Ad @: Seialso () fir vy = (24), 72 = (; JZ) aus SL,(Z) erfiillt. Dann gilt:
1 d —b d —b

7;1:m(—ca):(—ca)'
=1

_ [ ae+bg af+bh
T2 = (ce-i—dg cf+dh> 4

et+f

dt—b —
T gtk

—CcT+a

Fiir T € H sei auBerdem: 7 := 7, (1) = und & = 72(7)

Aus Go(7) = Go(11771 (7)) = Ga(mi(m)) 2 (em + d)2[Ga(m) — 27|
erhilt man durch Umstellen:

Ga(711(1) = Ga(m) = g GalT) + &

. _ 2 27tic (—cT+a)
= (c(dr—b)fdtmru)) Ga(7) + c(dizf)w(f_ciﬂ)

- (_CT + H)Z [(ad—lbc)2 GZ(T) o udibc 21125:-;)}

= (—cT+a)? [Gz(r) — 27‘[i(—c)],

—CcT+a
d.h. vy L erfillt (). Fiir 9172 betrachten wir:
G2 (1172(7)) = G2 (m1(m2))
9 (et + d)? [GZ(Tz) - éffd}

2 2mi h
;iﬁ + d) [GZ (72(1—)) - c(e'rifc)f;(gr)-&-h)}

2 . .
eT+ 2 2718 27tic (gT+h)
gr+£ + d) [(gT + h> (Gz(T) o gT—ﬁz) o C(€T+f)fd(g’f+h):|
= (C(ET +f)+dgT+ h>)2 [GZ(T) o ;';T—:-%l o gz'?—il-ch (ce+dg)Tl+(cf+dh)}

B 27ti (g [(ce+dg)r+(cf+dh)] +c):|
[(cetdg)t+(cf+an)| (gt+h) |

= ((ce+dg)T+ (cf + dh))2 {Gz(r)

Nun gilt g(cf +dh) +c = c(gf +1) +dgh = c(gf + (eh — gf)) +dgh =
(ce + dg)h, weshalb folgt:

i _
Ga(n2(7)) = ((ce+dg)T + (cf +dh) [sz ~ iiﬁ}

Offenbar geniigt auch -y, der Relation (x).
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Ad @: Sei T € 'H beliebig.

Wie wir oben bemerkt haben, folgt aus der Fourierentwicklung von G,
unmittelbar, da Go(T + 1) = Gy(7) ist. Wegen (} 1) (1) = 2 = 7+1
gilt daher:

(31) () = (0- 7+ 1% |Ga(v) - FES],

Ga(
also erfiillt (1) die Relat10n (*). Dies fiir (9 ') zu zeigen, ist miihsam.
7)

Da (9 ') (1) = = = = ist, gilt nach Definition von G;:
- 1 1 tze d
Gy 0-1 (T) _ 2 ersetze
((1 0 ) () C;zdé (c= =L 4)2 ceZZdezz (—c+dt)? |durch—d
A0 fiir c= 0 d#0 fiir c=0
2 2 (Symbol-
=T - -
CEZZ deZZ (e + dT d;z CGZZ (CT +d)? tauschy
d#0 fiir c=0 c#0 fiir d=0
=71°(20(2) + Kok
(C dgcg cr+d) > (+%)
c£0
@ Dies unterscheidet sich von Gy (7) = 2{(2) + 2 Z o + =T

in der Reihenfolge der Summation!

Da die Eisensteinreihe G, nur bedingt konvergiert, konnen wir die Sum-
mationsreihenfolge nicht vertauschen. Um dies schliefdlich tun zu diirfen,
miissen wir die Reihe ein wenig abdndern (Eisenstein-Trick). Dazu be-
trachten wir zunachst:

1

H
Cédgi (ct+d)(ct+d+1)
¢£0
1 1
_C#O-dgcr—kd_cr—derl}
o 1 1 1 1

= ;ﬁO'd_Z (W_W)JF(E_CTH) Z(CT+d cT+d+1)]
c =— =1

=Y | (G- G -2+ & (e - )]
c£0 - d=1 d=1

zzlim_

3
c#0 N=eol 4=
N
)3

:Zlim-

c#0 N—ool g=1

_ S S S 1 1 11
- Z 1\1]1310 ct—N cT + (CT CT+1) + cT+1 CT+N+1:|
c#0 )

= E lim L — }
ct—N cT+N+1
20 N—oo L

=0.

N
(h — ) + (5 — ) + X (5 — i)
N+1

N-1 N
1 1 1 1 1 1
ct—d dgo ct—d + (E - cr—l—l) + dgl ct+d )3 cr+d]
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Mit H kénnen wir G, nun folgendermafsen schreiben:
Ga2(1) = Gao(T) — H(7)

- 25 + Z 2 cr+d E Z (cT+4d) cr+d+1
)+ Z Z[ ct+d)? cr+d)(1r+d+1)]

c#0 d

2>+20§m+d>2<1m-

Fiir obiges 7 finden wir stets eine € Rmit1 < e < | CT+d+1 | =]1+ ﬁ .
Dies liefert folgende Abschdtzung;:
‘ 1 ‘ < 6‘ 1 ‘ < |cT+d+1H 1 ct+d ’ — 1
(ct+d)2(ct+d+1) | = Tl (ct+d)2(ct+d+1) | — | ct+d | (ct+d)3 ct+d+1 [eT+d|3*
Da die Reihe CEO%; |CTi P konvergiert, ist die Reihe c§0§ m

nach dem Majorantenkriterium absolut konvergent. Jetzt 1df3t sich endlich
die Summationsreihenfolge vertauschen:

( = Zg + Z Z (ct+d)? CT+d+1)

d c#£0

)+ Z Z[ ct+d)? cr+d)(zr+d+1)}

d c¢#0
(%)
- 1 G ( ZZ (ct+d)(ct+d+1) cr+d+1 :

Als letztes betrachten wir den Fehlerterm:
N-1

= 1i 11
2 2 (ct+d)(cTt+d+1) cT+d+1 - I\l]lirlo 2 2 |:CT+d c7+d+1}
d ¢#0 d=—N ¢#0
. TN " N-1
= Z\ljlm Z Z (crfd - CT*d‘i’l) Z (cr+d cr+d+1)}
o C#O - d=1 d=0
r N N-1 N-1 N
= lim 1 _ + 1 _ 1 }
N_)oo;) L dgl ct—d dgo ct—d EO cT+d dgl ct+d

. H 1 1 1 1
- ]\llllgo;) |ct-N ~ cT + CT+Ni|

(o]
_ _ 27 1 1
T I%E‘loc_zl[wmc T (N/r>+c}

- t( N )_ 1 (Partialbruchentwicklung

—reotie N des Cotangens)

inN/t —inN/T
_ ot nNY _ _2mi ¢ Te
T ]\ljlir;oCOt( T ) - T ]\1]1310 eiTN/T _ p—inN/T
1 1

_ _ 2mi
- T ]\ljlirlo[l_e—ZmN/T_FeZinN/T_l :
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Mit L = oL = #(Rer— ilmTt) =: x — iy, y > 0, folgt:
: 1 1
e = 22 g | .
;e;) (ct+d)(ct+d+1) T Nowl]l — 6727rNy e—i27TNx eZNNy ei2TNx _ 1
—0 —00
— _2m

.
Insgesamt ergibt sich also:

Ga2(1) = %G2((1 ') () + 2,
weshalb (9 ') auch (x) geniigt. ]

Mit der in Definition 1 eingefiihrten Schreibweise konnen wir (x) auch folgen-
dermafen schreiben (y = (24) € SLy(Z)):
27tic

(Galrl2) (1) = Galr) -

G ist also nicht vom Gewicht 2. Dagegen sind die analog zu G, definierten
Reihen

G(t) =Y ¥ (C'r—li—d)k k>2,

ceZ deZ,
d+#0 fiir c=0

die ebenfalls als Eisensteinreihen bezeichnet werden, vom Gewicht k, d. h.:

(Gi[7]k) () = Gi(7)

(vgl. abschliefiendes Beispiel im A¢(ZAGK-Vortrag ,Modulrdaume und Modul-
kurven” (SS 2006) von Gerrit Grenzebach).
Fiir die Eisensteinreihe G, hat man:

Lemma: Gy(T) — % ist vom Gewicht 2.

Beweis: Seiy = (24) € SLy(Z) und T = x + iy € H. Dann gilt:

a(x+1iy) +b ax +b+iay)(cx +d —ic
tm(7) = Im(céx + 155 + d) - Im<( (cx + 3))2(%— (cy)? y)>
_ —(ax+Db)cy+ay(cx+d)  (ad —bc)y
S (A () (xR (o)
ImTt
T (cr+d)(ct+d)
Dies liefert:
T w  (ct+d)(cT+4d) T cT+d
(ct+d)2Imy(t) Imt  (ct+d)?  Imt ct+d
T 27tic

=————— daTtT=71—-2iIm~.
Imt ct+d

Mit der zuvor bewiesenen Transformationsformel () folgt das Behauptete:

Gz (y(1))

27tic T 27tic

p— 2 - -
= (ct+4d)°|Ga(7) cT+d ImT+CT+d .

~ Im (1)
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Satz: Fiir N € N\ {0} sei Gon(T) := G2(7) — NG2(N71).
Dann gilt: Gy € Ma(IH(N)).
Beweis des Satzes: Wir miissen zeigen:
@ Gy, ist holomorph,
@ Gy ist invariant vom Gewicht 2 unter IH(N),

® In der Fourierentwicklung G, n(T) = Z apqy mit gy = e2mit/N gilt fiir
=0

die Koeffizienten zun > 0: 3IC,r € IR+ lan| < Cn'.

Ad @: Wir betrachten die Funktion

Gx:$1 = Gz~ (N8 Y. T dg'),

n=1 d|n, Nfd

die im Inneren der Einheitskreisscheibe S; holomorph ist.
Da Gy = Gy oexp(2rmi-) ist und da die Verkniipfung holomorpher
Funktionen wieder holomorph ist, ist Gy y holomorph auf H.

Ad @: Seiy = (1Y) € I(N) beliebig. Dannist 9" := ( /iy ) € SL»(Z) und
mit T € H ergibt sich:

aNT+Nb at+b
gNt+d et +d

7 (N7) = = Nv(1).

Hiermit und mit obigem Lemma erhélt man:

Gon (7(7)) = G2(7(7)) — NG2 (N (7))

~ Ga((7)) — NGa( (ND))
<CT+d>2[G2< ) Imr] + Im’y( )
((%NT—i_d) [G2(NT) ImNT] + ImI\?v(T))
= (¢t 4+ d)*[G2(T) — NGy (N7)].

Ad ®: Gy besitzt nach Lemma 2 (= Anhang) folgende Fourierentwicklung:

Gon(T) = —7T2<I\]31 +8Y ) d q%’”) mit gN = g = €¥7

m=1 d|m, Ntd
= —7r2<Ng,1 +8Y ) 4 q”N> =) augl.
n,Nln d|f, Ntd n=0

Fiir die Koeffizienten a, zu n > 0 gilt dabei:

Nitn:  |a,| =0,

2
N m e, =872| Y d|<8n? ’gs#(l’\l]) .
d| 5, Nid a5
Mit C := 82 und r := 2 haben wir geeignete Koeffizienten gefunden.

Also ist GZ,N € Mz(Fo(N)). [ |
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Losung des Vierquadrateproblems

Wir betrachten nun speziell die Modulformen G, und G, 4. Die Fourierentwick-
lungen dieser Modulformen sind (¥ Anhang, Lemma 2):

Gz,z(r):—’gz(1+24i Y dq”), G2,4(T):—712<1—|—8i y dq”>.

n=1 d|n,2fd n=1 d|n, 4d

Offensichtlich sind G, und G;4 linear unabhéngig.

Wie wir eben gesehen haben, ist Gon € M2(I5(2)) C My (Ip(4)); die Inklu-
sion gilt wegen I (4) C IH(2) und Goa € My (Ip(4)). Da dim My (Ip(4)) = 2 ist
(ohne Beweis!), bilden G, und G; 4 eine Basis von M;(I5(4)).

Nun kommen wir zum Vierquadrateproblem zuriick: Oben haben wir die
Potenzreihe ©(-, k) betrachtet, die durch die Darstellungszahl r(n, k) generiert
wurde. Speziell fiir ©(t,4) = Y 7(n,4)g" haben wir O(-,4) € My(IH(4))
gefunden, weshalb ©(-,4) eine Linearkombination von G, und G;4 sein mufi:

@(,4) = Ele/z + bG2,4, a,beC.
Vergleicht man die Reihen

O(r,4)=1+85+...,
—2Goa(T) =1+24g+...,
_%GZA(T) =1 +8q+ ey
so ergibt sicha = 0,b = —%, also: O(t,4) = —%GM.

Fiir die Anzahl der Moglichkeiten, eine natiirliche Zahl n > 1 als Summe
der Quadrate von 4 ganzen Zahlen darzustellen, folgt damit:

r(n4)=8 ) d

d|n, 4d

Etwa: n r(n,4)
181 = 8 11 | 8:(1+11) = 96
2| 8.(1+2) = 24 12 | 8-(14243+6) - 9%
3| 8-(1+3) - 32 13 | 8-(1+13) =112
4 8(1+2) - 24 14 | 8-(14247+14) =192
5| 8:(1+5) = 48 15 | 8:(1+3+5+15) =208
6 | 8-(1+2+3+6) = 9% 16 | 8-(1+2) = 24
7 | 8-(1+7) - 64 17 | 8-(1+17) - 144
8 | 8:(1+2) = 24 18 | 8:(14+2+3+6+9+18) = 312
9 | 8-(143+9) =102 19 | 8-(1+19) =160
10 | 8-(1+2+5) = 64 20 | 8-(1+2+5+10) =144




Anhang Anhang

Anhang

Lemma 1: Seienk, ki, k; € IN mit k = k; + ko. Dann gilt fiir die Darstellungszahl

r(nk) = Z r(ny, ki)r(na, ka,).

ni+nx=n

Beweis:
. k
r(n, k) :#{v €Z ‘ n=1y v;‘}
j=1

ky ko
:#{(v,w)ezklxzk2 nm=Yy 02, n= Zwlzg, n1+n2:n}
a=1

p=1

kq

k
= Z #{(v,w)GZklxzk2 no=Yy v, n2:ﬁi1w%}

ny+ny=n a=1
kl k2
= Z #{vGZkl = Zvi}-#{wezkz Ny = Zwé}
ni+ny=n a=1 p=1
= Y r(nyki)r(ng, k2). n

ni+ny=n

Lemma 2: Die Modulform Gy y mit Gon(T) = G2(7) — NG(NT) besitzt die
Fourierentwicklungen:

Gun() = (8L T av)
n=1 d|n, Nid

Beweis: Die Fourierentwicklung von G, lautet (#== vgl. Seite 5):

Ga(1) =2C —87r22 Y dg" mitf(2) = 15 T und g = ¥,
n=1 d|n

Damit ergibt sich fiir G, y folgende Fourierentwicklung;:

GQ,N<T) = Gz( ) — NGZ(NT)

=2(1-N ——87T (i Y.dq" _NE Equn>

n=1 d|n n=1 d|n
-2 (% as(L T - Ty oNdg))
n=1 d|n v=1,N|v Nd|v
:—7‘(2<31+8< qu” Z Z dq >
n=1 d|n v=1,N|v é|v,N|é
- (8L T oar) -
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