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1 Motivation

Sei P ∈ E(Fq) Es geht darum die Ordnung von P zu finden, d.h. die kleinste natürlichliche Zahl
n, so dass nP = ∞. Sei #E(Fq) = N . Durch Lagrange’s Theorem, wissen wir, dass NP = ∞. Ist
N unbekannt, wissen wir durch die Hasse Grenzen aber dennoch ein Interval in dem es liegt.

Theorem 1.1 (Hasse Schranke). [Washington] Sei E eine elliptische Kurve über einem endlichen
Körper Fq Dann erfüllt die Ordnung von E(Fp) die folgende Ungleichung:

|q + 1−#E(Fq)| ≤ 2
√

q.

Da die Ordnung des Punktes N teilen muss, können wir einfach alle möglichen N ausprobieren,
sie faktorisieren und dann alle N -Teiler durchprobieren. Dafür müssen wir 4

√
q Ns ausprobieren.

Das ist schon mal schneller, als O(q) Punkte auszuprobieren. Mit dem Baby Step, Giant Step
Algorithmus kann 4

√
q auf 4q

1
4 beschleunigt werden, indem wir mehr Speicher verwenden, d.h.

Speicher gegen Zeit tauschen (Time-Memory-Tradeoff).
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2 Der Algorithmus

Algorithmus 1 (Baby Step Giant Step).

def babystepg iants tep (P, q ) :
# 1 . Compute Q = (q+1)P
Q = (q+1) ∗ P

# 2 . Choos an i n t e g e r m with m > qˆ{1/4} . Compute and s t o r e the
# po in t s jP f o r j = 0 , 1 , 2 , . . . ,m
m = ZZ( f l o o r ( q∗∗RR(0 . 2 5 ) ) + 1)

l = [ j ∗P for j in range (m+1)]

# 3 . Compute the po in t s Q + k(2mP) f o r k = −m, −(m+1) , . . . , m
# un t i l the re i s a match Q + k(2mP) = +− jP with a po int or i t s
# negat ive on the l i s t
for k in range(−m,m+1):

W = Q + k∗(2∗m∗P)
i f W in l :

# 4a . Conclude that (q + 1 + 2mk − j )P = oo . Let M = q + 1 + 2mk − j
M = q + 1 + 2∗m∗k − l . index (W)
break

e l i f −W in l :
# 4b . Conclude that (q + 1 + 2mk + j )P = oo . Let M = q + 1 + 2mk + j
M = q + 1 + 2∗m∗k + l . index(−W)
break

while True :
N = M
# 5. Factor M. l e t p1 , . . . , pr be the d i s t i n c t prime f a c t o r s o f M
for p , n in f a c t o r (M) :

i f ( i n t (M/p) ∗ P) . i s z e r o ( ) :
# 6 . Compute (M/ pi )P f o r i = 1 . . . r . I f (M/ pi )P =
# oo f o r some i , r ep l a c e M with M/ pi and go back
# to step ( 5 ) .
M = M/p
break

i f N == M:
# I f (M/ pi )P != oo f o r a l l i then M
# i s the order o f the po int P.
return M

3 Korrektheit

Die Korrektheit hängt an zwei Fragen:

3.1 Warum ist ±W ∈ l?

Angenommen, wir finden W oder −W in l, dann ist klar, dass damit eine ganze Zahl i gefunden
wurde, so dass iP = ∞. Aber warum finden wir W oder −W in l?

Lemma 3.1. [Washington] Sei a eine ganze Zahl mit |a| ≤ 2m2. Es existieren ganze Zahlen a0

und a1, mit −m < a0 ≤ m und −m ≤ a1 ≤ m, so dass

a = a0 + 2ma1

Ein Beispiel: Sei m = 7, sei a = 22. |a| ≤ 98. Dann sind (a0, a1) z.B. (−6, 2), da gilt

22 = −6 + 2 · 2 · 7

sowie −7 < −6 ≤ 7 und −7 ≤ 2 ≤ 7.

Proof. Setze a0 ≡ a (mod 2m), mit −m < a0 ≤ m, und a1 = (a− a0)/2m. Dann gilt

|a1| ≤ (2m2 + m)/2m < m + 1.
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Sei nun a = a0 + 2ma1 wie im Lemma und setze k = −a1. Dann

Q + k(2mP ) = (q + 1− 2ma1)P = (q + 1− a + a0)P = NP + a0P = a0P = ±jP,

wobei j = |a0|. D.h. wir setzen a so, dass q + 1 + a = N und können sicher sein, in den erlaubten
Grenzen ein passendendes a0 zu finden. Also, finden wir W oder −W in l.

3.2 Warum erhalten wir die Ordnung von P?

Lemma 3.2. [Washington] Sei G eine additive Gruppe (mit 0) und g ∈ G. Sei Mg = 0 für eine
natürliche Zahl M . Seien p1, . . . , pr paarweise verschiedene Primteiler von M . Wenn (M/pi)g 6= 0
für alle i, dann ist M die Ordnung von g.

Proof. Sei k die Ordnung von g. Dann k | M . Sei k 6= M und pi eine Primzahl, welche M/k teilt.
Also gilt, dass pik | M und damit k | (M/pi). Folglich gilt, dass (Mi/pi)g = 0, was im Widerspruch
zur Annahme steht. Folglich ist k = M .

4 Beispiel

Sei E die elliptische Kurve y2 = x3 − 10x + 21 über F557. Sei P = (2, 3)

sage : k = GF(557)
sage : q = k . order ( )
sage : E = El l i p t i cCurve (k , [ −10 , 2 1 ] ) ; E
E l l i p t i c Curve de f ined by yˆ2 = xˆ3 + 547∗x + 21 over F in i t e F i e ld o f s i z e 557
sage : P = E( 2 , 3 ) ; P
(2 : 3 : 1)

Wir folgen der Vorschrift:

1. Q = 558P = (418, 33)

sage : Q = 558∗P; Q
(418 : 33 : 1)

2. Sei m = 5, was größer als 5571/4 ist. Die Liste jP ist

∞, (2, 3), (58, 164), (44, 294), (56, 339), (132, 364).

sage : m = 5 ;
sage : m > 557ˆ(0 .25 )
True
sage : l = [ j ∗P for j in range (m+1)] , l
[ ( 0 : 1 : 0 ) , (2 : 3 : 1 ) , (58 : 164 : 1) ,
(44 : 294 : 1 ) , (56 : 339 : 1 ) , (132 : 364 : 1 ) ]

3. Wenn k = 1, dann ergibt Q + k(2mP ) = (2, 3). Dieser Punkt ist auch in der Liste und das
passende j ist 1.

sage : k = 1
sage : W = Q + k∗(2∗m∗P) ; W
(2 : 3 : 1)
sage : j = l . index (W) ; j
1
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4. Es gilt: (q + 1 + 2mk − j)P = 567P = ∞. Strike!

sage : M = (q + 1 + 2∗m∗k −j ) ; M
567
sage : M∗P
(0 : 1 : 0)

5. Die Faktorisierung von M = 567 = 34 · 7 Berechne (567/3) ∗ P = 189P = ∞. Also ist 189
ein Kanditat für die Ordnung von P

sage : f a c t o r (M)
3ˆ4 ∗ 7
sage : 567/3
189
sage : i n t (567/3)∗P
(0 : 1 : 0)

6. Faktorisiere 189 = 33 · 7. Es gilt (189/3)P = (38, 535) 6= ∞ und (189/7)P = (136, 360) 6= ∞.
Also ist 189 die Ordnung von P .

sage : f a c t o r (189)
3ˆ3 ∗ 7
sage : i n t (189/3)∗P
(38 : 535 : 1)
sage : i n t (189/7)∗P
(136 : 360 : 1)

5 Wie schnell ist so etwas in aktuellen Computer Algebra
Systemen?

Modulo p

sage : p = next pr ime (7ˆ25 ) ; p
1341068619663964900867
sage : k = GF(p)
sage : E = El l i p t i cCurve (k , [ 2 , 4 ] ) ; E
E l l i p t i c Curve de f ined by yˆ2 = xˆ3 + 2∗x + 4 over \
F in i t e F i e ld o f s i z e 1341068619663964900867
sage : P = E(475114122177702277610 , 792806591338212062383)

• SAGE 2.6.1[Sage]/Pari 2.3.1[Pari]

sage : time P. order ( ) # PARI i s c a l l e d in the background
CPU times : user 0 .01 s , sys : 0 .01 s , t o t a l : 0 .02 s
Wall time : 0 .66
670534309818692356829

• MAGMA 2.13-5[Magma]

sage : PM = P. magma ( )
sage : t = magma . cputime ( )
sage : PM. Order ( )
670534309818692356829
sage : print magma . cputime ( t )
0 .31
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Endliche Erweiterungskörper

sage : k.<a> = GF(7ˆ10)
sage : E = El l i p t i cCurve (k , [ 2 , 4 ] ) ; E
E l l i p t i c Curve de f ined by yˆ2 = xˆ3 + 2∗x + 4 over F in i t e F i e ld in a o f s i z e 7ˆ10
sage : P = E(3∗aˆ9+aˆ8+4∗aˆ7+5∗aˆ6+2∗aˆ5+aˆ4+6∗aˆ3+2∗a+5 , \

2∗aˆ9+2∗aˆ8+2∗aˆ6+3∗aˆ5+aˆ4+4∗aˆ3+5∗a+1)
sage : P
(3∗aˆ9 + aˆ8 + 4∗aˆ7 + 5∗aˆ6 + 2∗aˆ5 + aˆ4 + 6∗aˆ3 + 2∗a + 5 : \
2∗aˆ9 + 2∗aˆ8 + 2∗aˆ6 + 3∗aˆ5 + aˆ4 + 4∗aˆ3 + 5∗a + 1 : \
1)

• Die naive Implementation

sage : time babystepg iants tep (P)
4279550
CPU time : 5 .58 s , Wall time : 5 .74 s

• Ein paar Optimierungen

sage : time P. order ( )
4279550
CPU time : 0 .83 s , Wall time : 0 .86 s

• MAGMA

sage : PM = P. magma ( )
sage : t = magma . cputime ( )
sage : print PM. Order ( )
sage : print magma . cputime ( t )
4279550
0 .01
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