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1 Einleitung

Im Folgenden soll eine Aussage iiber die Dichte quadratfreier Werte eines
Polynoms betrachtet werden. Dabei heifst ein Wert quadratfrei, wenn jeder
Primteiler nur von erster Ordnung ist. Man betrachtet nun ein Polynom mit
ganzzahligen Koeffizienten f € Z[z] und wertet dieses an den natiirlichen
Zahlen aus. Es ist einsichtig, dass keiner dieser Werte quadratfrei ist, wenn
f einen doppelten Linearfaktor oder einen konstanten quadratischen Teiler
besitzt. Es zeigt sich, dass aus der abc-Vermutung folgt, dass die Dichte der
quadratfreien Werte unter den Funktionswerten von f in natiirlichen Zahlen
positiv ist, wenn man die erwdhnten Sonderfille ausschliefst.

2 Theorem von Granville

Es soll folgendes Theorem bewiesen werden:

Theorem 1 (Theorem von Granville)
Sei f € Z|x] quadratfrei vom Grad d so, dass die Werte von f keinen fixierten
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quadratischen Teiler besitzen, d.h. es gibt kein k € Z mit Yn € Z : k|f(n).
Falls die abc-Vermutung giiltig ist, gilt dann:

{0 < n < ylf(n)quadratfreit| ~ c(f) -y

fir ein c¢(f) > 0 konstant.

3 Bereits bekannte Satze

In diesem Abschnitt sollen noch einmal einige bereits bekannte Sitze und
Definitionen aufgefiihrt werden, die fiir den Beweis benétigt werden. Die
Beweise dazu finden sich in den angegebenen Quellen und werden hier nicht
dargestellt.

Definition 1
Sei f € Z ein Polynom und p prim. Dann wird w(p) definiert als

w(p) = [{0<n <p’|f(n) =0 mod p*}|

Satz 1
Sei f € Z[z] quadratfrei. Dann gilt fir p prim mit p fA(f), wobei A(f) die
Diskriminante von f sei, die Ungleichung:

w(p) < grad(f)
Beweis. siehe [I] O

Satz 2
Sei € > 0 beliebig und f € Z[z] quadratfrei vom Grad d. Dann folgt aus der
abe-Vermutung, dass fir alle n € Z mit f(n) # 0 gilt:

rad(f(n)) > |n|*'7¢

Beweis. siehe [2] O

4 Vorbereitungen

Als Vorbereitung sollen noch einige Lemmata bewiesen werden, die im Be-
weis Verwendung finden. Um die Darstellung zu vereinfachen, soll in allen
folgenden Abschnitten p generell eine Primzahl sein.



Lemma 1
Sei f € Z|x]. Dann gilt fir alle t,k € Z:

f(t+kp*) = f(t) mod p?

Beweis. Es geniigt, die Aussage fiir die Monome zu zeigen. Dabei gilt aber:

(t+kp)" =) (7;) I I

=0
={" mod p?
(da jeder Summand mit j # 0 ein Vierlfaches von p? ist) O
Lemma 2
Definiere:

M, = H P

p<vlogy
Dann gilt fir alle y € N und t € Z:

{t <n<M,+tVp<logy: f(n)#£0 modp’}= [] @ —w)
p<Vlogy

Beweis. Es gilt fiir alle p < y/logy:
f(n)=0 modp* < f(n+M,) =0 mod p*

Also ist die Machtigkeit der gegebenen Menge fiir alle ¢ gleich und es geniigt,
die Aussage des Lemmas fiir ¢ = 0 zu zeigen.
Fiir festes p gibt es genau p? — w(p) Werte 0 < n < p? mit f(n) Z 0 mod p?.

Seien diese Werte c(lp); o C;()I;)—w(p)' Dann gilt fiir 0 <n < M,:

)

f(n) 20 mod p* +—= Elj:nzcy) mod p?

Wihlt man nun fiir jedes p < /logy einen Index j, mit 1 < j, < p* — w(p)
aus, so ergibt die Forderung Vp < v/logy : f(n) Z 0 mod p? ein System:

Vp < +/logy : nzcg) mod p?

Fiir jede mogliche Wahl der Indizies j, entsteht ein solches System, dessen Lo-
sungen der Forderung Vp < v/logy : f(n) # 0 mod p* geniigen. Umgekehrt
ist jede mogliche Losung dieser Forderung durch genau ein solches System



gegeben. Nach dem chinesischen Restesatz gibt es fiir ein solches System eine
eindeutige Losung n mit 0 < n < M,. Da es insgesamt genau

I » -
p<+logy

Moglichkeiten gibt, ein solches System aufzustellen, gibt es ebensoviele Moglichkeit-
en, ein n mit 0 < n < M, zu finden, das

¥p < V/logy : f(n) 0 mod p?

erfiillt.
[l

Lemma 3
Sei f € Z[x] ohne fizierten quadratischen Teiler und vom Grad d. Definiere
dann

und
co(f) =11 e
Dann gilt ¢(f) > 0.

Beweis. Zuerst gilt ¢,(f) # 0, denn wire ¢,(f) = 0, so wére nach Definition
w(p) = p*. Nach Definition von w(p) wire dann

VO<t<p?: f(t)=0 mod p?
und damit wegen Lemma (1] auch
VteZ: f(t)=0 mod p?

Damit héitte aber f einen fixierten quadratischen Teiler.
Wihle s € N so, dass s > max{Af;d} gilt. Sei p > s prim. Dann gilt in
jedem Fall p > Af, also p JAf. Also gilt nach Satz [l[]w(p) < d. Es gilt, dass:

absolut konvergent ist (durch Vergleich mit der Zeta-Funktion ¢(2)). Damit
ist aber



konvergent, somit gilt auch:

Damit kann man abschitzen:

c(f) =] e(f)

p>s

da der erste Faktor als endliches Produkt echt positiver Faktoren und der

zweite, wie oben gezeigt, echt positiv ist. O
Lemma 4
Es gilt:
1.
M, = o(y)

2. Sei f € Zlx| quadratfrei und ohne fizierten quadratischen Teiler mit
deg(f) = d. Dann gilt:

Y wlp) = O(—2=)

Py
3. ] ]
> 5 =0()
oy P Y
Beweis. 1. Sei m(x) die Anzahl der Primzahlen, die kleiner oder gleich x

sind. Dann erhalt man mit dem Primzahlsatz:

m(x)

T

~ log x



Damit erhalt man dann:

> logp < m(+/logy)log(v/logy)

p<+/logy
Vlogy
log(+y/log y)
log(v/log y)
= /logy
Damit folgt:
M, = H P

p<+logy

—exp( Y logp?)
p<+logy
=exp(2 ) logp)
p<Vlogy

= exp(O(+/logy)) (wie oben gezeigt)

und somit:

M, exp(O(ylogy))

Y Y

= exp(O(y/logy) — logy)

— 0

fiir y — oo, da logy schneller wichst als jeder O(y/logy)-Term. Also
ist:

My = o(y)
. Es gilt:
Z w(p) < Z d (Nach Satz
Py Py
= dm(y)
< Y (Primzahlsatz)
logy
Y
<d-
Vlogy
und folglich
Y
> () = 0(—L)
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3. Weiter ist:

Also:

O

Damit kann nun der Beweis fiir das Theorem von Granville gefiihrt werden.

5 Beweis des Theorems von Granville

Beweis. Wird die Konstante c¢(f) genauso definiert wie in Lemma |3) dann
ist dort bereits gezeigt worden, dass ¢(f) > 0 gilt. Es bleibt also Folgendes
7u zeigen:

{0 < n <y|f(n) teilerfrei} ~ c(f)y

Der Ansatz des Beweises ist es nun, Funktionswerte von f zu betrachten,
die zumindest keinen quadratischen Primteiler haben, der kleiner als eine
bestimmte Grenze ist, und dann diese Grenze in mehreren Schritten bis un-
endlich auszudehnen. Zu diesem Zweck wird zunéchst folgende Menge betra-
chtet:
{0<n<ylvp<logy: f(n) #0 mod p’}

Um die Méchtigkeit der Menge abzuschétzen, wende man Lemma[2|an. Dieses
Lemma gibt Auskunft dariiber, wie viele von M, aufeinanderfolgenden natiir-
lichen Zahlen n die Bedingung

Vp < /logy : f(n) 20 mod p?

erfiillen. Also unterteilt man die Zahlen von 0 bis y in Abschnitte der Lange
M,. Dabei erhdlt man genau LMiyJ ganze Abschnitte, die nach Lemma

jeweils [ (p* —w(p)) Losungen fiir die Bedingung
p<vlogy

Vp < /logy : f(n) #0 mod p?
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enthalten. Der verbleibende Rest an Zahlen, der keinen ganzen Abschnitt der
Lange M, mehr bilden konnte, ist auf jeden Fall ein O(M,)-Term. Also kann
man folgendermafen rechnen:

{0 <n <y|¥p < logy: f(n) #0 mod p*}
=l T @ —w)+ o)

Y p<viogy
:LMiJMy H (1-— w(g)) + O(M,) (nach Definition von M,)
Y p<viogy
—-1) I[ 0-“2) 4 o0 (it 1 € [051)
p<Vlogy
(es gilt tM, H (1— %) = O(M,))
p<Vlogy
v TI a-=22+o0s)
p<Vlogy
=y H (1— w(];)) + o(y) (nach Lemma [4] Aussage 1)
p<Vlogy
~c(f)y

Damit wurde gezeigt, dass diese Menge bereits die vom Theorem von Granville
postulierte Dichte besitzt. Es geniigt also, nun noch zu zeigen, dass die ,,Stor-
menge”* {0 < n < y|f(n) =0 mod p? fiir ein p > /logy} die asymptotische
Dichte Null besitzt. Dafiir wird diese Menge noch einmal in zwei Teilmengen
zerschnitten. Zuerst betrachtet man die Menge:

{0<n<yFp:Vlogy <p<y; f(n) =0 mod p}

Diese Menge soll nun nach oben abgeschétzt werden, um zu zeigen, dass sie
asymptotisch Dichte Null besitzt. Fiir jede einzelne Primzahl p kann man
dafiir die natiirlichen Zahlen in Abschnitte der Linge p? einteilen. Dann
enthilt jeder Abschnitt nach Definition genau w(p) Elemente die kongruent
zu Null modulo p? sind. Das ergibt, wenn man die Anzahl der Abschnitte



nach oben abschétzt:

{o<n<ylFp: gy <p<y;f(n)=0 mod p’}|
< Y wllg]

Viog y<p<y
Yy
< > wp)l 5]+ > wlp)
Viogy<p<y Vlogy<p<y
Yy
< DY w5+ wp)
Viog y<p p p<y

<y Y w(f)JrZw(p)

Viegy<p p p<y

1
<Ly Z ] + Zw(p) (nach Satz

Viegy<p p<y

) )
=0 +0 nach Lemma (4] Aussage 2 und 3
Y
=0
(\/logy>
=o(y)

Damit hat die Menge asymptotische Dichte Null und man hat insgesamt:

{0<n<y|f(n)#£0 modp® Vp<y}~c(f)y

Bisher wurde die abc-Vermutung noch nicht verwendet, die obige Gleichung
gilt somit ganz allgemein. Um diese jedoch nun noch zum Theorem von
Granville zu verallgemeinern, benttigt man Satz [2) der wiederum die abc-
Vermutung voraussetzt. Sei dafiir d der Grad des betrachteten Polynoms f
und seien xq, s, ..., x, die Nullstellen von f. Wiahle dann m € N so, dass

m > diam{xy, o ..., x4} ist. Sei € > 0 beliebig mit € < 1. Wahle dann [ € N

so, dass 14%1 < € ist. Definiere dann fiir 0 < ¢ < m:

gi(x) = flz+i)fx+m+i)f(z+2m+i)-...- f(x+Im+1)

Dabei taucht jeder Funktionswert f(x), f(z + 1), f(x +2),..., f(x + ({+ 1)m — 1)
genau ein Mal als Faktor in einem der g; auf. Ziel soll es nun sein, den Satz
auf die Polynome g; anzuwenden. Dafiir miissen die Voraussetzungen des
Satzes iiberpriift werden. Das Polynom f hat keine mehrfache Nullstelle, also
haben auch alle einzelnen Faktoren von g¢; keine mehrfachen Nullstellen. Die
einzige verbleibende Moglichkeit wére, dass zwei Faktoren eine gemeinsame



Nullstelle hdatten. Angenommen, dies wire der Fall und es gébe ein z* mit
fl@*+rm+i) = f(z*+r'm+1i) =0 und r # ', also 0.E. r > /. Dann sind
aber * + rm + i und z* + r'm + i Nullstellen von f. Wegen

*+rm+i— (2 +r'm+i)=(r—1r")m

>m
> diam{xy, Ta, ..., x4}
ist dies ein Widerspruch, da z1, xo, ..., x4 bereits alle Nullstellen von f sind.

Also haben je zwei Faktoren von g; keine gemeinsame Nullstelle und g; hat
nur einfache Nullstellen. Damit ist Satz[2]anwendbar und es gilt fiir alle n € Z
mit g;(n) # 0:

[n| D < rad(gi(n))

Sei n € Z mit g;(n) # 0. Dann gibt es Zahlen u(n),v(n) € N so dass u(n)
quadratfrei ist und g;(n) = +u(n)(v(n))?. Dann ist rad(g;(n)) < u(n)v(n),

also:
|n|(l+1)d—1—e < u(n)v<n)

Weiter ist mit dem fiihrenden Koeffizienten a; von f das asymptotische
Wachstum |g;(n)| = u(n)(v(n))? ~ |ag| Y |n|*D4, Damit folgt:

u(n)(o())?
o) = = o)
u(n) (v(n))?
|| FDd—1—¢
1+1)d

<

¢
< |n|(Dd—1—

= [n|"*

Angenommen, es giibe Primzahlen p, q > y > n mit p*|g;(n) und ¢*|g;(n).

= plv(n) A glv(n) (da u(n) quadratfrei)
= pgqlv(n)

= pg < v(n) < |nf'*

= [n]* < pg < Cln|'*

= |n| < Clnl*

fiir ein C' > 0. Da e < 1 gewéhlt wurde, ist dies fiir groke n (n > n;) ein Wider-
spruch. Fiir n > n; gilt also, dass es hochstens ein p > y gibt, so dass p?|g:(n).
Damit wird auch héchstens einer der Faktoren f(n + 1), f(n +m +14),..., f(n +Im + 1)
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von einem p? mit p > y geteilt. Da dies fiir alle g;(n) gilt, kénnen von den
Faktoren f(n), f(n+1),f(n+2),...,f(n+ (I4+ 1)m — 1) hochstens m von
einem p? mit p > y geteilt werden. Dies ermoglicht erneut eine Unterteilung
der natiirlichen Zahlen in Abschnitte der Lange (I+1)m, in denen nur jeweils
m Zahlen einen quadratischen Primteiler grofer als y besitzen. Dafiir muss
jedoch darauf geachtet werden, dass sowohl fiir alle ¢ die Bedingung n > n;
als auch die Bedingung g;(n) # 0 eingehalten wird. Das ist jedoch sicher der
Fall, wenn man n > N mit N := maz{ng,ny,...,Mm_1, 21|, |22, ..., |za|}
wahlt. Es sollen also alle natiirlichen Zahlen grofer als N in Abschnitte der
Lénge (I + 1)m unterteilt werden. Dies ergibt die Abschitzung:

1
limsup ~[{0 <n <y[Fp>y: f(n) =0 mod p’}|
y

Yy—00

) 1 Y
<lim sup — — | m+ N
N yﬂoop Y ([(l + 1)m-‘ )

1 y
<limsup — ——+1)m+N
=y (((Hnm ) )

1
=lim sup — (%—I—m%—]\f)

y—oo Y l 1

. ( 1 +m+N)

=lim su

B 1

l+1

<€
Damit ist:

{0<n<y[Fp>y:f(n)=0 modp’}| = o(y)
und

{0 < n <y|f(n) ist quadratfrei}|
={0<n<ylp<y:f(n)#0 modp’} —o(y)
~c(f)y

Damit ist die Aussage des Theorems von Granville bewiesen.
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