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Vorbereitungen zur algorithmischen Bestimmung der Hironaka
Zerlegung

Algorithmus 1 Seien fi,..., fm, f € C[X] und I = (f1,..., fm) ein Ideal.
Frage: Liegt f in /17

Losung: Berechne eine reduzierte Grobnerbasis G von (f1,..., fm, 1=Y f), wobei Y eine
neue Variable ist. Dann gilt: f € VI <= 1€ G

Der Beweis benotigt folgendes Lemma:

Lemma 1 Seik ein Korper, I = (f1,..., fm) C k[X1,...,X,] ein Ideal, f € k[X1,...,X,].
Dann gilt:

fevie=i1el={fi,....fm,1 =Y f) Ck[X1,...,XpnY]
Beweis:

77:>”: _
feVl = JmelcClfireinmeN
auBerdem gilt: (1—-Y f) el

L=Y"fm" 4 (1-Y™fm) =Y™ fm" 4+ (1-Yf)-(A4+Yf+.. . +ymigmnl
~N =

el el
Also: 1€ T
Erinnerung: (X™ —1) = (X — 1)(X™ 1 +...+1)
="
Lel — 1= | > piXe o, X Vi + (X0, X, YY1 = V)

i=1
mit p1,...,ps,q € C[X1,..., X, Y]



Es gilt: C[Xq,...,X,, Y] =C[Xy,...,X,][Y] C C(Xy,...,Xn)[Y]
Ersetze Y durch % in C(X1,...,Xn)
S
= 1= zpi(le---,Xna%)
i=1
Die Summanden sind rationale Funktionen mit Potenzen von f im Nenner. Mul-
tipliziere beide Seiten mit f™, so dal von allen Termen der Nenner verschwindet:

= fm =Y A;f; € I mit A; € C[X]
i=1
Also: feI

Sei G = {g1 ...g:} reduzierte Grobnerbasis von I. Zu zeigen: 1 € I < 1€ G

="
lel = 1€ (LT()) = (LT(g1)...LT(g;)) Monomialideal
1 ist Monom vom Multigrad 0, also gilt:
LT(g;) | 1fureinie {1...t} = LT(g;) ist konstant fiir ein ¢ € {1...t}
Da es sich um eine reduzierte Grobnerbasis handelt, gilt LT (g;) = 1. Da 1 Multi-
grad 0 hat und damit das kleinste Element in der Monomialordnung ist, hat g;
keine weiteren Monome. Also gilt g; = 1 und damit auch 1 € G.

y — i _
trivial, denn (G) =1

O
Algorithmus 2 Seien fi,..., fi, € C[X] nicht-konstante homogene Polynome.
Frage: Euxistiert a € C™ mit a # 0, so daf$ fi(a) =...= fn(a) =07
Bemerkung: Es existiert ganau dann eine Losung # 0, wenn /T # (X1,...,Xn).
Losung: Berechne eine reduzierte Grébnerbasis G des Ideals I = (f1,..., fm) beziglich

lex oder reviex. Es gilt: VI = (X1,...,X,) <> fir jedesi € {1...n} gehort ein
Monom der Form X" mit j; € N zu LT(G).

Der Einfachheit wegen habe ich die Koeffizienten vor den Monomen weggelassen. Beweis:
y =
Sei G ={g1...9:} reduzierte Grobnerbasis von 1.
VI=(X1,...,X,) = Yie{l..n} FieN: X} eI

— Vi: X7 e (LT)) = (LT(g1) ... LT(g;)) Monomialideal
— Vie{l...n} 3k € {1...s}: LT(gy,) | X7"

= Vie{l...n} 3j, e N: LT (g,) = X" € LT(G)

Fiir die umgekehrte Implikation wird ein Lemma benétigt:



Lemma 2 Die reduzierte Grobnerbasis eines homogenen Ideals besteht aus homo-
genen Polynomen.

Zu zeigen:

1. Seien f und g homogene Polynome. Dann ist das S-Polynom S(f, g) homogen.

2. Man verwende den Divisionsalgorithmus, um ein homogenes Polynom f durch
homogene Polynome fi,..., fs zu dividieren. Dann ist der Divisionsrest r
homogen.

3. Ein homogenes Ideal hat eine homogene Grobnerbasis.

4. Die Behauptung

Zu 1. X 7
SE9 =iy T Iy

wobei z7 das kleinste gemeinsame Vielfache von LT(f) und LT(g) ist. Sei

n

f=>aX%und g= 3 b;X%. BEs gilt LT(f) = a; X fiir ein t € {1...n}

9

=1 7=1
und LT(g) = bsX? fiir ein s € {1...m}. Da f und g homogen sind, gilt
deg(a1 X*1) = ... = deg(a, X*) und deg(b; X?) = ... = deg(b,, X ™).
Also:

X Xy b; X5
. . v . . J

n m
S0 e 355,50 xs
=1 7=1

bj

mitng—i undgj:—b
S

Fiir den Grad der einzelnen Monome von S(f, g) gilt:

v
deg ~a XY = deg X" —deg X + deg X = deg X"
0
X7 ,
degﬁ-XﬁJ = deg X7

mit i € {1...n}und j € {1...m}

Da S(f,g) eine Summe von Monomen vom Grad deg X" ist, ist S(f,g) ein
homogenes Polynom.



Zu 2. i

Wir erhalten die Darstellung f = > a;f; + r durch folgenden Algorithmus:
i=1

p:=f
a1 :=0,...,as=0,7:=0
Solange LT (p) von LT(f;) geteilt wird fir ein i € {1...s}:

a; := ai + LT(p)/LT(fi) wnd p := p — (LT(p)/LT(fi))f:
Falls LT (p) nicht durch LT'(f;) teilbar ist fiir ein i € {1...s}:
p:=p— LT (p) und r :=r + LT (p)

Falls p = 0 exit, sonst nochmal.

In der vorletzten Zeile des obigen Algorithmus werden p und r verdndert.
Der Anfangswert von p ist ein homogenes Polynom, welches in jedem Schritt
homogen bleibt und seinen Grad behélt, da LT (p) denselben Grad wie p hat.
r hat den Anfangswert 0 und mit jedem Schritt wird zu r ein Monom addiert,
welches denselben Grad wie p hat. Deshalb bleibt 7 in jedem Schritt homogen.

Zu 3.
In dem Buchberger Algorithmus wird ein Erzeugendensystem (EZS) eines
Ideals durch geeignete Elemente zu einer Grobnerbasis ergénzt. Ein homo-
genes Ideal besitzt ein homogenes EZS. In jedem Schritt des Buchberger
Algorithmus wird das S-Polynom von zwei Elementen des EZS gebildet und
anschliefend mit Rest durch das EZS dividiert. Dieser Rest wird zum EZS
hinzugefiigt. In 1. und 2. haben wir gesehen, dafl diese Schritte homogene
Polynome ergeben. Also bleibt das EZS in jedem Schritt homogen.

Zu 4.
Beim Reduzieren einer Grobnerbasis werden Elemente aus dem EZS entfernt,
oder es werden Elemente vom EZS durch andere Elemente vom EZS dividiert
und hinzugefiigt, wobei die Grébnerbasis homogen bleibt.

Zuriick zum vorherigen Beweis. '

ohne Einschrinkung gelte X1 < X5 < ... < X,,. Weiterhin gelte X}’ € LT(G) fur
alle i € {1...n}. Behauptung: Vi € {1...n}: X; € VI

Beweis durch Induktion nach ¢:

1=1:
Sei g € G mit LT (g) = XJ'. Alle weiteren Terme von g haben eine kleinere
Monomialordnung als X7'. Wegen der verwendeten Ordnung kédmen nur
Monome der Form Xf mit 0 < k < j; in Frage. Also gilt g = X{'eGcCIcC

VI



1> 1:

Gelte X1,...,X;_1 € VI. Seig € G mit LT(g) = XZI Alle weiteren Monome
von g haben die Form Xiki -Xffll -...-Xfl mit k1 +...+k; = j; und k; < j;,
da g ein homogenes Polynom ist und sz das groite Monom. Da k; < j;, gilt
k> 1fiireint € {1...i—1}, also liegt jedes Monom dieser Form in +/T nach
Induktionsvoraussetzung. Daher 148t sich g darstellen als g = Xfl + 7 mit
r e VI. Wegen I C /T gilt g € VI, und damit liegt XZJZ in /I. Daraus folgt
X; € \/j

Also gilt: (Xy,...,X,) ¢ VI. VI # (1), da fi,..., fn nicht-konstante Polynome
sind. Also: (X1,...,X,) =1

O

Algorithmus 3 Sei F :={fi,..., fm} C C[X] Teilmenge

Frage: Ist I algebraisch abhingig ¢ Wenn ja, gib ein Polynom P # 0 inm Verdnderlichen
an, so dafy P(fi,..., fm) =0 in C[X].

Losung: Fihre m neue Variablen ein, die neuen Variablen sind Y = (Y1...Y,,), und
berechne eine Gréobnerbasis G von ((fi —Y1)...(fm — Ym)) beziglich lex induziert
durch X1 > ... > X, > Y1 > ... >Y,. Sei G := GNC[Y] die Menge der
Polynome in G, die nicht von X1,..., X, abhingen. F ist genau dann algebraisch
unabhdngig , wenn G’ = 0.

Insbesondere: P € G' = P(f1,...,fm) =0 in C[X].

Der Beweis benétigt folgendes Lemma:

Lemma 3 Seien fi1,...,fm € CIX], I = {(fi = Y1)...(fm — Ym)) C C[X,Y]. Sei

P e CIX,Y]. Dann gilt:
PE[<:>P(Xl,...,Xn,fl(Xl,...,Xn),...,fm(Xl,...,Xn)) =0

Um die Lesbarkeit zu verbessern, ersetze ich f;(X1,...,X,) durch f;.
Folgerung aus Lemma 3: Fir P € C[Y] gilt P € I <= P(f1,...,fm) =0
Insbesondere gilt P € G’ =GNCY|CINCY]| = P(f1,---,fm) =0

Beweis:

”.
gy — -
trivial

bR ; ”:
Gelte P(X1,...,Xn, f1,-., fm) =0.
Beweis durch Induktion nach m:

0
(X1,...,X,) =0 = P=0= Pel



m > 0:

Sei die Behauptung fiir Polynome aus C[X,Y7...Y,,—

1] bewiesen.

Da C[X.,Y:...Y,] ¥ C[X,Y;...Y,—1][Y;n], hat P folgende Darstellung:

P= Zau X1, X Y1 Y)Y

wobei a, € C[X,Y;... Y| fir p=0...N.

Y= (= fo) + S i()y—fm)’“-ﬁék

=0

Also:

P = ZZCL# X,...,. X, .. le)f#;k(:>(ym_fm)k

,u,OkO

- Zb Xty X Vi Y)YV = fon)

Jedes Glied dieser Summe liegt in I, denn

fiir 4 = 0:
P(X1,....Xn, f1,---, fm) =0

— b()(Xl,... ,Xn,fl ...fmfl) = 0, denn (fz — fl)ll =0 fur 7] >1

— b() S <(f1 — }/1) - (fm—l — Ym_1)> clr

(nach Induktionsvoraussetzung)
fiir g > 0:

(fm =Yt el da (fim —Yy) el
Also gilt: P e 1.

Zuriick zum vorherigen Beweis.
Daher reicht es zu zeigen: INC[Y] = {0} <= GNC[Y]| =10

79 z ”:
trivial, denn G C T und 0 € G

="
GNClY]=0

el

INC[Y] ={0}

Jedes g € G hingt von X,..., X, ab.
ein Monom, welches fiir ein i € {1..
von X; enthélt, ist kleinster Term in LT(G).

Jedes m € LT(I) enthélt einen Term aus {X7,..., X, }.

.n} eine Potenz



F algebraisch abhiingig <= I N C[Y] # {0} <= GNC[Y] # 0

Die erste Aquivalenz folgt aus Lemma 3 und die zweite Aquivalenz haben wir soeben
bewiesen.

O
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