Der Algorithmus zur Hironaka-Zerlegung*

nach B.Sturmfels

VON INGOLF SCHAFER
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1 Einleitung

In diesem Vortrag soll es um den Algorithmus zur Bestimmung der Hironaka-Zerlegung gehen,
wie er in [Stu93] beschrieben wird. Dabei geht es um das folgende Problem: Eine endliche
Untergruppe I' < GL,,(C) operiert in natiirlicher Weise auf den Polynomen in n Verinderlichen
mit komplexen Koeffizienten. Von Interesse ist nun der Invariantenring C[Xi, ..., X,]U der
Gruppe, d.h. die Menge aller Polynome, die unter der I'-Wirkung fix bleiben.

Ein klassisches Resultat ist nun, dass diese Fixpunktmenge einen Ring bildet, der ein Cohen-
Macaulay-Ring ist - man vergleiche die vorherigen Vortridge. Dort wurde ebenfalls bewiesen,
dass es in diesem Fall eine sogenannte Hironaka-Zerlegung gibt, d.h. es existieren 6., ..., 8, €
C[X1, ..., X,,]', die homogen sind, so dass C[X1, ..., X,,]' ein endlich erzeugter, freier C[6;, ...,6,]-
Modul ist. Diese 6; heiffen dann auch die primiren Invarianten. Eine entsprechende Basis
(11, ---, ¢y aus homogenen Elementen heift dann ein System von sekundéren Invarianten zu
den ;. Wir erhalten also die Hironaka-Zerlegung:

t
CIX1, ., X" =D ni- Clh, ., ).
i=1

Zur Warnung sei noch gesagt, dass eine solche Hironaka-Zerlegung iiberhaupt nicht eindeutig
ist.

x. Dieses Dokument wurde mit dem Textverarbeitungsprogramm GNU TgXpyacs erstellt. (siehe www.tex-
macs.org
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In den vorherigen Vortriagen wurde zwar der grundsitzliche Aufbau des Algorithmus bereits
beschrieben, aber wir beginnen dennoch mit einer Wiederholung dieses Aufbaus. Im Anschluss
daran wird noch eine minimale Verbesserung des Algorithmus beschrieben. Dabei soll der Algo-
rithmus sowohl in normalen Worten als auch in Pseudocode beschrieben werden.

Schliefilich wird noch ein weiterer Algorithmus vorgestellt, um die priméren Invarianten aus-
zurechnen, der keine probabilistische Komponente hat. Die hier gezeigten Algorithmen sind
allerdings nicht diejenigen, die auch im richtigen Leben eingesetzt werden. Dazu sind die opti-
mierten Algorithmen wie z.B. bei [Kem99] besser geeignet. Wir werden zum Beispiel die Mog-
lichkeiten nicht nutzen, die eine vorherige Berechnung der Molien-Darstellung der Hilbertreihe
bote.

2 Der Algorithmus

Der Algorithmus besteht aus zwei Stufen. Zuerst werden die priméren Invarianten bestimmt,
dann die sekundiren Invarianten. Tatsdchlich ist diese erste Stufe des Algorithmus, wie sie in
Sturmfels beschrieben wird, jedoch nur probabilistisch.

Wir gehen von einer Monomialordnung, die die partielle Ordnung nach dem Multigrad verfei-
nert, aus und zdhlen die Monome ab: m; < ms < m3 < ... . Von der endlichen Gruppe brauchen
wir erstmal nur den sogenannten Reynolds-Operator *, d.h. zu f € C[X;, ..., X,,] bilden wir f*=
Yover foo.

Der Algorithmus sieht nun so aus:

Wir gehen die Abzdhlung der Monome m,; solange einzeln durch, bis das von den m}
erzeugte Ideal als Radikal das irrelevante Ideal hat. Sinnvoller Weise iiberpriifen wir in jedem
Schritt zuerst, ob ein mj bereits zum Ideal der vorherigen m; gehort, in diesem Fall nehmen wir
gleich das néchste m:‘_H. Dieses Verfahren terminiert und gibt ein System von m], deren
erzeugter Unterring n algebraisch unabhingige, homogene Elemente enthélt. Dies sind die
priméren Invarianten.

Nun miissen die sekundéren Invarianten bestimmt werden. Wir setzen zunéchst eine Grad-
schranke g = — n + 27‘,:1....777, deg 6; und gehen nun wieder von Anfang an die Monome m,; bis
zum ersten Monom m; dufch, dessen Grad grofer als die Gradschranke g ist. Nehmen wir nun
alle abhéngigen Elemente aus {1,m, ..., m;_1} heraus, dann ist der Rest ein System von Sekun-
dérinvarianten.

Zur Verdeutlichung derselbe Algorithmus nochmal im Pseudocode, wobei die Querverweise
auf die Unterroutinen aus Sturmfels in den Kommentaren stehen.

t:INTEGER; bound:INTEGER; P:Set; S:Set;

t:=0; P:=g;

REPEAT
REPEAT
t:i=t+1;
UNTIL Reynolds (m[t]) NOT IN Radical (<P>) (* Check with Subroutine 2.5.1 x*)
P:=PU{Reynolds (m[t])},
UNTIL Radical (<P>)=M; (* Check with Subroutine 2.5.2 x*)

IF NOT Cardinality (P)=n THEN

P:=Subroutine2.5.10(P);

(* Modify to algebraically independent set of invariants *)?!
END;

(x P contains primary invariants now *)

1. Wie die Bezeichnung Modify schon vermuten l&sst, ist diese Unterroutine nur probabilistisch, wie
im letzten Vortrag erdrtet wurde.
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S:={1};
t:=0;
bound:=-n;

FOREACH p IN P DO
bound := bound + Degree (p);
END;

REPEAT
t:=t+1;
IF Reynolds(m[t]) NOT IN C[P]_Span(S) THEN (% Check with Subroutine 2.5.6 *)
S:=sU{m[t]};
END;
UNTIL Degree(Reynolds (m[t]))>bound.

(* now P are the primary, S are the secondary invariants)

Im vorherigen Vortrag wurde bereits gezeigt, dass der erste Teil des Algorithmus funktio-
niert. Es soll jetzt noch gezeigt werden, dass der zweite Teil, also die Bestimmung der sekun-
déren Invarianten funktioniert. Das leistet das folgende Lemma.

Lemma 1. (Sturmfels Lemma 2.5.11)

Sei P = (64, ..., 0,) ein System von primdaren Invarianten, wie in der Hironaka-Zerlegung
oben. Dann ex. ein endliches System S von sekunddren Invarianten, deren Grad durch — n +
Z?Zl grad(6;) beschrinkt ist, so dass P und S die Hironaka-Zerlegung liefern.

Beweis. Setze d; = grad §,. Nach dem Satz iiber die Grade der sekundéren Invarianten (Sturm-
fels Proposition 2.3.6) gilt, dass der Grad der sekundéren Invarianten maximal der Grad des
Polynoms

n

p(z):=¢r(z)- ] (1—2%)
ist, wobei = ,

1
oriz) = ﬁ; det(id — zo)

die Molien-Darstellung der Hilbertreihe bezeichnet. Multiplizieren wir mit dem Hauptnenner der
Molien-Reihe, also mit q(2) :=]], . det(id — 20), dann erhalten wir:

a(2)p(2) = dr(2)a(z) [T (1 -=2%).

ocel

Wir wollen deg p abschétzen und betrachten dazu den Grad der rechten Seite. Dieser ist per
Konstruktion héchstens n-# T —n + Z?:l d;. Der Grad der rechten Seite ist aber n -#T 4 deg p,
woraus unmittelbar

degp < *ﬂ+z d;
i=1
folgt. O

3 Exkurs: Die Unterroutine 2.5.6

Leider findet sich im Buch von Sturmfels keine Begriindung, warum die Unterroutine 2.5.6 funk-
tioniert. Deswegen muss dies hier nachgeholt werden.

Die Unterroutine 2.5.6 bekommt als Eingaben einen Satz priméire Invarianten 64, ..., 8,, und
einige aber nicht notwendig alle Sekund&rinvarianten n;, ..., 1. Die Unterroutine soll nun

priifen, ob ein gegebenes Polynom f in dem Unterring R := @5:1 n; C[61, ..., 0,] liegt.
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Die Unterroutine arbeitet nun so: Man fithrt Hilfs-Unbestimmte Y = (Y1, ...,Y,,) und Z = (Zy,
., Zk) ein und definiert auf C[X,Y, Z] die folgende Monomialordnung.

XYPZ7 < X*'YP' Z" wenn a < a beziiglich der rein lexikografischen Ordnung, oder, falls
a = a', wenn 3 < ' beziiglich der graduierten lexikografischen Ordnung, oder, falls & = o’ und
B=p', wenn vy <~ beziiglich der rein lexikografischen Ordnung ist.

Wir berechnen jetzt die reduzierte Grobner-Basis des Ideals (81 — Yy, ..., 0, — Yo, ;i — Z4, ...,
Nk — Zi). Falls der Rest von f nach Grobner-Divisionsalgorithmus die Form Zf:] 2 pi(y1, -
yn) hat, dann ist f Element von R und hat die eindeutige Zerlegung

k
(@)=Y @) pi6r(x), ... 6a()). (1)
i=1
Zur Begriindung stellen wir fest, dass f genau dann in R liegt, wenn f modulo Ideal einen
solchen Rest hat. Dass nun genau dieser Rest beim Divisionsalgorithmus herauskommt, liegt an
der Monomialordnung,.

4 Der Algorithmus an zwei Beispielen

In diesem Abschnitt filhren wir die Wirkung des Algorithmus an zwei Beispielen durch, die wir
ohne Computerunterstiitzung behandeln kénnen. Es ist klar, dass wir dabei nicht die Unterrou-
tinen alle konkret ausfiihren, sondern auch ggfs. die Erkenntnisse der Theorie nutzen, um uns
vom Ergebnis der Unterroutine zu iiberzeugen.

4.1 Beispiel 1

Wie betrachten ein sehr einfaches Beispiel, dessen Lésung wir bereits aus den ersten Vortrigen
kennen. Sei I' = S3 und operiere auf den Polynomen in X7,X, und X3 durch Permutation der
Indices.

In der Zykelschreibweise haben wir dann T' = {id, (12), (13), (23), (123), (132)}.Wir kénnen
nun den Reynolds-Operator explizit fiir ein gegebenes Monom ausrechnen. Als Monomialord-
nung wahlen wir X; < Xy < X3 als Grundlage von griez.

Das bedeutet wir haben die folgende Abzdhlung fiir die Grade 1 und 2:

Grad1l Grad 2
my|mo | M3 | Mg |Mms me | My mg mg
Xo [ X0 | X5 | XT [ X0 X | X5 | X0 X5 | Xo X5 | X3

Fiir den Grad 3 erhalten wir:

Grad 3
Mg | M1 mi2 mi3 | M4 mis mMig miy mig Mg
XP [ XPX [ X0 X5 [ X3 | XPX5 | Xa X X3 | X9X5 | Xa X3 | Xo X3 | X3

Fiir den Reynolds-Operator ergibt sich:

mi=mi=mj = %(X1+X2+X3)
mi=m§=mi = %(X12+X22+X§)
mi=mi=mg = %(X1X2+X1X3+X2X3)
mig=miz=mig = %(X?+X3+X§)
i =miy=mis=mig=miz=miy = (X}Xo+ X, X3+ X7 X+ XXy + X0 X3 + X,X3)

s
|
s

1X2X3
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Damit kénnen wir jetzt den Algorithmus durchlaufen. Der Ubersicht halber zerlegen wir den
Algorithmus wieder in die beiden Teil-Algorithmen zur Bestimmung der primiren und sekun-
déren Invarianten.

4.1.1 Die primiren Invarianten

Wir beginnen mit mj. Dies ist nicht im Radikal des Nullideals und muss also zu P hinzuge-
nommen werden. Das von 6#; := mj erzeugte Ideal hat aber nicht das irrelevante Ideal als
Radikal. Wir miissen also weitersuchen. Die beiden Monome msy und mg3 bringen nichts Neues.

Mit 6y := mj erhalten wir eine weitere primére Invariante. Das Radikalideal von (61, 85) ist
aber ungleich dem irrelevanten Ideal. Das mj bis mg keine weiteren priméren Invarianten geben,
kann man mit Hilfe expliziter Grobner-Rechnung nach Unterroutine 2.5.2 testen. Wir 16sen dies
hier durch die Angabe einer direkten Darstellung: 8, — 67 = — 2mé.

Mit 05 := mjig finden wir die letzte primére Invariante. Das (:, 2, 03) als Radikal das irrele-
vante Ideal hat, rechnet man mit Unterroutine 2.5.2 nach oder benutzt die Theorie. Damit
haben wir die primdren Invarianten gefunden. Man kann bespielsweise direkt ausrechnen, dass
aus 01 =60, =03=0, sofort X7 = Xy= X3=0 folgt.

4.1.2 Die sekundéiren Invarianten

Zuerst rechnen wir die Schranke aus:
g=14+24+3-3=3.

Als erste sekundére Invariante wihlen wir n; = 1. Dann gehen wir die Monome durch. Da fiir
alle Monome mit Grad hochstens drei der Wert des Reynolds-Operator immer in C[6;, 65, 03]
liegt, bleibt dies auch die einzige sekundire Invariante.

An dieser Stelle bietet sich natiirlich eine erste Optimierung des Algorithmus an. Zumindest
sollten wir doch nur solange nach zweiten Invarianten suchen, bis wir die Anzahl

di-...-dy

="

erreicht haben. In unserem Fall ist das

Die gesuchte Zerlegung ist damit:
@[X17X2, Xg]r ~ @[0], 92, 93]

4.2 Beispiel 2

Um die Sache etwas spannender zu gestalten, betrachten wir jetzt die Untergruppe I' = {id,
(123), (132)}, also die Operation dieser Untergruppe auf den Polynomen in drei Verdnderlichen.

Man rechnet leicht nach, dass wir fiir Grad kleiner 3 den gleichen Reynolds-Operator wie oben
erhalten, fiir Grad 3 gilt allerdings:

mig=miz=miy = —(Xi+X5+X3)

1
i
mii=mis=mis = g(X%X2+X§X3+X1X§)
* * * 1
Mg =M17="M18 — g(X]X22+X12X3+XzX%)
mis = X;XpX3

4.2.1 Die primiren Invarianten

Da der Reynolds-Operator bis zum ersten Monom des Grads 3 iibereinstimmt, also erst ab m;
unterschiedlich ist, erhalten wir die gleichen priméren Invarianten.

4.2.2 Die sekundiren Invarianten

Fiir die Anzahl der sekundéren Invarianten gilt diesmal allerdings

1-2.3

t
3

=2.
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Wir brauchen also aufer 7; = 1 noch eine weitere sekundére Invariante. Der Algorithmus liefert
hier dann 7y =mj;.
Die gesuchte Zerlegung ist damit:

(D[X],XQ,Xg]F ~ @[9],92,93] D 7}2@[9],02, 93]

5 Diskussion und ein deterministischer Algorithmus

Der eingesetzte Algorithmus ist, wie wir im Beispiel bereits sahen, weit von einem optimalen
Algorithmus entfernt. Eine bessere und genau beschriebe Implementierung in Maple findet sich
bei [Kem93|. Derselbe Autor hat spiter ([Kem99|) auch noch einen optimalen Algorithmus
angegeben, der die Grade der priméren Invarianten in einer spezifizierbaren Weise optimiert.

Wir kénnen unseren Algorithmus natiirlich auch dadurch verbessern, dass wir zuerst die Hil-
bert-Reihe berechnen und damit ja schon Aussagen iiber die Anzahl der Invarianten eines
bestimmten Grads haben. Dies ersparte bereits in unseren Beispielen etliche Durchldufe der
ersten Schleife.

An dieser Stelle soll allerdings der sogenannte Algorithmus von Dade in Form aus [Stu93]
wiedergegeben werden. Das Hauptproblem an unserem Algorithmus ist, dass wir im schlechten
Fall primére Invarianten unnétig hohen Grades produzieren. Es kann sogar vorkommen, dass die
Grade der primédren Invarianten gréfer als die Gruppenordnung ist. Der Algorithmus von Dade
erzeugt nun primére Invarianten, deren Grade jeweils die Gruppenordnung teilen. Dies ist
unseren Beispielen gliicklicherweise von selbst der Fall. Aufierdem ist dieser Algorithmus deter-
ministisch.

Wir wollen dies Verfahren allerdings nicht im Pseudocode formulieren, sondern begniigen uns
mit einer skizzenhaften Beschreibung;:

Der Algorithmus von Dade zur Bestimmung der priméren Invarianten
Suche rekursiv Linearformen ¢; € C™*, d.h. lineare Polynome, die auf ¢; o oy, ..., ¢; 1 0 g; 1 fiir
alle oy, ..., 0,1 € I'< nicht verschwinden. Dann sind die §; = HAi l; o o primére Invarianten,
wobei A;={l;o0|oc €T}.

Die Bestimmung solcher Linearformen ist mit Mitteln der linearen Algebra mdglich und der
Grad der 6; ist per Konstruktion sicher Teiler der Gruppenordnung. Da per Konstruktion die
gemeinsame Nullmenge der #; nur der Ursprung ist und die #; auch homogene Invarianten sind,
haben wir also wirklich einen Satz von priméren Invarianten gefunden.

Es stellt sich nun die Frage, ob sich dieser Algorithmus auch lohnt, denn, obwohl es sich ja
nur um Rechnungen aus der Linearen Algebra handelt, kann es bei grofer Gruppenordnung
natiirlich schnell sehr aufwindig werden. Einen Vergleich des Rechnenaufwandes findet man in
[Kem99].

Literaturverzeichnis

[Kem93] Kemper, GrReGOr: The Invar Package for Calculating Rings of Inwvariants. IWR, Heidelberg,
1993.

[Kem99] KemPER, GREGOR: An Algorithm to Calculate Optimal Homogeneous Systems of Parameters. J.
Symbolic Computation, 27:171-184, 1999.

[Stu93] SturmrELs, BeErRND: Algorithms in Invariant Theory. Texts and Monographs in Symbolic Compu-
tation. Springer-Verlag, 1993.



