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Definition 1. Sei R =R, ® R ® R, ®... eine graduierte C- Algebra der Dimension n. Ein

System (19, yeersO ) von homogenen Elementen positiven Grades aus R heil3t homogenes

>“n

Parametersystem, wenn R ein endlich erzeugter C[Hl yees 0, } - Modul ist.

Bemerkung: Insbesondere sind dann 6,,...,6, algebraisch unabhingig.
Theorem 2. Sei R eine graduierte C -Algebra der Dimension n. Dann sind die folgenden
beiden Bedingungen dquivalent:

a) Es gibt ein homogenes Parametersystem 6,,...,6,, so dal R ein endlich erzeugter freier

C[ﬁ, ,...,ﬁn}— Modul ist. D. h. es existieren homogene Elemente 7,,...,5, ER , so daB gilt:

R=i€;r)1;7,.(C[q,...,Hn] (+)

b) Der Ring R ist fiir jedes homogene Parametersystem ¢,...,¢#, von R ein endlich erzeugter
freier C[¢1,...,¢"} - Modul.

Die Elemente 7,,...,77, geben eine Darstellung () genau dann, wenn sie eine Basis des
C - Vektorraums R/<l91,...,l9"> liefern.

Beweis: siehe B. Sturmfels, Seite 38f., Theorem 2.3.1.

Bernd Sturmfels, Algorithms in Invariant Theory - Springer Verlag 1993
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Eine graduierte C- Algebra R, welche die Bedingungen a) und b) aus Theorem 2 erfiillt,
nennt man eine Cohen-Macaulay-Algebra (CM-Algebra). Die Zerlegung () heifit Hironaka-
Zerlegung einer Cohen-Macaulay-Algebra. Die folgende Formel ist eine direkte Konsequenz
der Berechnung der Hilbertreihe fiir graduierte Polynomringe:

Korollar 3. Sei R eine n- dimensionale graduierte Cohen-Macaulay-Algebra mit Hironaka-
Zerlegung (). Fiir die Hilbertreihe von R folgt dann:

H(R,z)=H[l_(£BlniC[Hl ..... Hn],zj
= H(nC[8,....6,]®..®nC[4,....6,].2)
=;d1mc(771(C[(91 ..... ﬁnL)zd+;dlmC(n2C[ﬁl ..... 0,],):
+ +;d1mc(7yt@[l9] ..... 0,,)
=d§]dimc(C[ﬁl ..... Qn]d_degm)zd+d§2dimc((i[t9l ..... 0], e, )2
+ +d§;rdlmc((C[l91 ..... n]d_deg”) ;
= > dim. (C[6....8,], ) 2"**" + > dim. (C[4,....6, ], ) ="
= =
ot 3 dim, (C[6,.....0, ], ) 22"
=
—;dlmc(C[ﬁl ..... 6,], 2" )(2*" 4.t 2
= H(C[6,...,6,).2) (2" 4.t 227 )
Wir haben gesehen: H (C[6),....6,],z) = ——— , also folgt



Theorem 4. (Hochster und Eagon). Der Invariantenring (C[x}r einer endlichen Matrixgruppe

rc GL((C" ) ist eine Cohen-Macaulay-Algebra.

Beweis: Der Reynolds Operator * hat folgende Eigenschaften:

1) = ist C- linear
i +(C[x)) - C[+]
i) * I(c o= id(C

[+] [

d.h. der Reynolds Operator ist ein Projektionsoperator. Also gilt:
C[x}=im(*)+ker(*)=(C[xT®U mit U:={f€(C[x}If* =O}=ker(*) und
(C[x]r = {fEC[x] | f = f*} = zm(*) U ist die Menge aller Polynome, die mit dem Reynolds
Operator auf die Null abgebildet werden.

Betrachte nun den Polynomring (C[x} als ein (C[x}r- Modul. (C[x} ist modulendlich tiber
C[x}F (siche Endlichkeitsbeweise). Da (C[x}r eine C- Algebra ist, C ein Ko&rper und
(C[x}r endlich erzeugt ist (nach dem Hilbertschen Endlichkeitssatz), gibt es nach dem
Noetherschen Normalisierungslemma algebraisch unabhingige Elemente 191,...,6,1€(C[x}F
tiber C, so dass C[x}F modulendlich iiber C[ﬁl,...,ﬁn}CC[x}r ist. Somit folgt, daBl auch

(C[x} modulendlich tiber C[ﬁl,...,ﬁn} ist. Also ist 4,,...,6, ein homogenes Parametersystem
fiir C[x}.

Da wir beweisen wollen, dafl der Polynomring (C[x} fiir das homogene Parametersystem

0,,...,0, eine Cohen-Macaulay-Algebra ist, bleibt die Freiheit noch zu zeigen.

(C[x} ist in natiirlicher Weise ein endlich erzeugter freier Modul iiber sich selbst. Betrachte
die Koordinatenfunktionen x,,...,x, als homogenes Parametersystem fiir den Polynomring

C[x} , dann ist C[x} eine Cohen-Macaulay-Algebra. Nach Theorem 2 "(a) = (b)" ist C[x}

also auch ein endlich erzeugter freier C[ﬁl,...,ﬁn } - Modul.

Aus der Modul Zerlegung C[x} = (C[x}r @U erhalten wir eine endlichdimensionale
C- Vektorraum Zerlegung:

C[x]/(8,s.+6,) =C[x]' /(B,,...6,)®UJ(6U +...+6,U) durch die Abbildung:

n

F+20 Y0+ (f = )+ (1 =)0,

Jeder endlichdimensionale Vektorraum besitzt auch eine endliche Basis. Wir konnen daher
eine homogene C- Basis 73,,...,77,,7,,,,....77, fiir C[x]/(ﬁ,,...,ﬁ > wihlen, so daB 7,,...,77, eine
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C- Basis fiir C[x}r/<l9l,...,t9”> istund 7,,,,...,77, eine C- Basis fiir U/(H|U+...+HHU).

in C[x}F und 77,,,,...,77, als Bilder

N

Nehme 7,,...,77,

. als Bilder homogener Elemente 7,,...,n

t

homogener Elemente 7_,..,n7, in U. Nach der Kennzeichnung in Theorem 2 gilt

s

(C[x] = G_Dln,.(C[ﬁl,...,ﬁ ] . Dies impliziert die  gewilinschte  Hironaka-Zerlegung

n

(C[x]F = ,@1’7"@[9‘ yeees 9,,] , somit ist der Invariantenring C[x}r eine Cohen-Macaulay-Algebra.

O

n

Im Folgendem werden wir sehen, dal die Hironaka-Zerlegung C[x]F = @ln,.(C[ﬁl,...,ﬁ ]
eine gute Moglichkeit ist, um den Invariantenring einer endlichen Matrixgruppe T
darzustellen. Insbesondere ist {6’1,...,6’n,771,...,77,} eine Menge fundamentaler Invarianten fiir
I'. Die Polynome ¢ aus dem homogenen Parametersystem werden Primérinvarianten

genannt, wihrend die 7, Sekundérinvarianten genannt werden. Wir bezeichnen die

jeweiligen Grade mit d, = deg(d.) und e; := deg(nj )

Beachte, dal} fiir eine gegebene Gruppe I' viele unterschiedliche Hironaka Zerlegungen
existieren. Auch die Grade der priméiren und sekundéren Invarianten sind nicht eindeutig

bestimmt. Denn mit {ﬁl ,...,(91} ist auch {(91“‘ yeres 191“} eine Menge von Primérinvarianten.

Beispiel: Sei I' = {1} C GL(C1 ), dann gilt:
(C[x}r = (C[x] = C[xﬂ@x@[xﬂ = C[xﬂ@x@[xﬂ@x%j[f] =...

Aber es gibt doch eine gewisse Eindeutigkeitseigenschaft: Nehmen wir an, da} wir bereits die
Grade d,,i=1,..,n der Primirinvarianten kennen. Dann kann die Anzahl t der

Sekundirinvarianten mit einer Formel explizit berechnet werden. Aus dem Beweis zu
Theorem 4 geht hervor, daf die ganze Zahl t dem Rang des Invariantenrings C[x}r als freier
C[ﬁl,...,ﬁn}— Modul entspricht. Auch die Grade e,,...,e, der Sekundérinvarianten sind durch
die Zahlen d,,...,d, eindeutig bestimmt.

Proposition 5. Seien d,.d,...,d, die Grade der Primirinvarianten einer Matrixgruppe I'.
Dann gilt:

d
a) Die Anzahl der Sekundérinvarianten ist # = —

.
b) Die Grade (mit Vielfachheiten) der Sekundirinvarianten sind die Exponenten der

erzeugenden Funktion @, (z) ﬁ(l — 7 ) =70 +7z% 4.+ 2%,
%/_/

1
Molienreihe des /
Invariantenrings



Beweis: Da wir wissen, da3 der Invariantenring eine Cohen-Macaulay-Algebra ist, konnen
wir die Molienreihe des Invariantenrings C[x}r mit der Formel fiir die Hilbertreihe einer
Cohen-Macaulay-Algebra aus Korollar 3 gleichsetzen:

| | Z:, "

il = ' ) 5.1
T & det(id-27) ¢ e-b

[10-<")

Multiplizieren wir beide Seiten von (5.1) mit (1-z)", so erhalten wir

n-mal

1 (1_Z)n ngf(l—z)" _gzei(l—z)(l—z)...(l—z)

TF] 2 et (id - 7] [+ B P (e W ey

n-mal

(1= 1 .
Mit ((1_;)) _ (1+Z+ O de-')’l =1,...,n folgt dann:
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>

i=1
(1+ 2+ ++ 70 )...(1+ T+ 4.+ Zd,,—l)

S
i=1

= ' . (5.2)

; l+z+22 4. 477"
[l )

Jj=I

1 _ n
Konvergiere nun in (5.2) z+> 1. Der Ausdruck (—Z) konvergiert gegen 0, bis auf den
det (zd - zyr)

Summanden, wo s das Einselement ist. Fiir diesen Summanden erhalten wir 1, und daher
[T

1 dd,..d
_r . Damit gilt — = _ ,also t =—-2"" dies beweist Aussage a).
dd,..d, I dd,.d, |

konvergiert die linke Seite der Gleichung (5.2) gegen . Auf der rechten Seite erhalten wir

Aussage b) folgt direkt aus der Formel fiir die Hilbertreihe.



Beispiel: Betrachte die Matrixgruppe

1 00O 1 O)(-1 O O)(O -1 O
r=40 1 of,|-1 0 0[]0 -1 0|1 0 o0 |CGL(C)
0 0 1 0O 0 -1){Lo0 O 1)10 O -1
0-10
Da I' von der Matrix |1 O O | erzeugt wird, handelt es sich hierbei um eine 3-
00 -1

Dimensionale Darstellung einer zyklischen Gruppe der Ordnung 4.

Nach dem Satz von Molien hat der Invariantenring die Hilbertreihe

l 1 1 N 1 N 1
4{1-z 0 O |1 -z O] 1+z O O 1 z O

0 I-z O z 1 0 0 1+z O -z 1 O
0 0 1-z 10 0 14z 0 0 I-z |0 0 l+z[]

N

U SR }
(1-2) (+2)(142%) (1+2)'(1-2)

(1+z)2(1+z2)+2(1+z)(1—z)3+(1+z2)(1—z)2J
(1+z)2(1+z2)(1—z)3

N

_ 477 +477 -47+4
4(1+z)2(1+z2)(1—z)3

Z+70-z+1
(1+z)2(1+z2)(1—z)3

=1+272°+22° +52  +47° +82° +87 +132° +1272° +187"" + ...

. . r
Bestimmung der Invarianten vom Grad 2: Betrachte : C, [xl, X, ,x3} - C, [x1 A ,x3}
mit Polynomen p(x,,%,,%;) = ax’ +bx,” +cx,” +dx,.x, +ex,x, + fr,x, + g,

el 2 2 2
Basis ist (xl Xy, Xy ,xlxz,x,x3,x2x3),



2
setze x;” = , Xy Xy =

o O = O O O
o = O O O O
- O O O O O

S O O = O O

S O O O O =
o O O o ~ O

Mit dem Reynolds Operator folgt: *(p) = i(Alp +Ap+Ap+ A4p) fiir alle p .

Die Matrizen A, A,, A;, A, entstehen durch die Aktion von 7#&€I' auf den homogenen
Polynomen vom Grad 2, genauer: A := (Bu ,Biz,BB,BM,BiS,Bw) i=1,..,4,wobei B die
J-te Spalte der Matrix A4 ist, fiir j=1,...,6. Fiir die Spalten B,; gelten:

2 2 2
B, =mox", B,=mox,", By=mox;", B,=moxx,, Bgs=moxx,, Bj,=m0xX

100000 0100 0 0
010000 1000 0 O
001000 001 0 0 0

Y=o 00100000 -1 0 of
000010 000 0 0 1
00000 1 000 0 -1 0
1000 0 0 01000 0
01000 0 1000 0 0

o001 00 0 Jo0 1000
0001 0 0 000 -10 0
0000 -1 0 000 0 0 -1
0000 0 -1 000 0 1 0

220000 %%0000
220000 %%0000
w(p)= L0 0000 o 0 100 0f,
400 00 0 0 0 0 0 00 00
000000 0 0 0000
000000 o 0 0000




% % 000 0)(p) (&

% % 000O0||P| |b

0 0 100 0P[_|5

0 0 000 0|[P] |D

0 0 000 o0||P]|B

0 0 00 0 0)\Po) \b

b= Y5 (p+ps) b 1 0
b2=%(pl+p2) b, ! 0
. b o 1
3 =X =b= =a +p , a,peC
b, =0 b, 0 0
b, =0 b, 0 0
ZES U

2 2 2 . . .
X" +x,” und x;” sind Basis der Invarianten vom Grad 2.

Bestimmung der Invarianten vom Grad 3 und 4: analog, bzw. verwende
Computeralgebrasystem (CAS MuPAD,...).

Die folgenden drei Invarianten 6 := xl2 + xzz, 0, = x32, 0, = xl4 + x24 sind algebraisch
unabhéngig, und der Nullvektor ist die einzige gemeinsame Nullstelle tiber C. Denn mit
6,=0,=6,=0 folgt 6°-6, = (x,2 +x,° )2 —(xl4 +x24) =2x°x,” =0, also x, =0 (und dann
x,=0 wegen 6,=0) oder x, =0 (und dann x, =0 wegen €,=0), d.h. in jedem Fall

x,=0=x,,und x; =0 ohnehin.

Hieraus folgt mit dem Hilbertschen Nullstellensatz und dem Pseudo-Nakayama-Lemma, daf}
(C[xl,xz,xJ modulendlich iiber (C[Hl,ﬁz,t%] ist, also auch (C[xl,xz,)%}r modulendlich iiber

C[ﬁl .0, ,(93] . Somit konnen die 6, ,, 6, als Primérinvarianten gewéhlt werden.

Zum Beweis des Hilbertschen Nullstellensatzes und dem Pseudo-Nakayama-Lemma siehe
H. Derksen, G. Kemper: Computational Invariant Theory, Springer Verlag, New York 2002
Proposition 3.3.1, Seite 80.



Nach Proposition 5 fehlen uns vier Sekundidrinvarianten #,,7,,1,,1,, deren Grade

e, e,, e, e, bestimmt sind durch die Formel
Zel + Zez + Ze3 + Ze4 = (I)F (Z)(l— Zdl )(I_Zdz )(l_zds)

(' + 28—z +1)(1-2°)(1-2")
(1+z)2 (1+z2)(1—z)3

=12°+22°+ 7"
Die Grade konnen nun einfach abgelesen werden: ¢ =0, e, = e, =3, ¢, =4 . Nach Anwendung

des Reynolds Operators
1
*: f |—>Z[f(xl,xz,x3)+f(—xz,xl,—x3)+f(—xl,—xz,x3)+ f(xz,—xl,—x3):|
auf alle Monome vom Grad 3 und 4 erhalten wir die gewlinschten Sekundéarinvarianten

. " 2, 2 3.3
M=l My =X, 1= XX XX, A XX S X

Mit Hilfe der Grobner Basis Methode oder durch Selbstnachrechnen stellen wir fest, daf3
4

keine nicht- triviale polynomiale Beziehung der Form 277,. D; (6’1 ,0,, 493) =0 existiert. Somit
i=1

hat der Invariantenring die Hironaka-Zerlegung

C[xl,xz,er = C[gl’gza‘93}®772(C[‘91"92’63}@773@[61’62’93}®774C[91’92’93}

@ =

=®1,C[6,.6,.6,].
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