Seminar der WE A/ZAGK
WS 2005-2006

Die Modulfunktion.

Shaybel Ksenia

26. Januar 2006



1. Einleitung.

Die bisherigen Untersuchungen haben sich auf die Betrachtung eines festen Gitters L C C
beschrankt. Im Folgenden wird es das Ziel sein, stattdessen die Mannigfaltigkeit aller
Aquivalenzklassen von Gittern zu betrachten.

2. Aquivalenz von Gittern.

Recall: Ein Gitter L C C ist eine additive Untergruppe, die von zwei iiber R linear un-
abhéngigen komplexen Zahlen aufgespannt wird. Kurz: L = Zw, & Zws.
Die WeierstraBBsche p-Funktion zu L liefert dann einen Isomorphismus von C/L mit der
elliptischen Kurve, die gegeben ist durch

y* = 42® — gox — g3,
wobei gy = 60"’ #, g3 = 1405 #
Némlich per: z — [1, p(z2), ¢/(2)] fiir z nicht in L und z — [0,0, 1], wenn z € L.

Definition. Zwei Gitter L und L’ heiflen dquivalent, wenn es ein a # 0 in C gibt mit
al =1L".
Hat man aL = L', so induziert die Multiplikation mit a einen analytischen Isomorphis-
mus:

p:C/L=C/L
der zugehorigen elliptischen Kurven.

3. Gitterbasen.

L = Zw, ® Zw, sei ein Gitter in C. Da w; und wsy iiber R linear unabhéngig sein sollen,
hat man 7 = ¥ nicht in R, indem man gegebenenfalls die Numerierung der Erzeugen-
den abéndert, erhilt man ohne Einschrénkung Im7 > 0, dass heifit 7 gehort zur oberen
Halbebene $.
Das zu L dquivalente Gitter

L, =7,.®7= wlzL
liefert dann bis auf Isomorphe dieselbe elliptische Kurve wie L. Daher reprasentiert man
Gitter L C C meistens durch Punkte 7 € $.
Ist wi, w) eine weitere Gitterbasis von L, so hat man

Wi = aw;y + bwg, wh = cwy + dws

mit einer invertierbaren ganzzahligen Matrix

a b
A= ( . d> € Gly(7).
Fiir den durch (wy,ws) gegebenen Punkt 7 € $ gilt dann
aw1+bws at+b

r_ _
T = cwi+dwsy ~ er+d”

Man rechnet:

1 __ detAlmr
Im(r') = et d?

Wegen A € Gly(Z) hat man detA € {1,—1}. Damit 7/ € $, muss aber detA > 0 gelten,
und es folgt:
a b
A= ( . d) € Slh(Z).
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Etwas formeller gesagt:
A € Sly(Z) liefert eine Transformation puy : H — H durch pa(z) = %j:s und wegen
LAl = pag, g = id hat man eine Operation von Sly(Z) auf der oberen Halbebene $.

Beispiele:
T = ( [1) 1 > gibt pr(z) =2+ 1,

(0 -1 . o
S = < 10 ) gibt ps(z) = —3.
Die Aquivalenzklassen von Gittern entsprechen den Orbits der Punkte 7 € $ bei der
Operation von Sly(Z).

4. Die Eisensteinreihen.

Die Konstanten in der Differentialgleichung der p-Funktion zu einem Gitter L:

(9')? = 49" — g2 — g3,
sind gegeben durch

g2 =601, g5 =140 L.
Allgemein betrachtet man die Eisensteinreihe G}, zu L:
Ge(L) =" k.
Wir wissen, dass Gy(L) fiir k& > 2 konvergiert.
Uns interessiert die Abhéangigkeit der Eisensteinreihen vom Gitter. Offenbar gilt:
Grlal) = a=*G(L).

Folgerungen:
1. Man hat (—1)L = L, also Gi(L) = Gi(=L) = (=1)"*Gx(L).
Daher Gi(L) = 0 fiir k ungerade.

2. Fiir das Gitter Z; = Zi & Z gilt iZ; = Z;,

also Gy(Z;) = i *G1(Z;).

Daher Gi(Z;) = 0 fiir k = 6, 10... .

(NB. G(L) ist nicht absolut konvergiert, daher ist &k = 4 der erste relevante Index).
Abbildungsbeispiel:

Cuadrat Gitter,
EBasis {1.1)
Fundamentalmasche mit Ecken 0,1,1,1+



3. Fiir das Gitter Z, = Zp @ Z mit p = ¢35 gilt pZ, = Z,,
also Gx(Z,) = p~*G1(Z,).

Daher Gi(Z,) = 0 fir k =4, 10....

Abbildungsbeispiel:
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Sechzeck Gitter,

Basis (1,p)
Fundarentalmashe mit Ecken 0,1 p p+1
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Bei Sechseckgitter mit Gitterbasis (1,p=e5 = —1 +il\/3):

Ecken der Fundamentalmasche: (0,1, p, p+ 1).

p=ci = —1+414/3 ist primitive 3" Einheitswurzel.

p, p?, p> = 1 sind die 3 komplexen Zahlen z mit 23 = 1.

Beachte: p* —1=(p—1)(p> +p+1)=0=p*+p+1=0.

p+l=¢e% = £ +i3+/3 ist primitive 6 Einheitswurzel.

D.h. (p+ 1)* mit k =1,2,3,4,5,6 sind die 6 komplexen Zahlen z mit 25 = 1.
Denn: (p+1)2=(p>+2p+1)=p,also (p+1)?>#1,(p+ 1) =p* = 1.
Zeige noch: (p+1)* # 1.

Indirekt: (p+ 1) = 1,(p+1)> = p = p(p+1) =1 = p*+ p = 1. Wiederspruch zu
PP+p+1=0.
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Mit einer Gitterbasis (wy, ws) von L:
Gi(L) = ¥ i = f & Gy WODOE T = 5
Man setzt daher fiir 7 € $:
Gr(t) =Y —1 < und hat #Gk(T) = Gi(L).
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Transformationslemma.

Fiir A = ( i b ) € Sl,(Z) gilt:

d
Gk(aT+d) 1 _ Gk(T)

ct+d/ (ct+d)k T

Beweis:
A macht aus einer Gitterbasis (wq,wy) von L die neue Gitterbasis (w], w) mit
w) = aw; + bwy, wh = cwy + dws.

/
Also 7/ = % = a4t und wL,QCGk(T) =Gr(L) = —(wz)k Gi(T') = e L Gi(T),
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also in der Tat:

Anders geschrieben:

. 11 0 -1
Insbesondere mit T = ( 01 ) bzw. S = ( 1 0
Gk( + ) - Gk<7'>,
Gr(F) = (=7)*Gi(7)
Konvergenzlemma.

Zu Schranken ¢ > 0,0 > 0 existiert eine Konstante £ > 0, so dass
27 +y* > k(2? + y?),
fir alle (z,y) € R x R gleichméssig fiir 7 im vertikalen Rechteckstreifen
|Ret| < ¢, Imt > 0.

Beweis:

Es reicht, fiir 22 4+ y* = 1 eine Abschiitzung |z7 + y|*> > k > 0 zu gewinnen. Aber:

|z + yI? = (27 + y)(aT + y) = (zRe(r) + y + ixIm(7))(xRe() + y — ixIm(7T)) =
(xRe(T) +y)? + (zIm(7))? > (zRe(T) + y)? + (zd)>.

Und die Funktion (x,y, Re(7)) — (zRe(7) +y)? + (20)? hat auf der Menge 2% +y* = 1,
|Re(7)| < ¢ ein Minimum & > 0.

O

Also ist Gi(1) =Y W, fir k£ > 2, gleichméssig konvergent in den oben betrachte-
ten vertikalen Rechteckstreifen und hefert daher eine analytische Funktion auf der oberen
Halbebene.

5. Die Modulfunktion.

Zuriick zu y? = 42 — gox — g3, mit go(7) = 60G4(7), g3(T) = 140G4(7).
Wir wissen: A(7) = g5(7) — 27g5(7) # 0.
Recall:

(¢)? = 49° — gop — g5 = 4(p — e1)(p — e2)(p — €3)
gibt A = 16(e; — e2)?(e1 — e3)?(e2 — e3)? und ey, €9, e3 sind paarweise verschieden.
Begriindung: ¢’ hat 3 verschiedene Nulstellen modL, nédhmlich %, %2, % In ihnen
nimmt p die Werte ey, eq, e3 jeweils mit Vielfachheit 2 an, gidbe es daher eine Koinzidenz
e; = e;, so wiirde dieser Wert mit Vielfachheit 4 angenommen.

Man erhélt daher eine analytische Funktion auf der oberen Halbebene durch

j(r) gz(“i

Die Modulfunktion j ist invariant unter Sls(Z)

J(&EL) = j(7) fiir ( > € Sly (7).
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(et + d)® und also A = g5 — 27¢2 mit dem Faktor (cr + d)?, so dass j = % insgesamt
invariant ist.

b . . . .
Denn unter ( Z ) transformiert sich g, mit dem Faktor (cr + d)?, g3 mit dem Faktor

Spezielle Werte.

1. j(i) = 1.

Denn wegen i(Zi ® Z) = Z folgt Gg(i) = i 5Gg(7), also Gg(i) = 0, und damit g3(i) = 0.
Mit A = g3 — 27¢2 kann auch schreiben

. A+27g2 27932
j= A95:1+ A937

und es folgt j(i) = 1.

2. j(p) = j(—2) =0 fiir p= 5.
Wegen p(Zp ® Z) = Zp & Z folgt Gu(p) = p~4G4(p), also G4(p) = 0 und damit g,(p) = 0.

Das gibt dann j(p) = gf((ﬁ;

= 0, also auch j(—,l)) = 0.

3. 1im|j(T) | rm(r)—oc = 00.
Mit bekannten Werten der p-Funktion hat man:

limG4(T)[m(7—)_>oo = 2p(4) = 22—3, limGﬁ(T)[m(T)_m)o = 2,0(6) = ZS;TTGS

Damit rechnet man l4mA(7T) fp(r)—o = 0 und hat die Behauptung.
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