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1 Motivation

Dieser Vortrag behandelt das Abelsche Theorem. Es sagt aus, unter welchen Bedingungen eine
elliptische Funktion zu vorgegebenen Pol- und Nullstellen existiert. Bekannt ist ja, dass eine
elliptische Funktion f gleichviele Pol- wie Nullstellen hat (mit Vielfachheiten gerechnet): das
ist die Ordnung von f. Die Bedingung ist allerdings nicht hinreichend, denn zum Beispiel
existiert keine elliptische Funktion der Ordnung 1. Sei L das von zwei R-linear unabhénigen
wi,ws € C aufgespannte Gitter. Gesucht ist nun eine elliptische Funktion f mit Nullstellen
in ay,...,a, und mit Polstellen in b1, ...,b,. Dabei sei im Folgenden vorausgesetzt, dass kein
a; mit einem b; modulo L &quivalent ist. Zugelassen ist aber, dass die Funktion mehrfache
Nullstellen bzw. Polstellen haben kann, die entsprechenden Punkte a; bzw. b; modulo L treten

dann entsprechend ihrer Vielfachheit auf. Es soll also gelten

f(2)=0 <= z=a; mod L fiir ein j,

f(z2) =00 <= 2z=0b; mod L fiir ein j.
Die Nullstellenordnung von f in a; ist gleich der Anzahl aller £ mit
ar =a; mod L.

Entsprechendes gelte fiir die Pole.

2 Hilfsmittel

Um das Abelsche Theorem beweisen zu kénnen, benétigt man einige Hilfsmittel. Als erstes
nimmt man den Weierstralschen Produktsatz zu Hilfe, um eine ganze Funktion o zu konstru-

ieren, die Nullstellen erster Ordnung in den Gitterpunkten von L hat.

Definition 1. Die Weierstrafischen Elementarfaktoren werden definiert durch:

2 k

Ey(z):=(1—-2), Ei(z):= (1—z)exp(z+22+---+zk>, ke NN.

Damit kann man nun den Weierstrafischen Produktsatz formulieren.

Satz 2. (Weierstrafischer Produktsatz)
Sei (sp)nen, N ={1,2,...} eine Abzihlung einer unendlichen diskreten Menge S C C, 0 ¢ S,
so das stets |sg| < |sg+1| gilt. Dann ist

lim |s,| = oco.

Weiter sei (my,)new eine beliebige Folge natiirlicher Zahlen. Ist die Folge (kyn)new C IN so
gewdhlt, dass die Reihe
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fiir alle z € C konvergiert, so konvergiert das WeierstrafSiprodukt

I (5 (5))

normal in C und definiert eine in C analytische Funktion f, deren Nullstellen genau in den
Punkten s1,ss, S3, ... liegen und die vorgeschriebenen Ordnungen m; haben. Die Funktion

fo(z) := 2™ f(2) hat zusdtzlich noch eine Nullstelle der Ordnung mo im Nullpunkt.

Beweis. Siehe z.B. [1] O
Mit dem Satz soll nun eine wichtige Funktion konstruiert werden.

Satz 3. Die Funktion o wird definiert durch das unendliche Produkt
z z 1 /2z\2
o(z): ==z H (1—;) ~exp<w+2(w) )
weL—{0}

Sie konvergiert in C normal und stellt daher eine ganze Funktion dar. o hat Nullstellen erster

Ordnung in den Gitterpunkten von L und aufSerhalb von L keine.

Beweis. Fir k € IN definiere
Ly = {tlwl +tows : t1,10 € Z,max{|t1|, |t2‘} = ]{J} .

Diese Menge besitzt 8k Elemente fiir k£ > 1, und es gilt L = |J Lg. Mit Hilfe dieser Zerlegung

k=0
z&hlt man nun die Punkte von L folgendermaflen ab:
S0 =0, 81 =wi, 82 = w1 +we, 83 = wa, S4 = —W1 + w2,
85 = —Wwi, S = —W1 — Wa, §7 = —Wa, S8 = W1 — Wa, Sg = 2W1, ...

Damit gilt dann lim |s,| = co. Als niichstes soll nun gezeigt werden, dass
n—oo

(oo}

2.

n=1

3
< 00.
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Es existiert eine Konstante d, so dass fiir w € Ly, immer |w| > kd gilt. Damit erhélt man dann

[ee] 3 [ee] 3 ) 3 [e'e] 3 [ee]
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n= =1 sp€Lg k=1 s, €Ly k=1 k=1

Man hat nun eine Folge (kp)nen gefunden, ndmlich k, = 2,n € IN. Der Weierstrasssche Pro-

duktsatz ergibt nun, dass

o(z):==z2 H

n=1

eine Funktion mit den gewiinschten Eigenschaften ist. Da das Produkt absolut konvergent ist,



kommt es auf die Reihenfolge der Faktoren nicht an, und man schreibt daher auch

=2 T (1-2)-m (343 ())

weL—{0}

O

Die Funktion o ist keine elliptische Funktion, sie besitzt aber bzgl. des Gitters L eine Trans-
formationseigenschaft. Diese Eigenschaft wird benétigt, um eine eliptischen Funktion zu gege-

benen Null- und Polstellen zu konstruieren.
Lemma 4. Fir die Funktion o gilt
o(z+w)=e“Tto(2), 2€C, we L.

Dabei sind a,b gewisse komplexe Zahlen, welche von w abhdngen dirfen, aber nicht von z.

Beweis. o(z) und o(z + w) haben dieselben Nullstellen. Daher ist o(z + w)/o(z) eine in ganz

C analytische Funktion ohne Nullstellen. Es existiert daher eine ganze Funktion h(z) so, dass

o(z +w) _ )
o(2) (1)

gilt. Damit hat man schon fast die gewiinschte Form, denn es ist
o(z +w) =e"@o(z). 2)

Bleibt also noch zu zeigen, dass
gilt. Aus (2) folgt nun

Einsetzen von (1) ergibt

Zu zeigen ist also

also umformuliert:

N/
< 0> ist eine elliptische Funktion.
o
Also nichstes wird die ,,logarithmische Ableitung*

o'(2)

o(z)

(= (Ineo)'(2))



berechnet. Durch Anwendung der Produktregel ergibt sich:

Durch Ausklammern und weiteres anwenden der Produktregel erhilt man schliefflich:

0'(z)=§a(z)+o(z) 3 {‘1/“’ L1y Z}

l—z/w  w  W?
weL—{0}

Damit ergibt sich die ,logarithmische Ableitung* zu:

M-t I i d -t B [eeed]

weL—{0} weL—{0}

Nach weiterem Ableiten erhélt man insgesamt:

(3ot 5, ()

weL—{0}
O
3 Das Abelsche Theorem
Theorem 1. (von Abel)
FEine elliptische Funktion zu vorgegebenen Nullstellen a1, ..., a, und Polstellen by, ..., b,, mit
a; #b; mod L, existiert dann und nur dann, wenn
a1+ ...+a,=b;+...+0b, mod L. (3)

Bemerkung. An dieser Stelle sieht man auch noch mal, dass keine elliptische Funktion der

Ordnung 1 existieren kann.

Beweis. Dank Lemma 4 ist eine der beiden Richtungen leicht zu zeigen. Als erstes wird die

Bedingung (3) ein wenig umgeformt. Man kann ndmlich sogar annehmen, dass
a1+ ...+ a,=b1+...+0b, (4)

gilt, indem man einen der Punkte, z.B. a1, durch einen modulo L dquivalenten Punkt ersetzt.

Sei o die analytische Funktion aus Satz 3. Damit konstruiere nun eine Funktion f(z) durch:

—

[ o(z—a;)

fz) =+

s

IJ(Z—bi)

-
Il

Aus den Eigenschaften von o folgt, dass f(z) die gewiinschten Null- und Polstelleneigenschaften



hat. Nun ist also noch zu zeigen, dass f(z) eine elliptische Funktion ist. Dazu benutzt man jetzt
die Transformationseigenschaft von o. Nach Lemma 4 gilt fiir w € L

s

ea(zfai)+b

~.
—

flztw) = f(2)

—

ea(z—b;)+b

-
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Bemerkung. Die Funktion f ist bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt. Denn

nach dem ersten Liouvilleschen Satz ist der Quotient zweier elliptischer Funktionen mit dem-
selben Null- und Pollstellenverhalten konstant.

Fiir die andere Richtung nimmt man an, dass eine elliptische Funktion f mit dem gewiinsch-

ten Verhalten existiert. Man wéhlt einen Punkt a € C, so dass auf dem Rand der verschobenen
Grundmasche
Fo = {a+t1w—|—t2w 0< 1,0 < 1}

weder Pole noch Nullstellen sind. Da sich die Bedingung (3) nicht dndert, wenn man die Punkte
aj und b; modulo L abéndert, kann man

o]
aj,bj 6.7:@

annehmen. Betrachte nun das Null- und Polstellenzdhlende Integral

RN
=5 | Fo™
OFa

Es gilt:

I= ord(f;a;) -n(0F,, a;) -a; + ord(f;b;) -n(0Fq, b;) -b;.
; (f3ai) - n( ) > ord(f;bi) - n( )

-1 =0

=1
Da mehrfache Null- und Polstellen entsprechend ihrer Vielfachheit mehrfach vorkommen, gilt
dann

I:a1++an—b1—|—+bn

Also muss gezeigt werden, dass I € L. Dazu sollen jetzt jeweils die Integrale zweier gegeniiber-
liegender Seiten verglichen werden. Im Folgenden sei fyz mit y, z € C abkiirzend geschrieben fiir
f,y mit y: [r,r + 1] — C mit y(¢) ==y + (t —r)(z — y), t € [r,7 + 1]. Fertig ist man wenn man

a+wy atw2
RS f'(©) f(©)
| | Gger | g er
a a+witws2
und

a+wo atwq
1 f'(<) f'(<)
o7 / Crokr [ ) e

a+twi+ws



zeigen kann. Allgemein gilt

a+wo a+twi+wa a+wi
[ 0=~ [ srac=- [ gc+umac
a+twi+ws a+ws a
Fiir den Spezialfall )
_ '
gilt, da f’(z) wieder eine elliptische Funktion ist,
_ () f'(z +w)
9(2) —g(z +w2) = 2 o) (2 +W2)m
'R fm) f(R)
BN IO IR 1O B 6
(=)
e
Damit ergibt sich dann
1 a+wi atwi+wa a+t+wa a
I=o | [0 [ 0ar [ a@dct [ e dc)
a a+wi atwitws2 a+tw2

a+wq a+wq a+wq a
_ L /g(@dc— / 9(¢) d¢ - /g(<+wz)d<+ / g<<)d<)

27
a a+wit+ws a a+wz
1 a+wi a+wa a
—ori | [ s -stcrondcs [ acranact [ g(odc)
a a a+twsz

atwq a+twsa
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~5i | / 2o “t / YO dc)

atwy a+twz
e Qg @ T
- / © “ " 2w / ©“

2mi f f

Man ist fertig wenn man zeigen kann, dass

a+w;

1 f'(¢)

2mi f(©)

a

dCeZ, j=1,2

gilt. Sei v: [0,1] — C der Integrationsweg mit v(t) = a +t-wy, t € [0,1]. Man definiert
dann 7: [0,1] — C mit ¥(¢) := f(a+1t-wy), t € [0,1]. Da f(z) eine elliptische Funktion ist,
gilt 7(0) = (1), d.h. 7 ist geschlossen. Vorausgesetzt war, dass auf dem Rand von F, keine

Nullstellen liegen, damit ist also insgesamt 7 ein geschlossener Integrationsweg in C — {0}. Man



erhalt

a+twq 1
1O L Q1 [t tw)
2mi a/ 10 de = 2772‘7/ (0 d 2m'0/ f(a—i—t-wl)wl dt
1 -
27”,~/udun(fy,0)€Z
5
Analog erhélt man
a+t+wa
1 f'()
i | g et

4 Bemerkungen

Mit dem Abelschen Theorem kann man sich jetzt die Lage der Nullstellen der p-Funktion bzw
von ' verdeutlichen. p besitzt in den Gitterpunkten einen Pol weiter Ordnung. Das Theorem

von Abel ergibt nun fiir die beiden Nullstellen a1, as, dass gilt
a1 +ax =0 mod L.

In der projektiven Ebene bedeutet dies, dass aj,as auf einer Geraden durch den Punkt [0, 0, 1]
liegen, d.h. auf einer Parallelen zur y-Achse. Es ist also ag = —a; mod L. Fiir die Nullstellen

e1,e9,e3 von g’ ergibt sich dann, da @’ einen Pol der Ordnung 3 in den Gitterpunkten besitzt:
e1+es+e3=0 mod L.

Das heifit, dass auch eq, es, e auf einer Geraden in der projektiven Ebene liegen.
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