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Zusammenfassung

Der Additionstheorem lisst sich mithilfe des Abelschen Theorems elegant beweisen. Dieser
Beweis und die Isomorphie zwischen C/L und der elliptischen Kurve X (g2, g3) erlaubt es, die
Gruppenstruktur der elliptischen Kurve geometrisch zu interpretieren, ndmlich: genau dann
haben drei Punkte auf der elliptischen Kurve die Summe Null, wenn sie die Schnittpunkte von
der Kurve und einer Geraden sind.

Bemerkung. Fiir das Verstindnis dieser Ausarbeitung ist zusétzlich das Wissen iiber die projektive
Ebene erforderlich. Die Bezeichnung L wird hier stets fiir das Gitter, zu dem die jeweilige p-Funktion
konstruiert ist, verwendet. Man beachte auflerdem, dass p eine gerade und ¢’ eine ungerade Funktion
ist und dass p(u) # p(v), p(u+v) # p(u) und p(u+v) # p(v) aus u, v, u+v,u—v,u+2v,2u+v # 0
folgt.

Lemma. FEs gilt fiir u,v € C/L und w,v,u+v,u—v #0:

L plutv) —p'(utw)
det | 1 p(v) o (v) =0
L p(u) @' (u)

Beweis. Die Funktion

f:C/L-{0} —C

L op(z) ¢(2)
fz)=det [1 p(v) ¢'(v)
1 op(u) ¢ (u)

(
= (p(u) = p(v)p'(2) + (p'(v) — o' (u))p(2)
+ p(v)g' (u) — p(u)p' (v)

ist eine elliptische Funktion. Sie hat mod L genau eine Polstelle der Ordnung 3, namlich in z = 0.
Aus dem 3. Liouvilleschem Satz folgt, dass auch die Nullstellenordnung von f gleich 3 ist. Bei z = u
und z = v ist die Determinante gleich Null. Sie sind also zwei Nullstellen von f. Auflerdem gilt
nach dem Abelschen Theorem mit Beriicksichtigung der Vielfachheit

0 = Nullstellensumme — Polstellensumme = (v +v + 2) — 0

Daraus folgt, dass z = —(u + v) die dritte Nullstelle ist. O



Satz (Additionstheorem). Es seien z,w € C/L — {0} und z,w,z+ w,z —w,2z 4+ w,z + 2w # 0.
Dann gilt

1@ -ew]
e +0) =7 | ZE 2] o) - i

Beweis. Es gilt
1 pztw) —/(z+w)
det | 1 p(2) o' (2) =0
1 p(w) o' (w)

Aus dem Verschwinden der Determinante folgt, dass die Punkte (p(2), ¢'(2)), (p(w), ¢’ (w)),
(p(z + w), —¢' (2 + w)) linear abhinging sind und daher auf einer Geraden

y=mxr+b mit m=
liegen. Aus der algebraischen Differentialgleichung 0 = 4p(u)3 — gop(u) — g3 — ¢’ (u)? folgt, dass
p(2), p(w), p(z + w) Nullstellen des kubischen Polynoms

4X% — ga X — g3 — (mX +b)?
sind. Da sie paarweise verschieden sind, gibt es keine weiteren Nullstellen. Es gilt dann
(4X° = 92X — g3 — (mMX + 1)) = 4(X — p(2))(X — p(w))(X — p(z + w))
und durch Koeffizientenvergleich bei den quadratischen Termen erhélt man fiir ihre Summe
m?
4

' (2) — ¢’ (w)
p(z) — p(w)

p(2) + p(w) + p(z + w) =

= oetu) =] ]Q—mw—mm

Bemerkung (Additive Struktur der elliptischen Kurve). Sei

X(g2,93) = {[20, 21, 22] € P’C| 2023 = 42} — gaz521 — 9320 }
= {[1L,p(2),¢'(2)] € P’)C| z e C/L —{0}} U {[0,0,1]}

die zum Gitter L gehorige elliptische Kurve. Wir wissen, dass zwischen C/L und X (g92,93) eine
bijektive Abbildung ¢ erklirt ist durch

¢: C/L— X(g2,93)

@(2) — {[17 p(z)v @/(Z)] falls z ¢ L

[0,0,1] falls z € L



(Beachte, dass z3p/(z) bei z = 0 wohl definiert und # 0 ist.) Beziiglich der Verkniipfung & mit
pOp=¢ (e ')+ Hp2)),  p1,p2 € X(g2,93)

wird folglich eine additive Gruppenstruktur auf X (92, g3) definiert; das Nullelement dieser Gruppe
ist [0,0, 1] und das Inverse zu [23, 23p(2), 229/ (2)] ist [—23, —23p(2), 230/ (2)].

Beispiel.
[0,0,1] @ [2,0(2),¢"(2)] = (¢71([0,0,1]) + v~ ([2, 0(2), 0" (2)]))
=p(0+2)
=[2,0(2),¢'(2)]

Definition. Eine Teilmenge G C P?C heifit Gerade, wenn es zwei verschiedene Punkte [zo, 21, 22]
und [wo, w1, ws] gibt mit

G = {[)\zo + pwo, Az1 + pwy, Aze + pws] | (A, p) € CZ\{(O,O)}}

Proposition 1. Eine Gerade in P>C hat mit der elliptischen Kurve f((gg,gg) drei Schnittpunkte
(mit Beriicksichtugnung der Vielfachheit).

Beweis. Sei [z, x,y] die Koordinate fiir P2C. Dann ist die Gleichung der Kurve
Y2z =42 — goxz? — g32°

und die unendlich ferne Gerade beziiglich x,y ist
G ={[0,z,y] | z,y € CJ}

1) Schnitt der Kurve mit G:

Da z = 0 ist auch = 0 und es bleibt [0,0, 1]. Um die Schnittvielfachheit dieses Punktes zu be-
stimmen, rechne man in (z, ) mit (0, 0) als Ursprung. Dann ist G gegeben durch {[0,u, 1] | u € C},
und der Schnitt mit der Kurve ist gegeben durch 0 = 4u3. Also, [0,0, 1] ist Nullstelle der Ordnung 3.

2) Schnitt der Kurve mit einer anderen Geraden, d.h mit ax + by + ¢z = 0, wobei (a,b) # (0,0):
2.1)b=0

Dann ist die Gerade die durch x = —£< gegebene Parallele zur y-Achse und enthélt [0, 0, 1]. Die
endlichen Schnittpunkte mit der Kurve sind in (z, y)-Koordinaten gegeben durch

c\3 c
Y =—4 (*) + g2 (*) — g3,
a a

es sind also [1, —c¢/a, yo] und [1, —c/a, —yo] mit yo = \/—4 (5)3 + 9o (g) - g3

2.2)b+#£0
Dann enthélt die Gerade [0, 0, 1] nicht, und die endlichen Schnittpunkte mit der Kurve sind in
(z,y)-Koordinaten gegeben durch

_a
VTR
und )
(N
es sind also (evtl. mit Vielfachheit) drei. O



Proposition 2. Drei Punkte auf der elliptischen Kurve X(gg,gg) haben genau dann die Sum-
me Null, wenn sie die Schnittpunkte von X (ga,93) und einer Geraden in P?C sind. D.h. fiir
a,b,c € P2C gilt

a®b®c=0+ 3 Gerade G C P2C mit G N X(g2,93) = {a,b,c}

Beweis. ,=“ ~
Es reicht zu zeigen, dass fiir a, b, ¢ € X (g2, g3) mit a = [v3, v3p(v), V3 (v)], b = [W?, WP p(w), W' (w)],
c=[23,23p(2), 239/ (2)], v,w,z € C

P Pp(v) PP (v)
D:=det | w?® wip(w) w3/ (w)| =0
2 2Pp(z) 2Pp'(2)
ist. Aus
a®b®e = [1¥,0°0(0), 0% ()] ® [0, wp(w), w o' ()] ® [2%, 2°p(2), 2 (2)]

[(v+w+2)% w+w+ 2300+ w+2),(v+w+2)30 (v+w+ 2)]
0 (=10,0,1]).

folgt v +w + 2z = 0. Fiir v = w = z = 0 ist offenbar D = 0. Sei etwa v = 0,w = —z # 0. Dann ist

0 0 39/ (v)
D=det | -2 —23p(2) 2%¢/(2)
2 Pplz) 2P¢(2)

(Beachte v’ (v) # 0 bei v = 0). Ist zusitzlich ¢’(2) = 0, so hat die Matrix folgende Form

0 0 3/ (v)
-2 —23p(2) 0 ,
2 2Bp(z) 0

woraus D = 0 folgt; fiir o'(z) # 0 lisst sich die erste Zeile der Matrix durch die anderen beiden
darstellen und somit ist ihre Determinante gleich Null. Fiir v,w, z # 0 folgt die Behauptung aus
dem am Anfang bereits bewiesenen Lemma.
77¢“
Nach Proposition 1 sind entweder alle drei Schnittpunkte gleich dem unendlich fernen Punkt,
also a =b=¢=10,0,1] (1), oder genau einer liegt im unendlich fernen Teil und die anderen zwei
liegen im endlichen Teil, also 0.B.d.A, a = [0,0,1] und b,c¢ € X(g2,93)\{[0,0,1]} (2.1), oder sie
sind alle im endlichen Teil, d.h. a,b, ¢ € X (g2,93)\{[0,0,1]} (2.2).

Fall 1: (a=b=¢=0,0,1])
Trivial.

Fall 2: a) (a =[0,0,1] und b,c € X (g2,93)\{[0,0,1]})
Es gilt nach dem Beweis von Proposition 1

b=[Lp(w),pw)] = c=[1,pw),-pw)] =1, p(-w),p(-w)].



Somit ist ¢ das Inverse von b.

b) (CL, b’ cE X(g2vg3)\{[oa 07 1]})
Falls mindenstens zwei Punkte verschieden sind, folgt die Behauptung nach dem Lemma am

Anfang. Wir behaupten, dass kein Schnittpunkt von G mit der Kurve die Vielfachheit drei haben
kann. Sei 0.E. a = [1, p(v), p'(v)] ein Schnittpunkt mit Vielfachheit 3. Wegen v 4+ v — 2v = 0 liegt
dann der Punkt —2a := [1, p(—2v), '(—2v)] = —a ® —a auch auf der Geraden. Ist —2a # a,
dann schneidet die Gerade die elliptische Kurve mindestens in vier Punkten (mit Beriicksichtigung
der Vielfachheit), also ein Widerspruch zur Proposition 1. Ist aber —2a = a, dann muss a das
Nullelement sein, was unserer Voraussetzung widerspricht. O

Abbildung 1: Reeller endlicher Teil der elliptischen Kurve X (g2, g3). Die Summe der reellen Punkte
a und b ist der Punkt d, der aus ¢ durch Spieglung an der x-Achse hervorgeht.

Bemerkung. Wegen der obigen Eigenschaft der elliptischen Kurve X (92,93) kann man zu jedem
Element per Verbindung mit [0,0, 1] das Inverse finden. Méchte man auflerdem ein Element ver-
doppeln, reicht es, an das Element eine Tangente zu legen, dann ist der andere Schnittpunkt von
der Tangente mit der Kurve das gesuchte verdoppelte Element.

In Proposition 1 2.1) ist es zu sehen, dass die Gerade ax + cz = 0, (a # 0) durch den Punkt
[0,0, 1] und die Punkte [1, —c/a,yo] und [1, —c/a, —yo] verliuft mit yo = \/—4(c/a)3 + goc/a — gs.
Es gibt drei solche Geraden, die den Wert gy annulieren, da g’ drei paarweise verschiedene Null-
stellen hat. (Im reelen Fall gibt es entweder eine oder drei solche Geraden). Der Punkt [1, —c/a, yo]
ist dann zu sich invers, d.h. die Tangente an den Punkt enthélt den Punkt [0, 0, 1]. Diese Punkte
mit der Ordnung 2 bilden zusammen mit dem Nullpunkt eine abelsche Gruppe, die isomorph zur
Kleinschen Vierergruppe ist.
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