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Einleitung

Diese Ausarbeitung fafit zusammen und ergénzt meinen Vortrag iiber die Thetafunktion
als Losung der Warmeleitungsgleichung, den ich im Rahmen des AIZAGK-Seminars
"Elliptische Funktionen und Modulformen’ gehalten habe.

Die Thetafunktion 8(z,7) = Y, ., exp (mi(n*t + 2nz)), welche als Hilfsfunktion zur
Konstruktion elliptischer Funktionen zu vorgegebenen Null- und Polstellen verwendet
werden kann, wird sich im Folgenden als eine Fundamentallosung der Warmeleitungs-
gleichung % — V2 = 0 auf der Kreislinie R/Z herausstellen.

Es wird einleitend das physikalische Modell erldutert, das zur partiellen Differential-
gleichung % — V2 = 0 als Beschreibung der Wirmeleitung in einem homogenen Stoff
fithrt. Die Funktion (x, 4mit) wird dann zunéichst heuristisch als Losung hergeleitet, an-
schlieflend wird sie als Fundamentallgsung nachgewiesen: es gilt 6(-, 4mit) — § als Dis-
tribution fiir ¢ — 0. Mit Hilfe der Fundamentallésung kénnen also Lésungen der homo-
genen Gleichung mit beliebiger periodischer Anfangsbedingung f € C*° (Wérmeverteilung
zur Zeit t = 0) gewonnen werden.

Abschlielend wird mittels der Jacobischen Thetatransformationsformel ein Zusammen-

hang mit dem Gaulkern K (z,t) = \/ﬁ exp [74—"?2] hergestellt.

1 Physikalisches Modell der Warmeleitung

Zur Modellierung der Warmeleitung stellt man sich Wéarme als nicht komprimierbare
Fliissigkeit vor, welche alles durchflieft. Die gemessene Temperatur an einem Punkt x
ist dabei proportional zur Menge an Wiarmeenergie pro Volumen AV um z. Ein aus-
gleichender Warmeflu8 findet statt in Richtung einer Region geringerer Temperatur,
proportional zur Differenz der Temperatur in dieser Richtung. Wiarme diffundiert, so
dal eine gleichméBige Verteilung der Konzentration von Wéarmeenergie pro Volumen
erreicht wird.

Wir gehen von einem hinsichtlich Warmekapazitit und Wéarmeleitfahigkeit homoge-
nen und temperaturunabhéingigen Stoff aus. Man stellt fest, dafl diese Modellannahmen
auch fiir andere Diffusionsprozesse geeignet sind, wie z.B. fiir die Vermischung zweier
Fliissigkeiten durch Diffusion.

Zur mathematischen Formulierung beschreibe u(x,t) die Temperatur am Ort z zur
Zeit t. Um die Verdnderungsgeschwindigkeit der Warmeenergie E in einer Region D
anzugeben, zerlegt man D in infinitesimal kleine Volumina AV'. Lokal ist nach Modell-
annahme

AE ~ AuAV

mit der ortsabhéngigen spezifischen Warmekapazitét o(x) als Proportionalitidtskonstante.

Also ist AE A
U

—_— = —AV.

Ar — TR A

Damit ergibt sich die Verdnderungsgeschwindigkeit der Wéarmeenergie E in der Region



D zur Zeit t als

o ff e

Die Verdnderung der Wirmeenergie in einem Volumen D wird nach Modellannahme
ausschliefllich durch den ausgleichenden WarmefluB bedingt, welcher durch die Ober-
fliche S von D in Richtung geringerer Temperatur stattfindet. Zur Beschreibung des
Wirmeflusses %E (t) durch S in D zerlegt man S in infitinesimal kleine Flichenstiicke
AA und stattet S mit dem duBeren Normaleneinheitsfeld n(z) aus. Dann ist der Warmefluf§
AL durch AA nach D

AE 0

— AA
At an“(“" t)

mit der ortsabhéngigen thermischen Warmeleitfihigkeit K (x) als Proportionalitétskonstante.
Zur Orientierung des Warmeflusses beachtet man, dafl bei positiver Ableitung von u(z,t)
langs n(z), d.h. bei zunehmender Temperatur auerhalb von D, der Wérmefluf} ins In-
nere von D positiv beschrieben wird. Damit folgt

//K u(w, t) d:v—/ K(z)Vu(z,t) )dw:/snK(:n)Vu(z:,t)dg.

Mit dem Divergenzsatz ist

/SnK 2)Vu(z,t)dS = ///V x)Vu(z,t)]dz. (2)
(1) und (2) ergeben
/// uxtdx—///v 2)Vu(z, t)]dz 3)

fiir beliebige Regionen D. Also miissen die Integranden in (3) gleich sein. Es folgt

o(a) grula, 1) = ¥ - [K(x) V(1) ()

Nimmt man weiter an, dal o(z) = ¢ und K (z) = K konstant sind und setzt k := %, Sl0)
folgt

9 2
au(aj t) = kVau(x,t) (5)
Es geniigt, Losungen (x,t) fir k = 1, d.h. von
9
prie Ve=0 (6)

zu betrachten; Losungen von (5) erhélt man durch u(z,t) == @(z, 1t).



2 Loésen der Differentialgleichung % —V?=0auf R/Z

2.1 Losungsansatz mittels Fourierentwicklung

Man gewinnt die Thetafunktion als Losung der Wérmeleitungsgleichung auf R/Z heu-
ristisch durch Fourierentwicklung. Beschreibe f eine periodische Anfangsbedingung und
sei u(x,t) eine periodische Losung der Warmeleitungsgleichung. Dann muf gelten:

0 0?

au(w t) = %u(x,t) (7)
u(z +1,t) = u(x, t) (8)
u(z,0) = f(x). (9)

u gestatte in z eine Fourierentwicklung.
u(x,t) = Z cx(t) exp [2mikz] (10)

keZ

(7) und (9) liefern mit (10)

. (t) = =4’k e (t) (11)
cx(0) = f(k) (12)

mit dem k-ten Fourierkoeffizienten f(kz) von f. Dieses Anfangswertproblem wird gelost
durch

x(t) = F(k) exp [ 4n2k3 (13)
Mit der Integraldarstellung von A(k) gibt das
u(x,t) Z/ f(y) exp [2miky] exp [—4n*kt] exp [2mikz]dy (14)
keZz
= Z/ f(y) exp [2mik(x — y)] exp [rk?i(4mit)|dy (15)
keZz

Nach Definition der Thetafunktion 6(z,7) = Y, .5 exp (mi(n*t + 2nz)) fir S(r) > 0,
z € C folgt aus (15) fur t > 0

u(x,t) / fly)0(x —y, 4mit)dy (16)
[ % 00, dit)] (). (17)

2.2 O(x,4mit) ist reellwertig
Man verifiziert, daf$ 0(x,4mit) € R. Denn es ist

0(x, 4mit) = Y exp [~4x’k>t] exp [2mikal (18)
kez €R €C




Mit der Eulerschen Formel also

O(x,4mit) =1+ 2 Z exp [—4m2k%t|cos[2nkz] € R (19)
k>0

2.3 Nachweis von 0(x,4mit) als Fundamentallésung

Man rechnet nach, dafl 6(x,4mit) fiir ¢ > 0 die Differentialgleichung % — V? = 0 lost.
Denn es ist:

i9(1:, 4rit). (20)

90(33, 4mit) = 2 Z —47?k? exp [—4m 2k | cos[2nka] = 52

ot k>0

Zur normalen Konvergenz der gliedweise differenzierten Ableitung der Thetafunktion in
(20) bemerkt man, daf

2 Z | — 4n?k? exp [—4m2k>t] cos [27kx]|
k>0
< 2247r2k2qk2 < oo mit ¢ = exp [—47%t] < 1.
k>0

Damit 16st auch [f*6(-,4mit)](x) die Warmeleitungsgleichung fiir ¢ > 0, denn aufgrund
der dominierten Konvergenz kann unter dem Integral differenziert werden.

Zum Nachweis der Randbedingung zeigt man 0( 47mt) =95 in der Topologie der

Distributionen. Damit folgt fol flx—y)0(y,4mit)dy e f(x) fiir f € C* mit Periode 1.
Betrachte dazu fiir eine beliebige periodische Testfunktion ¢:

/ o(x)0(z, 4mit)dx (21)
¢ besitzt eine absolut und gleichméflig konvergente Darstellung als Fourierreihe:

() = Z am, €Xp [2mim] (22)

meZ
Damit folgt

/ ¢(2)0(x, 4mit)dx (23)

/ Z am exp [—472n?t] exp [27i(n + m)x|dz (24)
m,neZ
1
= Z am exp [—47m2n2t] / exp [2mi(n + m)zx]dx (25)
mneZ 0
0 fiir n+m=#£0
= Z a_y, exp [—4n?n’t] (26)
nez
—0
=26(0) (27)



wegen Y., . an = ¢(0) und der gleichméBigen Konvergenz von Y, ., a—p exp [—47?n?t]
auf R
Das zeigt 0(-, 4mit) =9 5 und damit gilt

lim [/ + 0., 4rit)](2)

~tiny [ F(a ~ )0ly. Amit)dy

=lim [ f(y)0(y, 4mit)dy mit f(y) = f(z—y)

3 Jacobische Thetatransformationsformel

Lemma 3.1.1. Jede in einem Parallelstreifen D = {z = z+ iy € C : a < y < b},
—00 < a < b < oo analytische Funktion f mit Periode 1 lifit sich in eine normal

konvergente Fourierreihe f(z) = Y, cz anexp [2minz] entwickeln. Dabei sind die Fou-
(\,

rierkoeffizienten gegeben durch a, = fol f(z) exp [-2minz]dz mit  J(z) € (a,b) beliebig.
Beweis. Man zeigt zunéchst, dafl es eine analytische Abbildung g : R — C gibt, so
dafl f(z) = g(exp [2miz]) gilt, wobei R = {2z € C : exp [—27i]| < |2]| < exp[—27a]} das
Ringgebiet bezeichne, welches das Bild von D unter der Abbildung ¢ : 2z — exp [27iz]
ist. Man definiert g(q(z)) := f(z). Das ist wohldefiniert, denn es ist ¢(z) = ¢(2’) genau
dann, wenn z — 2’ € Z und dann ist f(z) = f(2).

Zum Nachweis, dafl g analytisch ist, stellt man fest, dafl die Abbildung ¢ lokal konform
ist, also auch ihre Umkehrabbildung analytisch ist. Wegen ¢’ # 0 liefert néamlich der reelle
Umbkehrsatz zunichst, da8 g als Abbildung von R? — C lokal ein C*°—Diffeomorphismus
ist. Da die Menge der invertierbaren C—linearen Abbildungen eine Gruppe bildet, ist die
Ableitung der Umkehrabbildung komplex linear, die Umkehrabbildung also analytisch.
Damit ist ¢ lokal als Kompositum analytischer Abbildungen gegeben, also selbst analy-
tisch.

Es 148t sich die auf dem Kreisring R analytische Abbildung g in eine normal konvergente
Laurentreihe entwickeln, nédmlich:

g(z) = Z anz" (28)



mit

1 9(¢)
" T omi d 29
! 2m [¢|=exp [-27y],y€(asb) Cn_H ( )
_ b g(exp [2miz]) exp [2miz]
a /0 exp [2miz]" de (30)
" glexp [2miz])
—/0 “exp 2rinz] (31)
1
:/ f(Z) exp [—27T’i7’LZ]dZL‘ (32)
0

durch die Substitution ¢ = exp [27iz] mit z = x + iy, y € (a;b).

/ exp [mizu?]du = \/7 , z€eH
NS i

Beweis. Zeige zunéichst, daf z — [ exp [rizu?]du und z — \/?71 in H analytisch

Lemma 3.1.2.

sind. Fiir z — ffooo exp [rizu?]du geniigt es zu zeigen, daf fiir jedes a > 0 die Funktion
z — exp [mizu?] auf {z € C : 3(z) > a} eine integrierbare Majorante besitzt. Diese ist
exp [riau?].

Die Funktion z —— ﬁ mit ﬁ = exp [% log %], welche iiber den Hauptzweig des
Logarithmus definiert wird, ist analytisch fiir z € H.
Man zeigt die Gleichheit der Funktionen fiir z = iy, vy > 0. Mit dem Identitétssatz

folgt dann die Gleichheit der analytischen Funktionen auf dem Gebiet H. Es ist

/00 exp [—myu?]du = /5! (33)

—0o0

mit der Substitution u\/7/y = v dquivalent zu

\/17?@1 /_Z exp [—v?)dv = g . (34)

Diese Gleichheit aber folgt aus dem Wert des GauBintegrals [*_exp [—v?]dv = /7.

Theorem 3.1.3 (Jacobische Thetatransformationsformel).

0(w, —1) = \/fz exp [miz(n +w)?] weC,zcH

z
nez



Beweis. Sei z € H. Betrachte f(w) := Y, .z exp[riz(n +w)?], w € C. Zum Nachweis
der normalen Konvergenz variiere w in einem Kompaktum K. Es gilt:

R(miz(n + w)?)
= — 1(n*3(2) + 2n(zw) + S(2w?))

+
Cx 2
w) + \s(z;u ))

Wegen der Beschrinktheit von w € K folgt R(wiz(n + w)?) < —77%(2)%2 fiir fast alle
n € Z. Also ist Y., |exp[miz(n+w)?]| im wesentlichen beschréinkt durch
Y onez ¢"° < oo mit ¢ 1= exp [—33(2)7] < 1. Daher ist die Reihendarstellung von f
normal konvergent, f also analytisch.

Aufgrund von f(w+1) =3, .z exp [riz((n + 1) + w)?] = f(w) hat f die Periode 1 und
besitzt nach Lemma 3.1.1 eine normal konvergente Fourierentwicklung

flw) = Z an €xp [2minw] (35)
nez

mit .
an = / f(w) exp [-2minw]du, w = u+iv,v € R beliebig. (36)

0

1
an = / Z exp [miz(n + w)? — 2rinw]du (37)
0 nez

Vertauschung von Integration und Summation sowie die Substitution u + n = u liefern

n+1
ap = Z / exp [rizw? — 2minw]du (38)

nez "’ "

wegen der Periodizitéit der Exponentialfunktion.

oo
ap = / exp [rizw? — 2winw]du (39)

—00

Quadratische Ergénzung zw? — 2nw = z(w — 2)? — ”72 gibt

.n2 o'} . n.q
an, = exp [—mi—] exp [miz(w — —)%]du (40)
L2 z
Wihle nun v so, dal w — 7 € R, also w — 7 = u + k € R fiir ein £ € R. Eine weitere
Substitution v — u — k liefert dann

n2 e’}

ap = exp [—mi—] / exp [mizu?]du (41)
z

—00



Mit Lemma 3.1.2 ist dann

n? [z7°
o™ F 42
a exp [—mi Z]\/Z (42)

und damit
1 z !
exp [m’n%—)][ exp [2minw] (43)
nez z !
~1
1
O(w, ——) z (44)
i
O
3.2 Zusammenhang zwischen 0(x,4mit) und dem GauBkern
2
K(z,t) = \/E exp [ ]
Proposition 3.2.1. Fir f € C°° mit Periode 1 ist
[f  0( 4mit)](z) = [f * K(,0)](x), x€R, t>0.
Beweis. Mittels der Thetatransformationsformel 3.1.3 (setze w = y und z = ﬁ) stellt
man fest:
0(y, 4mit) (45)
1 o1 9
— — 4
i > e Wm (n+ ) (46)
n+y)’
= — > e } (47)
nEZ At
Damit folgt
[f % 6(-, 4mit)](x) (48)
/ f(z —v)0(y, 4mit)dy (49)
Mit der Substitution n + y = v und der Periodizitdt von f ergibt sich :
1 n+1 71}2
= \/MZ/TL flx —v+mn)exp [—?]dv (50)
- ——d 1
m/ Flar—v)exp [~ - Jdv (51)
= [f* K(-)](z) (52)
O
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