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Im Seminar zur Catalansen Vermutung haben wir bisher die beiden Spezialfälle xp = y2 +1 und
x2 = yq + 1 mit q ≥ 5 behandelt. In diesem Vortrag wird ein hübser Beweis von W. McCallum
für den Spezialfall x2 = y3 + 1 vorgestellt. Fasst man diese Gleiung als elliptise Kurve E über
Q auf, kann man mit üblien Methoden zeigen, dass die Gruppe E(Q) der rationalen Punkte in E
endli ist und die Ordnung  hat. Damit wäre dieser Fall snell erledigt.

W. McCallum ging allerdings, mit Hilfe der Körpernorm, einen anderen interessanten Weg.

 Die Körpernorm

Der Begriff der Körpernorm wird für endlie Körpererweiterungen definiert und unterseidet
si wesentli von dem Begriff der Vektornorm.

Definition . (Körpernorm) Sei L/K eine endlie Körpererweiterung. Für jedes a ∈ L ist
mit f : L → L, x 7→ ax eine K-lineare Abbildung gegeben. Ihre Determinante det f wird
Norm NL/K(a) von a genannt.

Die witigsten Eigensaen der Körpernorm sind:

• Sie bildet L na K ab.

• NL/K(a · b) = NL/K(a) · NL/K(b)

• NL/K(a) = 0 ⇔ a = 0

• Ist a ∈ K , so gilt NL/K(a) = a[L:K].

• a ∈ Z [α] ist genau dann eine Einheit, wenn NQ[α]/Q(a) = ±1.





Die Körpernorm kann au mit Hilfe der K-Homomorphismen von L in einen algebraisen
Absluss K̄ vonK berenet werden.

Satz . Sei L/K eine endlie Körpererweiterung mit [L : K] = qr, wobei r die Anzahl der
Elemente σ in HomK(L, K̄), der Menge aller K-Homomorphismen von L in einen algebrai-
sen Absluss vonK , sei. Dann gilt für jedes Element a ∈ L
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)q

Ein Beweis findet si bei Bos [] S. ff.
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Ein weiteres Hilfsmiel, das uns gelegen kommen wird, ist der Begriff der p-Bewertung.

Definition . (p-Bewertung) Für n ∈ N ist die p-Bewertung νp(n) von n der Exponent der
Primzahl p in der Primfaktorzerlegung n = pα1

1 p
α2
2 · · · pαkk . Beispielsweise ist νp1(n) = α1.
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 McCallums Beweis des Spezialfalls

Zu McCallums Beweis benötigen wir no zwei kurze Hilfssätze, von denen si der zweite als
der eigentli interessante in diesem Vortrag herausstellt.

Lemma . Die Einheitengruppe von Z[ 3
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2] wird erzeugt von −1 und 3
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Eine Beweisskizze findet si bei Soof [] S. , als Übung ..
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Es wurde son gezeigt, dass ck ein Vielfaes von 3⌊
3
k⌋ ist. Wegen ν3(3l) = l < 3l−1 für l > 1

ist für k ≥ 5 die 3-Bewertung von k(k− 1) streng kleiner als
⌊
k
3

⌋
. Damit sind alle Summanden

mit k ≥ 5 Vielfae von 3.
Mit den Koeffizienten

c2 = c1 + b1 = 1

c3 = c2 + b2 = c2 + b1 + a1 = 1 + 1 + 1 = 3

c4 = c3 + b3 = c3 + b2 + a2 = c3 + b1 + a1 + a1 + 2c1 = 3 + 1 + 1 + 1 + 0 = 6

und 1
2
≡ 2 (mod 3) ergibt si unter dem Moduloskop modulo 3
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6 (mod 3)

≡ −1− (n+ 1) + (n+ 1)n (mod 3)

≡ n2 + 1 (mod 3).

Dies ist aber für kein n erfüllt. So kann es also kein n ≥ 2 geben, für das der 3
√

4-Koeffizient
von ηn glei Null ist. ¤

Jetzt haben wir alle Miel in der Hand, um McCallums Beweis nazuvollziehen.

Satz . In Z sind (x, y) = (±3, 2) die einzigen nittrivialen Lösungen der Gleiung

x2 − y3 = 1.

Beweis Sei x, y ∈ Z \ {0} eine Lösung der Gleiung x2 − y3 = 1. Dann haben wir

(x− 1)(x+ 1) = y3. ()

Angenommen x sei gerade. Dann sind die Faktoren auf der linken Seite teilerfremd, und es gibt
u, v ∈ Z mit x− 1 = u3 und x+ 1 = v3. Damit haben wir v3 − u3 = 2. Mit v3 − (v − 1)3 =

3 ·
(
v2 − v + 1

3

)
≥ 7 für v ≤ −1 und v ≥ 2 erkennt man, dass u und v versiedene Vorzeien

haben müssen und daher v = 1 und u = −1 sein muss. Das bedeutet aber, dass x = 0 ist.
Sei also x ungerade. Dur geeignete Wahl des Vorzeiens siern wir uns x ≡ 1 (mod 4).

Teilen wir () dur 8, so erhalten wir
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Wieder sind die Faktoren auf der linken Seite teilerfremd, und wir erhalten

x− 1

4
= u3 und
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2
= v3,

für gewisse u, v ∈ Z. Es ist
v3 − 2u3 = 1.

Die Zahl ɛ = v − u 3
√

2 hat also die Norm NQ[ 3√2]/Q(ɛ) = 1. Na Lemma . wissen wir, dass
ɛ = ±ηn, mit η = 3

√
2 − 1 ist. Da η ebenfalls die Norm 1 besitzt, muss wegen der Gleiheit

N (a · b) = N (a) ·N (b) sogar ɛ = +ηn sein. Da der 3
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4-Koeffizient von ɛ verswindet, liefert
die Proposition
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Im ersten Fall haben u = 0 und damit y = 0, also die triviale Lösung. Im zweiten Fall erhalten
wir u = v = −1 und damit x = −3 und y = 2, so dass x = ±3, y = 2 die einzigen
nirivialen Lösungen in N der Gleiung

x2 − y3 = 1

sind. ¤
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