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Im Seminar zur Catalanschen Vermutung haben wir bisher die beiden Spezialfille 2” = y? + 1 und
22 = y? + 1 mit ¢ > 5 behandelt. In diesem Vortrag wird ein hiibscher Beweis von W. McCallum
fiir den Spezialfall 22 = 33 + 1 vorgestellt. Fasst man diese Gleichung als elliptische Kurve E iiber
Q auf, kann man mit tiblichen Methoden zeigen, dass die Gruppe E(Q) der rationalen Punkte in £
endlich ist und die Ordnung 6 hat. Damit wére dieser Fall schnell erledigt.

W. McCallum ging allerdings, mit Hilfe der Kérpernorm, einen anderen interessanten Weg.

1 Die Korpernorm

Der Begriff der Kérpernorm wird fiir endliche Kérpererweiterungen definiert und unterscheidet

sich wesentlich von dem Begriff der Vektornorm.

Definition 1.1 (Korpernorm) Sei L/ K eine endliche Korpererweiterung. Fiir jedes a € L ist
mit f: L — L, v — ax eine K-lineare Abbildung gegeben. Ihre Determinante det f wird

Norm N7,k (a) von a genannt.
Die wichtigsten Eigenschaften der Kérpernorm sind:
« Sie bildet L nach K ab.
o Npjx(a-b) =Npk(a) Ny (D)
e Npyr(a) =0 & a=0
e Ista € K, so gilt N7 ic(a) = alX,

* a € Z]a] ist genau dann eine Einheit, wenn Ngj,j/0(a) = £1.



Die Kérpernorm kann auch mit Hilfe der K-Homomorphismen von L in einen algebraischen
Abschluss K von K berechnet werden.

Satz 1.2 Sei L/ K eine endliche Korpererweiterung mit [L : K| = qr, wobei r die Anzahl der
Elemente o in Homg (L, K), der Menge aller K -Homomorphismen von L in einen algebrai-

schen Abschluss von K, sei. Dann gilt fiir jedes Element a € L

Ny (a) = (130())

Ein Beweis findet sich bei Bosch [2006] S. 196ff.

Beispiel 1.3 Wir berechnen die Norm von a = v + uv/2 € Q[v/2]. Die Q-Homomorphismen
in HomQ(Q[\?’/ﬁ], @) bilden /2 jeweils auf /2, p\?/i bzw. p? /2, mit der primitiven dritten
Einheitswurzel p, ab. Diese hat das Minimalpolynom x2 + x + 1. Sei o := /2. Dann ist

NQ[%]/Q (v - uf’/§) = (v + ua) (v + puc) (v + p2u04)

= (v + ua) <02 + <p2 + p) vua + u2a2)
o
=% + (p2 +p+ 1) v2ua + (p2 +p+ 1) vuta? + uta?
N -~ 2
=0 =0

=% 4+ 203

Aus v34-2u® = (v4uv/2)(v? —vuy/2+u?/4) erkennt man, dass jedes a = v+uv/2 € Z[V/2]
mit Norm Ny 35 ,g(a) = %1 eine Einheit in Z[/2] ist. Das Inverse ist direkt ablesbar. Das
Inverse zu ) = —1 + /2 mit der Norm Noggaon) = (=1)° +2- 1% = List beispielsweise

77—1:(_1)2_(_1).\1/.{”/54_ Vi=1+V2+ V4.
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Ein weiteres Hilfsmittel, das uns gelegen kommen wird, ist der Begriff der p-Bewertung.

Definition 1.4 (p-Bewertung) Fiirn € N ist die p-Bewertung v,(n) von n der Exponent der

Primzahl p in der Primfaktorzerlegung n = p{* p5?* - - - pp*. Beispielsweise ist v,, (n) = ;.

Jedes Element z in Q[+/2] 1aBt sich eindeutig in der Form z = a + b¥/2 + ¢v/4, mit a, b,c € Q
schreiben. Im Weiteren betrachten wir den Ring Z[+/2], also die = aus Q[+v/2] mit Koeffizienten

a,b, ¢ € Z. Der Koeffizient ¢ sei im Weiteren der v/4-Koeffizient von = genannt.



2 McCallums Beweis des Spezialfalls

Zu McCallums Beweis benotigen wir noch zwei kurze Hilfssatze, von denen sich der zweite als
der eigentlich interessante in diesem Vortrag herausstellt.

Lemma 2.1 Die Einheitengruppe von Z[+/2] wird erzeugt von —1 und /2 — 1.

Eine Beweisskizze findet sich bei Schoof [2008] S. 20, als Ubung 4.4.

Proposition 2.2 Sein € Z und n die Einheit /2 — 1. Der f’/zl-Koeﬂizient von n" ist genau
dann gleich Null, wennn € {0,1}.

Beweis Das Inverse von 7 ist mit J = 1 + 2+ /4 gegeben. Die Zahlen 1, /2 und /4 sind
linear unabhéngig iiber Q. Mit Induktionsanfang ¢/ und Induktionsschritt

I =99 = (a4 bV2+cVA) - (14 V2 + V)

= (a+2b+2¢)+ (a+b+2c)V2+ (a+b+c) V4
>0 >0 >0

sieht man, dass die Koeffizienten von 9™ beziiglich der Basis {1, 2 , \‘/é_l} fir m > 0 alle positiv
sind. Damit wird der </4-Koeffizient von n™ fiir negative n niemals Null.

Sei also jetzt n > 0. Wir betrachten p = 1+ v/2. Wegen p® = 3+ 3v/2+3V/4 € 3Z[\3/§} liegt
fir k& > 0 die Potenz p* und damit ihr v/4-Koeffizient in 3 5] Z[\B/ﬁ] Dieser sei im Weiteren
mit ¢y, die beiden anderen in natiirlicher Reihenfolge mit a; bzw. by, bezeichnet.

Es ist hilfreich, dass der v/4-Koeffizient von " = (/2 — 1)" = (=2 + p)" genau dann

verschwindet, wenn der von (—g)n = (1 — g)n verschwindet. Fir jedes n € N haben wir die

() -0-5"-2 () ()

Der v/4-Koeffizient von (—g)n hangt nur von den V/4-Koeffizienten der Summanden in der

obigen Summe ab. Der {/4-Koeffizient von 1" verschwindet also genau dann, wenn

n n 1 k
0 = Z < ) (—) Cl
o \k 2
ist. Wegen ¢y = c¢; = 0 verschwinden die ersten beiden Summanden. Sei also n > 2. Nach

Division durch n(n — 1) erhalten wir mit n(%_l) (Z) = k:(k:#—l) (Z:;) die Gleichung

0=3 () (3) @

2

binomische Formel



Es wurde schon gezeigt, dass ¢, ein Vielfaches von 3 2] st Wegen v3(3!) =1 < 3" fiir | > 1
ist fir £ > 5 die 3-Bewertung von k(k — 1) streng kleiner als %J Damit sind alle Summanden
mit k > 5 Vielfache von 3.

Mit den Koeffizienten

CQZCl—i-bl:l
C3:CQ+62:CQ+[)1—|—@1:1+1—|—1:3
04263—1—63:03—1—()24—&2203+b1—|—a1+a1+261:3+1+1—|—1+O:6

und 1 =2 (mod 3) ergibt sich unter dem Moduloskop modulo 3
1/ 1\ 1 1\? 1 n—2)(n—-3) /7 1\*
B — n=2 (== _Z
’ 2< 2) Tl )< 2> Sty o ( 2) 6 (mod3)
=—1-(n+1)+(n+1)n (mod 3)
=n’+1 (mod 3).

Dies ist aber fiir kein n erfiillt. So kann es also kein n > 2 geben, fiir das der /4-Koeffizient
von 1" gleich Null ist. O

Jetzt haben wir alle Mittel in der Hand, um McCallums Beweis nachzuvollziehen.

Satz 2.3 InZ sind (z,y) = (£3,2) die einzigen nichttrivialen Losungen der Gleichung
r° — y3 =1.
Beweis Seiz,y € Z \ {0} eine Lésung der Gleichung 22 — y* = 1. Dann haben wir
(0= D@+1) =y (1)

Angenommen z sei gerade. Dann sind die Faktoren auf der linken Seite teilerfremd, und es gibt
u,v € Zmitz — 1 = v und  + 1 = v3. Damit haben wir v — u® = 2. Mit v® — (v — 1)3 =
3- (1)2 — v+ %) > 7firv < —1und v > 2 erkennt man, dass « und v verschiedene Vorzeichen
haben miissen und daher v = 1 und u = —1 sein muss. Das bedeutet aber, dass x = 0 ist.

Sei also = ungerade. Durch geeignete Wahl des Vorzeichens sichern wir uns x = 1 (mod 4).

Teilen wir (1) durch 8, so erhalten wir

x—laz+1_<y)3
4 2 ’



Wieder sind die Faktoren auf der linken Seite teilerfremd, und wir erhalten

-1 1
L =u? und i =3
4 2

fiir gewisse u, v € Z. Es ist

03— 23 = 1.

Die Zahl ¢ = v — u+/2 hat also die Norm NQ[%]/Q(E) = 1. Nach Lemma 2.1 wissen wir, dass
€ = 41" mitn = /2 — 1 ist. Da 1) ebenfalls die Norm 1 besitzt, muss wegen der Gleichheit
N(a-b) = N(a)-N(b) sogar € = +n" sein. Da der v/4-Koeffizient von € verschwindet, liefert

die Proposition

v—uv2 =1 oder v—uv2=+v2-1.

Im ersten Fall haben u = 0 und damit y = 0, also die triviale Losung. Im zweiten Fall erhalten
wiru = v = —1 und damit x = —3 und y = 2, so dass x = +3, y = 2 die einzigen

nichttrivialen Losungen in N der Gleichung
2 —yd=1

sind. 0O
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