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Einleitung

Diese Ausarbeitung stellt den Beweis von Theorem III aus Kapitel 11 von [1] darE| Es
konstatiert p < 4¢” und ¢ < 4p? fiir jede nichttrivialeE| Losung (x,y,p,q), mit x,y € Z
und p, g prim, der Catalanschen Gleichung x” —y? = 1. In dem abschlieBenden Beweis
der Catalanschen Vermutung folgt aus der Existenzannahme einer nichttrivialen Losung
mit p,g > 3 mit Theorem I und Theorem II schlieBlich p = 1+ kq? fiir ein k € N. Aus
Theorem III folgt dann &k € {1,2,3}, und weil p prim ist, bleibt nur k = 2. Nun ist 3 ein
Teiler von p = 1+ 24> > 3 fiir alle Primzahlen ¢ # 3. Es bleibt g = 3 - im Widerspruch
zu Theorem IV.

Konventionen
Das Quadrupel (x,y, p,q) € Z* mit x,y # 0 und p,q prim,
sei eine Losung der Catalanschen Gleichung.
¢, € C - primitive p-te Einheitswurzel
G = Gal(Q((,)/Q)
I:=(1—1)S - wobei S das Stickelberger Ideal ist
und t € G die komplexe Konjugation bezeichnet

Beweisgang

Das Ideal 7 ist das Hauptobjekt des Beweises - daher die Kapiteliiberschrift. Nach einer
Betragsdefinition fiir Elemente aus 6 € Z[G] zeigen kurze analytische und kombinato-
rische Argumente die Existenz von vielen 6 aus I mit kleinem Betrag - zu viele, um
einem Widerspruch unter der Annahme g > 4p? zu entgehen.

Alle Verweise auf anderen Sitze/Lemmata beziehen sich auf [1]. Zwei Beweise wurden
der Ubersichtlichkeit wegen in den Anhang ausgelagert.

I'bis auf einige unwesentliche Modifikationen
2d.h.x,y #0
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Lemma 11.1
Die Abbildung ¢ : {6 € Z[G] : (x—§,)? € Q(£,)*} — Q(&,)* mit ¢(0) = « fiir
ad = (x— §,)? ist ein Monomorphismus.

Beweis. Fir alle 6 € domain(¢@) ist & € Q({,)* eindeutig bestimmt, denn sei
B € Q(Ep)" mit ¢(6) = a? = 4, also ()7 = 1. Wegen Q(Ep) NQ(y) =Qund g >3
gibt es in Q({,,) keine nichttrivialen g-ten Einheitswurzeln, also ist &« = 8 und ¢ wohl-
definiert. Die Homomorphie von ¢ ist trivial, bleibt die Injektivitit zu zeigen:

Sei dafiir 8 = Y 5c5n60 € kerg, also (x — §,)% = [[geq(x — 0(&p))" = 1. Seien

Ui, t2 € G verschieden und ky,ky € {1,...,p— 1} mit p({,) = Cpk‘, w2 (8,) = Cpkz.
Sei oE ky > ky, dann ist

—kp—1

(X_Ul(Cp»_(x_.uZ(Cp)):Cpkz_Cpkl_ (1-Ep)8p k2 Z Cp

Demnach haben die Ideale (x — 0({,)) (o € G) hochstens (1 — () als gemeinsamen
Faktor. Nach Korollar 6.5 istx = 1 (mod p), also haben die Ideale (x— o ({,)) genau den

Faktor (1 — {,) gemeinsam. Demnach sind die von <= (cg” ) erzeugten Ideale paarweise
P

teilerfremd, wir betrachten deren Normen. Nach Korollar 6.5(iii) ist |x| > g” -1y g, also
x—0(&,)| > gP~! fiir alle 6 € G und damit a fortiori

N(x—0(,) > g ' >p=N(1-¢,), also N (x IG(CC”)>>1. D.h. fiir jedes 6 € G be-
sitzt das Ideal (x — o((,)) einen von (1 — ;) verschiedenen Primfaktor, der keines der
tibrigen Ideale teilt. Also ist [Jocq(x —0(&p,))"e # 1, falls ein ng # 0 ist, und der Kern

von @ ist trivial. O

Definition
Der Betrag von 6 =Y ;cgns0 € Z[G] sei definiert durch ||0]] := Y5 n6]-

Satz 11.2
Fiir alle 6 € (1 —1) C Z[G] und o € Q(&,)* mit (x — §,)? = ¢ und jede Einbet-
tung ¢ : Q(¢,) — Cist |¢(cr)| = 1, und es gibt eine g-te Einheitswurzel £ € C mit

(@) —&| < A2

Beweis. Die Betragsbildung ist unter jeder Einbettung und unter der komplexen Konju-
gation invariant. Wegen 6 € (1 —1) ist |(x— §,)?| = 1, also ist

I=[p(a?)]=|o(a)|? = |¢(a)].
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Es folgt die Konstruktion von &:

Jedes z € C\ R lisst sich eindeutig darstellen als z = re!A2() mit r € R und
Arg(z) € (—m, ), also ist | Arg(z)| die kiirzeste Bogenlidnge auf dem Einheitskreis zwi-
schen 1 und é Der Hauptwert des natiirlichen Logarithmus ist dann gegeben durch

In(re'A€@)) = In(r) +iArg(z).
Es gilt |In(z122)| < |In(z1)| + |In(z2)| fiir alle z1,z2,z122 € C\ R<p:
Es ist Re(In(z1z2)) = Re(In(z;) +1n(z2)), es geniigt also
| Arg(z122)| < | Arg(z1) + Arg(z2)| zu zeigen. Es gibt genau
eink € {—1,0,1}, s.d. (Arg(z1) + Arg(z2) +27k) € (—m,7) ist, also ist
Arg(z122) = Arg(z1) + Arg(zp) + 27k
und folglich | Arg(z1z2) — 27k| = | Arg(z1) + Arg(z2)|. Also ist
| Arg(z122)] < | Arg(z122) — 27k| = | Arg(z1) + Arg(z2)]-
Demnach ist |Im(In(z;z2))| < |[Im(In(z;) 4+1n(z2))|, also ist

|In(z122)[ < |In(z1) +1In(z2)| < [In(z1)| + | In(z2)]-

Wegen x% = 1 ist a9 = (x—¢,)% = (1 - g”) und wegen |C”| < 1 kénnen wir die
Taylorentwicklung des Logarithmus benutzen:
6
. ((1_ ¢<cp>> )
x

| Arg(9(e)?) = |In(9(e)?)] = In (¢ (( - @)6» ‘ _
ln(1—6(¢ )‘ ¥ Inol| ¥ - (M)m

oceG
9||

e =

< Z n|

oceG

Z|”0|Z||m

ceG

Es ist Arg(¢(a)?) gerade gleich g Arg(¢ (o)) modulo 2z. Demnach gibt es ein k € Z

mit | Arg(9(a))| = lg Arg(9 () — 2. also | Arg(9(@)) — 54| < 7 s
Setze £ 1= o , dann ist [¢(a) — &| < |Arg(¢ (o)) — ZT”"| < qd}'ﬂl), weil der Bogen
auf dem Einheitskreis zwischen ¢ () und & ldnger ist als die zugehorige Sehne. O




Das Minus-Argument

Aufgabe 11.3
Esist#{(A1,.... 4) € N XA 4 <5, s.k €N, k> 0} = (*1F).
Beweis. Siehe Appendix. O

Lemma 11.4
Fiir alle (k,s) € Nz\{(2,6), (2,7),(2,8),(3,6)} mitk >2, s > 6ist
(HY > s+ D2+ 1.

Beweis. Siehe Appendix. O

Satz 11.3
Es seien p,q > 5 Primzahlen mit ¢ > 4p?. Sei M C I die Teilmenge aller Elemente,
deren Betrag nicht groBer als (;’ 1 ist, dann ist #M > g+ 1.

ewels. detze s == | ——" |. Nac atz 9.5(11) bilden die Elemente e¢; = —1)f; €
Beweis. S 372172 ) Nach Satz 9.3(ii) bilden die EI 1 I
p 1

firi=1,...,5— eine Z-Basis von I und nach Satz 9.4 ist die Hélfte der Koeffizienten
dieser ¢; glelch 1, die andere Hiilfte glelch —1. Alsoist ||ej|| =YX oeq| £ 1| =p—1.
Sei U : Zl 1/l<s Ai € N} FuralleGEUllst

10| <s(p—1)< 5 ﬁ Nach Aufgabe 11.3 ist #U1 = (S+ 7 ) Setze U, := —Uj, dann
haben auch alle 8 € U, die Eigenschaft ||6|| < 5 ) und es ist ebenso

#Up = (YJ’SZ ). Esist U NU, = {0}. Also folgt mit Lemma 11.4 insgesamt
-1
#M > #(UUUy) =2(H 7)) =12 2 s+ 1)(p—1)2 41> g+1.

Zu den Voraussetzungen von Lemma 11.4: Wegen ¢ > 4p? ist Lz zj > ) >6

und mit p > 5 ist auch p21 > 2.

Es bleibt zu zeigen, dass kein geordnetes Paar (%, s) ein Element der Ausnahmemen-

ge ist: Furp =2istp=5unds = LZ(;fql)zJE{E;ﬁ)zJ \_ISOJ 9> 8.
Furp =3istp= 7unds>LwJ L294J—8>6 0

Satz 11.5
Es sei ¢ > 4p*. Zu jeder Einbettung ¢ : Q({,) — C gibt es ein 6 € I, 6 # 0 mit

. § 2l
||9||S%und(x—gp)ezaeqfuremag € Q(¢,)* und |p(a) — 1] < ‘L|| I\l)

Beweis. Nach Satz 7.2 ist x — {, modulo g-ten Potenzen ein Element der Hindernis-
gruppe H. Nach Satz 10.1 annuliert / die Hindernisgruppe, also ist auch (x — Cp)e eine
g-te Potenz fiir 0 € 1. Somit konnen wir Satz 11.2 anwenden, demnach gibt es fiir alle

0 € M C I eine g-te Einheitswurzel §g mit [¢ (o) — &g | < %
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Wegen #M > g+ 1 (Satz 11.3) gibt es nach dem Schubfachprinzip zwei verschiedene
01,0, € M mit &g, = &g, =: &. Setze 6 := 0 — 6 und @ := Z—Zl, dannist (x—¢,)% = ag?
2

und 6 # 0, sowie ||8]| = |61 — 6s]| <||61]|+]|64]| < 2% Und auBerdem st

o) 1] = [ ZEIZEE o)~ o(c)
2[|6]|
§|¢(a91)_5|+|¢(a92)_§|§m ]
Theorem III

Seien p,q > 3 Primzahlen und x,y € Zo mitx” —y? =1, dann ist g < 4p?und p < 4¢°.

Beweis. Nach Theorem IV konnen wir p,g > 5 annehmen. Wir nehmen g > 4p? oder
p > 4q¢% an, o.EE| sei g > 4p?. Sei ¢ : Q(¢,) — C eine Einbettung. Nach Satz 11.5

gibt es ein 6 € 1, 6 # 0 mit ||0]]| < %, (x—&,)? = a4 fiir ein @ € Q(¢,)* und

|¢(a) — 1| < q(2|L||6_H1)- Die Ungleichung stimmt auch fiir das komplex Konjugierte von

o (o). Wegen | ()| =1 fiir jede Einbettung ¢ gilt fiir die tibrigen p — 3 Einbettungen
|¢ (o) — 1] < 2. Also gilt fiir die Norm des von (o — 1) erzeugten Ideals:

20611 \* -5 _ 277 llelP
Ne=1)= ] Jote) ~11< () 27 =
Als nichstes schitzen wir N(o — 1) nach unten ab. Nach Satz 10.1 ist / C domain(¢)
fiir die Abbildung ¢ aus Lemma 11.1 und wegen 0 # 0 ist auch a — 1 7 0. Also gibt es
eindeutig bestimmte teilerfremde ganze Ideale J,J C Z[{,] mit (ot — 1) = J/J. Weil
J(or—1) ein ganzes Ideal ist, ist auch J(¢t) ganz, d.h. es gibt ein ganzes Ideal J/, so dass
J', J teilerfremd sind und (&) = J'/J.

Dann ist ()7 = (x — Cp)e =locc (x—0(Ep))te = J"/J1.

Wegen N((x— ¢,)?) = 1 ist N(J') = N(J) und auBerdem folgt durch Hochzichen der
Nennerfaktoren [Jgeg (x — (&))"l = 7974, Damit ist

N(J)* =N(J'T)T =N (H (x— o((;,,))mr)

ocG
<TITI x— o (&)
ocGoeG
< T (1 + D)8 = (] + 1yt DleI
occG

3Fiir ungerade p,q ist mit (x,y, p,q) auch (—y,—x,q,p) eine Catalansche Losung. Falls es also eine
Losung mit ¢ > 4p? gibt, so auch eine mit p > 4¢° und umgekehrt.
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(p=DIl6]]

wegen |x|+ 1 > |x—c| fiir alle ¢ € C mit |¢| = 1. Und folglichist N(J) < (|x|+1) 2
AuBerdem ist J(o — 1) ein ganzes Ideal ungleich 0, also ist N(J)~! < N(a —1). Durch
Verbinden beider Abschitzungen fiir N(o — 1) ergibt sich insgesamt

(p=Dl6]|

2P-116]?
(i + 1) <N <N@—1) < 519

g*(Ix| = 1)*

—1 2
Wegen [x|ZgP~! > 7 gilt x|+ 1 < 3(jx| - 1) und damit (|x|+1)> = 1ol < e

Nun ist ||6]| < 1% und es bleibt (|x|+ 1)% < (p1761)221’*1. Und schlieBlich folgt wegen
x| +1 > ¢”~! und p > 5 die Ungleichung q}%l < 277! bzw. \/g < 2, im Widerspruch

zur Voraussetzung g > 5. Es ist demnach ¢ < 4p?. U
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Appendix

Norm eines Ideals

Hier seien nur die notwendigsten Eigenschaften aufgezihlt, eine Einfithrung findet sich
z.B.in [3].

Sei I C Z[{,] ein Ideal. Die Norm von I # 0 sei definiert durch N(I) := [Z[,] : I], das
Nullideal habe die Norm 0. Diese Normsetzung ist mit der Norm von erzeugenden Ele-
menten vertréglich: Sei I ein Hauptideal / = (&), dann ist N(I) = |[N(c)|.

Die Norm ist multiplikativ und fiir jedes ganze Ideal I # O ist N(I) > 1.

Aufgabe 11.3

Fiir A= {(A1,.... ) € NF|LX_ 25 <5, 5,k > 1} ist#A = (*FF).
Beweis. Wir zeigen: Jede k-elementige Teilmenge {n;};— i der Menge {1,...,s +k}
bestimmt eindeutig ein k-Tupel aus A und umgekehrt, wobei n; < n;, | fiir alle
i=1,....k—1 sei.

Sei {n;}i—1__x eine k-elementige Teilmenge von {1,...,s +k}. Wir setzen ng := 0 und
definieren rekursiv A; = n; —n;_1 — 1 fiiri = 1,...,k. Dann ist A; > 0. Weiter ist

Zle Ai = Zle (nj—nj—1 — 1) =nx —k und wegen n; < s+k ist Zﬁ-‘zl A <'s, also ist
(A1,...,A) € A. Zwei verschiedene k-elementige Teilmenge von {1,...,s + k} bestim-
men nach dieser Vorschrift offensichtlich zwei verschiedene k-Tupel von A.

Es sei umgekehrt (A1,...,4;) € A. Wir setzen n; = Yo (Ai+1) furi=1,...,k. Dann ist
n; <njp furi=1,....k— 1. Wegen Z’J‘.Zl Ai <sist mg < s+ kund damit ist {n;};—; _x
eine k-elementige Teilmenge von {1,...,s 4+ k}. Verschiedene k-Tupel aus A bestimmen
offensichtlich verschiedene k-elementige Teilmengen von {1,...,s+k}.

Es gibt (S“,:k) k-elementige Teilmengen von {1,...,s+k}, also ist #4 = (SJ,gk) = (st“k) O
Lemma 11.4

Fiir alle (k,s) € N>\ {(2,6),(2,7),(2,8),(3,6)} mit k > 2,5 > 6 ist

(Y > s+ D2+ 1.

Beweis. (vgl. S.45 in [2]) Der Beweis ist eine doppelte Induktion (k — k+ 1) und
(s — s+ 1). Um der Ausnahmemenge zu entgehen, setzen wir die Induktionsanker bei
(k,s) = (2,9),(4,6),(3,7) an. Fiir (k,s) = (2,9) ist (*}?) =55 > 18 = 4(94-1)22 41,
fiir (k,s) = (4,6) ist (°}*) =210 > 8L = 4(6 4+ 1)4% + 1 und fiir (k,s) = (3,7) ist
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(") =120>97=4(7+1)3>+ 1.

Induktionsschritt (k — k+ 1):

(s—i—k—H) _s+k+1 (s+k) A(s+k+1)(s+1)k? o

k+1 k+1 k 3(k+1)

Fiir alle k > 2 gilt (54 k)k*> > (k+1)3: Dazu sei die Abbildung f : R — R durch
X x%— %x—% definiert, sie besitzt genau die beiden Nullstellen ngy := 3‘+m und

ny = 3%5, wobei ng < nj < 2 ist. Es ist f(2) = 4 > 0, also gilt f(x) > 0 fiir alle
x € (ny,0), insbesondere fiir alle x > 2. Weiterhin folgt

1
xz—;x—5 >0=>2"—3x—1>0

= 4+5% =540 > 3% +3x4+ 1= (x+1)°.
Wegen s > 4 und k > 2 ist (s +k+ 1)k?> > (5+k)k? > (k+1)3. Also ist

2 2
% > (k+ 1)? und somit W—H > 3s+1)(k+1)2+1.

Induktionsschritt (s — s+ 1):

sH1+k\  s+14k/s+k\ _ 4(s+k+1)(s+ 1)k i
k s+l k 3(s+1)
4 4

=3 (s +k+ D2 +1> §(s+2)k2+ 1

]
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