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Kapitel 2
Orthogonale Gruppen

A. Skalarprodukt

Wiederholung:
Für HC ∈∈ΙR  gilt
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Definition:

k ∈{R,C,H}
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Proposition 1:
k ∈{R,C,H} und kzyx ∈,,
Für das Skalarprodukt gelten folgende Rechenregel:
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(vii)  wenn );0,...,0(,0, =>=< xdannyallefüryx
wenn ).0,...,0(;0, =>=< ydannxallefüryx

Definition :
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Wiederholung :

:).( giltDannkMA n∈
- werdenersetztadurchaallewobeiAMatrixekonjugiertdieA ijij,,

- jiij
t aallefüramitAMatrixrtetransponiedieA,

- ., AMatrixrtetransponiekonjugiertdieAt

Proposition 2 :

:)(, giltkMAundKyx n
n ∈∈∀

>>=<< AyxyxA t,,
Beweis :

)( ijaA =
rechte Seite :

)...,...,...( 11111 nnnnnnn axaxaxaxAx ++++=

nnnnnnn yaxaxyaxaxyxA )...(...)...(, 1111111 ++++++=><

linke Seite :
)...,...,...( 11111 nnnnnnn

t ayayayayAy ++++=

)...(...)...(, 1111111 nnnnnnn
t ayayxayayxAyx ++++++=><

)...(...)...( 1111111 nnnnnnn ayayxayayx ++++++=

Wie man nun leicht sehen kann, sind beide Seiten nach dem Ausmultiplizieren gleich und
damit gilt die Gleichung.

B. Orthogonale Gruppen

Definition :

},,{ IHCIRk ∈
},,,|)({),( n

n kyxyxyAxAkMAkn ∈∀>>=<<∈=σ

Proposition 3 :

.),( Gruppeeineistknσ

Beweis :
),(, knBA σ∈

(i) z.z : ),( knAB σ∈
     Bew : ><=><=>< yxyAxAyABxAB ,,,
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(ii) z.z.: Einheitsmatrix ),( knEn σ∈
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Definition :

Wenn k=IR, schreibst man )(nσ für ),( knσ und nennt es die orthogonale Gruppe
Ist k=IR, so schreibt man U(n) und nennt es die unitäre Gruppe.
Wenn k=IH ist, so schriebt man Sp(n) und nennt es die symplektische Gruppe .

Proposition 4 :
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Beweis : folgt aus den Defintionen oder teilweise auch schon gezeigt.
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Proposition 5 :
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Proposition 5a :
Proposition 5 gilt auch für C und IH.

Beweis:
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1.nfürSp(n)U(n),(n),manBetrachtet =σ
)1(σ  ist die Menge aller reellen Zahlen der Länge 1, wobei )1(σ ={1,-1}.

U(1) ist die Menge aller komplexen Zahlen der Länge 1. Man nennt U(1) dann Kreisgruppe 1S .
Sp(1) ist die Menge aller Quaternionen der Länge 1. Man definiert:

}1|||{4 =∈= xIRxS
Damit gilt:

.)1(,)1(,)1( 310 SSpSUS ===σ

Proposition 6:
:),,(},{ giltdannknAundCIRk σ∈∈

1)(det)(det =AA
Beweis:

1)(det)(det =�= AAEAA t
n

t

1)(det)(det

detdetdet
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==

AA

danngiltAAAMit t

Definition:

Wenn )(nA σ∈ , dann ist }1,1{det −∈A  und man definiert, die spezial orthogonale Gruppe:
}1det|)({)( =∈= AnAnSO σ

Analog wird die spezial unitäre Gruppe definiert:
}1det|)({)( =∈= AnUAnSU

Beispiel:

Ein Beispiel für eine Matrix aus )2(σ ,aber nicht )2(SO ist )2()( SOn −σ  .
10

01
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�

�
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−
 Dieses

bildet 1e =(0,1) auf 1e und 2e =(0,1) auf 2e  ab. Es handelt sich um die Spiegelung an der ersten
Achse mit der Determinaten -1.

C. Isomorphismus Problem

Proposition 7:

Die Abbildung )()(: 21 CMHM →φ  induziert einen Isomorphismus
).2()1(: SUSp →φ

Beweis:
In Kapitel 1 wurde gezeigt, dass φ  ein injektiver Homomorphismus von GL(n;IH) nach GL
(2n,C) ist, die Einschränkung von φ  auf SP(1) ist somit auch ein injektiver
Homomorphismus. Zu zeigen ist also:

(i) undSUASpA )2()()1( ∈�∈ φ
(ii) ).1()()2( SpAmitAistSUBjedes ∈∈ φ
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(i) )1(SpA∈  heißt :
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   Noch zu zeigen detA=1:
   1))(())(( =−+−−−+ idcibcibaiba  gilt für 12222 =+++ dcba und damit detA=1.
    Also ).2()( SUA ∈φ

(ii) )2(SUB ∈��
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Mit detB=1 und der Tatsache, dass die Zeilen Orthogonale Einheitsvektoren sind, kriegen
wir:

.βγαδ −== und

     Wenn kdjcibaAmitsichergibtidcundiba +++=−−=+= ,βα
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D. Spiegelung im IR n

Definition:

Das orthogonale Komplement zu einem Einheitsverktor u des nIR ist definiert als:
}0,|{ >=<∈=⊥ uxIRxu n .

Die Projektion eines Vektors v an ⊥u  ist v-ru, wobei
IRr ∈  so gewählt wird, dass v-ru in ⊥u liegt.

D.h es muß gelten ><−>>=<−=< uuruvuruv ,,,0
mit ergibt sich für r:
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Die Spiegelung eines Vektors v an ⊥u ist dann :
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Sei uumituu n =11,..., eine orthonormale Basis.

Die Spiegelung φ  sei durch die Matrix 
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�  gegeben.

A sei eine lineare Abbildung des nIR wobei nee ,...,1 auf nuu ,...,1 abgebildet wird. Die Spiegelung der
Standardbasis nee ,...,1 bezlüglich der Basis nuu ,...,1 ist dann gegeben durch:
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Sei im nIR der Vektor )sin,(cos αα=u .
Dann ist )cos,sin( αα−  ein Vektor in ⊥u . Die Matrix A bildet 1e auf u und 2e auf )cos,sin( αα− ab.
D.h. also:

( )

( ) )cos,sin(1,0

)sin,(cos0,1
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Somit ergibt sich für die Matrix A:
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Durch Einsetzten in die Allgemeine Form erhält man:
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2cos2sin
2sin2cos

Die Matrix A ist also die Rotation im 2IR um den Winkel 2α .

⊥u


