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Viele mathematische Probleme erfordern einen Existengisewvelcher sich oft als schwierig heraus-
stellt und eine individuelle Herangehensweise erfordmfern das Problem keiner Struktur zugeordnet
werden kann, in der es bereits nachgewiesenermal3en igignimte Eigenschaften verfugt, diese also
existieren.

Derartige Strukturen sind etwa kompakte Teilmengen nudteisRaume. Auf ihnen nehmen stetige re-
ellwertige Funktionen jeweils ein Minimum und Maximum an.

Die vorliegende schriftliche Ausarbeitung meines Vorgradg SeminaikKonvexe Menge(Veranstaltung
von Prof. Dr. Eberhard Oeljeklaus im Wintersemester 200410 der Universitat Bremen), basierend
auf [1], beschreibt die Konstruktion von kompakten metrest Raumen auf der Familieder konvexen
kompakten nicht-leeren Teilmengen deslimensionalen euklidischen Raums. Damit ist beispiglswe
se die Existenz einer Losung des isometrischen Problegtzneeisen (siehe Satz 3.2), da dort der
Flacheninhalt als stetige reellwertige Funktion &uingesehen werden kann.

Zentraler Bestandteil dieser Abhandlung ist der Auswahlsan Blaschke, der eingberfihrung des
Satzes von Bolzano-Weierstral3 v@raufC darstellt und damit Kompaktheit adfcharakterisiert.

1 Eine Metrik auf konvexen kompakten Teilmengen desE"

Zunachst gilt es, einen Abstandsbegriff fir konvexe kakip Mengen einzufiihren, der die Kriterien fur
eine Metrik erfullt. Die einfache Distanz-Funktiei{ A, B) := inf{d(z,y) : x € A, y € B}, A,B C
E™ scheitert bereits an der Bedingud@4, B) = 0 < A = B, da sie nur die Position zweier Mengen
zueinander beriicksichtigt, nicht aber ibkénlichkeit bzgl. der Form. So gili(A, B) = 0 fur alle
MengenA, B C E™, sofern sie nur einen Punkt gemeinsam haben, in jedem taliriéndlich viele
Mengen innerhalb einer beliebigen Umgebung eines Punktes.i

Die im folgenden beschriebene Abstands-Funktion verwetele Begriff der Parallel-Menge:

Definition 1.1 (Parallel-Menge) SeiA C E™ konvex und nicht leer. Die Parallel-Mengs ist definiert
als
As = | J K(a,0), >0,

acA

wobei K (a, §) die abgeschlossene Kugel unmit Radiuso bezeichnet.
Satz 1.2. Die Parallel-Menge ist ebenfalls konvex.

Beweis. Sei A konvex und nicht leer.
As= ) K(@a.6) = | J@a+E(0,8) ={a+z:ac Aze K006} P2
acA a€A

A+ K(0,6).



Die Summe zweier konvexer Mengen ist konvex, denn séiel konvex und sei furi € {1,2} der
Punktz; :== z; + y; mitz; € X, y; € Y, folglich z; € (X +Y), so gilt fur\ € [0, 1]

A1+ (1=XNze =XMar+y1)+ (1 =N(xza+y2) =Ax1+ (1 — Nzo+ (Ayr + 1 — Nyo

ex ey

ceX+Y

Also ist As konvex. O
Satz 1.3.Ist A C E™ konvex und nicht leer, so giltds). = As.c.

Beweis.Die im vorangehenden Beweis verwendete Addition von Merigeassoziativ. Damit erhalt
man unter Zuhilfenahme der dort benutzen Umformung Agminerseits

(As)e = As+K(0,¢) = (A+ K(0,8)) + K(0,8) "% A + (K(0,5) + K(0,¢)),
andererseitslsy . = A+ K(0,6+¢).

Zu zeigen ist also lediglich, dags(0, ) + K(0,e) = K (0,6 + ¢):

Seiz € K(0,0 + ¢). Dann existiert weged(0,z) < § + ¢ und K (0,9 + ) C E™ (Vollstandigkeit)
jedenfalls einy € K(0,¢), so dass € K(y,e) = y + K(0,¢). Diese Aussage ist qua Definition der
Mengensumme aquivalent zue (K (0,0) + K(0,¢)).

Ist also umgekehrt € (K(0,9) + K(0,¢)), so folgt

Jy e K(0,6) :xz € y+ K(0,¢)
=d(0,z) <d(0,y) +e<d+¢ec =z € K(0,0+¢).

0

Nun zum besagten Abstandsbegriffs. Der Definition folgtRaspiel, das den Leser mit der Anwendung
des Begriffs vertraut macht und schlief3lich der Beweiss é&ssich dabei tatsachlich um eine Metrik
handelt.

Im Folgenden bezeichnet wie schon in der Einleitdhgls die Familie (hier synonym ziMenge von
Mengen* verwendet) der konvexen kompakten nicht-leeréiméagen des™.

Definition 1.4 (DistanzD). SeienA, B C C. Die DistanzD zwischenA und B ist definiert als
D(A,B):=inf{é >0: AC Bs, BC As}.

Beispiel 1.5. Seiend := {(z,y) : 1 < 2,y <3}, B:={(n,y) : (x —4)* + (y—1)2 <1}, A, B C E?
(siehe Abb. 1). Es ist klar, dag§ A, B) = 0, da der Punkt3, 1) sowohl in A als auchB enthalten ist.
Zur Bestimmung vorD (A, B) betrachte maif{d : B C As} undinf{é : A C Bs} getrennt.

Da (3,1) derjenige Punkt vorA ist, der den geringsten Abstand Zaufweist, wird der Wert des
ersten Ausdrucks bestimmt durch deder kleinsters-Umgebung un{3, 1), in der B noch vollstandig
enthalten ist: offenbat. Die Parallel-Menged; ist im Bild gestrichelt eingezeichnet.

inf{d : A C Bs} ergibt sich durch die kleinste Parallel-Menge vBhin der (1, 3), der am weitesten
von B entfernt liegenden Punkt vaA noch enthalten ist bzw. durch den Abstand yon3) zu B, der
gerade der Hypothenusenlange des eingezeichneten Kyereous dem Radius vaB entspricht:

inf{0:AC Bs}=d((4,1);(1,3)) —1=v32+22-1=/13-1>2
= D(A,B) =13 -1

Es mag allgemeinere, systematischere VorgehensweisebErhittlung vonD(A, B) geben. Die Ent-
wicklung solcher Methoden soll aber nicht Gegenstand diébbandlung sein.
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Abbildung 1:
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Satz 1.6. D ist Metrik aufC, d.h.
D(A,B)>0< A#B (1.2)
D(A,B)=0< A=B (1.2)
D(A,B) = D(B,A) (1.3)
D(A,C) < D(A,B)+ D(B,(C) (1.4)

fur Mengen4, B,C € C.

Beweis.SeienA, B,C € C. Die Bedingungen (1.1) bis (1.3) ergeben sich aus der Diefiniton D.
Zunachst zu (1.2):

D(A,B)=0<V6>0: AC BsundB C A; (1.5)
Gilt A = B, so auch die rechte Seite von (1.5), also fdlgt4, B) = 0.
Da sowohlA als auchAs abgeschlossen sind, gyitt% As = A. Ist also umgekehrD(A, B) = 0, so
folgt aus (1.5):4 ¢ Bs "=° BundB ¢ A; °=° A, insgesamtd = B.
WegenD(A, B) > 0 gilt damit automatisch (1.1), und (1.3) ergibt sich durahf@thes Umstellen:

D(A,B)=inf{6 >0: AC Bs, BC As} =inf{d >0: B C A5, AC Bs} = D(B, A).

Interessant ist Bedingung (1.4): Seien= D(A, B), 5 := D(B,C), v:= «a + (. Dann gilt

B C A= By C (Aa)p 2 %4005 = A, (1.6)
womit ausC' C Bg (nach Voraussetzung) folgt: C A,. Analog erhalt man
Bc(Csg=ACB,C(C3)a=Csta=0C4. 1.7
3 (Cs) B+ y 1.7)
\Vorauss. \orauss.

Aus (1.6) und (1.7) folgt insgesamt
D(A,C)<y=a+p8=D(A,B)+ D(B,C).



C ist mit der Metrik D also ein metrischer Raum. Analog zu bekannten metriscleemien wigC, | - |)
ist es nun moglich, zu entscheiden, wann eine Fold€ D) konvergiert.

Definition 1.7 (Konvergenz) Eine Folge(A;);en von Mengen inC konvergiert gegen eine Mengé
(welche nicht notwendigerweise (hliegt) genau dann wenn

lim D(A4;,A) =0.

1—00

A heifdt auch Grenzwert der Folg4;).

Eine Eigenschaft des Grenzwertes soll an dieser Stell¢ migrwahnt bleiben, da sie an spaterer Stelle
von Bedeutung ist:

Satz 1.8. Sei(4;);en eine Folge inC. Konvergiert(A4;) gegen eine kompakte MendeC E™, so istA
konvex.

Lemma 1.9. Seienz, 2/, y, ' Punkte imE™ und gelted(x, 2’) < 6, d(y,y’) < d, 6 > 0, SO existiert zu
jedemz € Zy ein 2’ € z'y/, fur das giltd(z, ') < 4.

Beweis.Esistz = Az + (1 — M)y, A € [0,1]. Sei nunz’ := X2’ + (1 — A\)y’. Dann gilt

d(z,7) = dOx+ 1 - Ny, '+ (1 - N)y)
< dOx+ 1 =Ny, 2"+ (1= Ny) +dAz’ + (1= Ny, 2" + (1 - N)y)
) +

= Ad(z,2") + (1 - Nd(y,y")
< AHA-NF=0

0

Beweis des Satzes\ngenommenA ist nicht konvex. Dann existieren Elementgy € A, 2 ¢ A: z €
7y (siehe Abb. 2). Weild abgeschlossen ist, i&t" \ A offen. Also

36 >0: B(z,)NA=0. (1.8)

Aus der Voraussetzun@d;) — A folgt ferner

I eN: DAL A) < (1.9)

| >

Wabhle nun Punkte’, 3’ € A; so, dassl(z,z') < %, d(y,y') < g Aus Lemma 1.9 folgt, dass dann ein

, — Vorauss. L. . , 5
Punktz’ € 2/y’ C A exisiteren muss, fur deti(z, 2') < 5. Dann aber giltd(z’, A) > § 3 (wegen
d(z,A) > 6 gemal (1.8)). Aus letzterem folgt

1.9
2 ¢A§ (D)Al 57 é
2

Die Annahme fuhrt zum Widerspruch. Also mué&konvex sein. O



Abbildung 2:

2 Der Auswahlsatz von Blaschke

Der nun folgende Abschnitt widmet sich dem Beweis des wisigin Satzes dieser Abhandlung. Mit
einem Anwendungsbeispiel und dem Zusammenhang mit denifBdgr Kompaktheit befasst sich
Abschnitt 3.

Es wird eine spezielle Form von Beschrankt verwendet:

Definition 2.1 (GleichmaRige BeschranktheitEine MengeM < C heil3t gleichmallig beschrankt,
wenn es eine Kugel ilv" gibt, die alle Elemente vonm umfasst.

Satz 2.2(Auswahl- oder auch Konvergenzsatz von Blaschk&gi M eine gleichraBig beschiinkte
unendliche Teilmenge va@h Dann entklt M eine Folge(A;);eny mit #{A;,i € N} = oo, die gegen ein
Element au€ konvergiert.

Bemerkung. Ohne das Kriterium der unendlichen Anzahl verschiedenégdgtieder wirde trivialer-
weise jede konstante Folge i den Satz erfiilllen. Auch lasst er sich nur in der angegeb&em
analog zum Satz von Bolzano-Weierstrald verwenden.

Der Beweis gliedert sich in zwei Abschnitte, die in den foiden Lemmata zunachst getrennt voneinan-
der betrachtet werden.

Lemma 2.3. Sei M eine gleichralRig beschinkte unendliche Teilmenge vBnDann entllt M eine
Cauchy-Folge(Cy,) ,eny mit paarweise verschiedenen Elementen, dh> 0 3N € N : D(C;,C)) <
&, 17] > N7 CZ #C]

Bemerkung. Man uberlegt sich leicht, dass die erwahnte Folge mityweaese verschiedenen Elementen
nur Spezialfall einer FolgeA; );en mit #{A4;,i € N} = o ist.

Beweis des Lemmaseii: € N, und seiA C E™ ein n-dimensionaler gleichseitiger Quader mit Sei-
tenlanger, welcher alle Elemente vam enthalt. DaM gleichmallig beschrankt ist, existiert stets ein
solcher Quader.

Durch Teilung jeder Seite des Quadergimleichlange Abschnitte erhalt man eine Partitionieruog v



Ain eine MengeK; von kongruenten Quadern mit Kantenlarigér. K; besitzt2’” Elemente.

Definition (Minimale Uberdeckung) Es bezeichnd” ¢ K; eine minimaleUberdeckung einer Menge
X € Mgenaudann,wenX C T, VB € T : BN X # (). Siehe hierzu Abb. 3.

Abbildung 3:
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Da#K; < oo, ist auch die Anzahl der Mdglichkeiten fur minimaligberdeckungen irk; endlich,
wahrend die Anzahl der Elemente vér unendlich ist. Damit existiert eine abzahlbar unendliEbige
(C1a)aen VON Mengen inM mit identischer minimalet)berdeckung irfk; .

Auf dieselbe Weise lasst sich argumentieren, dass es ereralliche TeilfolgeCs,, ) aen VON (C14 ) gibt,
dessen Folgeglieder dieselbe miniméleerdeckung ink’, besitzen.

Iterativ fortgesetzt hat man es mit einer Doppelfalgg, ); «en zu tun. Fir festesbesitzen die Elemente
von{Cj, : a € N} die selbe minimal&berdeckung irf;. Es folgt:

D(Ciq,Cip) < diag;, o, € N.

(T,7,7)
|
diag; bezeichne hierbei die Diagonale eines Quadets;irffur K; C dl‘
3 siehe Abb. rechts). Sein Wert ergibt sich als 4
n-mal
. (7,...,T) Pythagoras 72 TVn e
diag; = ‘722, ‘ = Nom = o T

Wegen{C;;1)q : @ € N} C {Cio : @ € N}, 7 € Nistfur j > i die Folge(Cj,) Teilfolge von(Ci,),
also gilt auchD(C;.,Cjg) < diag;. Um letztendlich wieder eine einfach indizierte Folge zhadten,
definiere marC}, := Cj,.

(Ck)ren enthalt damit jedenfalls paarweise verschiedene Eleznent es gilt

D(C;, C;) < diag; Vj > i, woraus folgt:
Ve>03IN eN:D(C;,Cj) <e, i,j > N.



0

Den Beweis eines wichtigen Zwischenschritts im zweiten &swAbschnitt des Satzes von Blaschke
stelle ich diesem dddbersichtlichkeit halber voran:

Lemma 2.4. Sei (By)ren €ine absteigende Folge von kompakten Teilmengenkdesi.h. By, C

By, k € N.DannistB := () By ebenfalls kompakt und nicht-leer.
k=1

Beweis. B = [ By ist abgeschlossen, da di#, abgeschlossen sind und beliebige Schnitte tiber abge-

k=1
schlossenen Mengen ebenfalls. Ferner ist der Schnitt kamepakten mit einer abgeschlossenen Menge
wieder kompakt, also isB N By kompakt, undB N By = B.

Es ist noch zu zeigen, dags nicht leer ist: Sei(a;);cy €ine konvergente Folge if#; mit a; € B;
(existiert nach Bolzano-Weierstral3, 8a kompakt).

(a;) besitzt demnach einen HaufungspunkBin und nach Konstruktion gilt fur alle € N, dasga;) ab

demk-ten Folgeglied auch Folge i, ist mit Haufungspunkt iBy.. Daher kann( nicht leer sein. O
k=1

Lemma 2.5. SeiM C C gleichnéRig beschénkt. Ist(Cy)reny Cauchy-Folge inM, so existiert eine
MengeB € C, fur die gilt
klim D(Cy,B) =0.

Bemerkung. B ist nicht zwangslaufig Element vom.
Beweis.Die Aussagilim D(Cy, B) = 0 ist aquivalent zu

Ve>03INeN:C, CB.,BC (Cp)e,k>N 2.1)

Es genligt daher zu zeigen, dass es eine MéhgeC gibt, fur die (2.1) gilt.

Seie > 0 beliebig und seBy, := cl(Cr, UC11 U ... ).

By, ist abgeschlossen per Definition und beschrankt durchldietgnallige Beschranktheit vowt; weil

By C E", ist By also kompakt (nach dem Satz von Heine-Borel). Wie man le@tit, istB;, zudem
eine absteigende Folge. Gemall Lemma 2.8ist ﬁ By, daher schon einmal kompakt und nicht-leer.

: k=1
Es gilt

dN; e N:Vk > Ny : By Cint(B)e,
denn angenommen, es existiere kejfiir welchesBy, C int(B).. Dann wared;, := By, Nbd(B). nicht

leer, daB C By (siehe Abb. 4), und daher bedingt durch die MonotonieRlgebenfalls eine monoton
fallende Folge von kompakten Mengen. Mit Lemma 2.4 folgt

x = € N B, = Bund
dx € ﬂAk:<ﬂBk>ﬁbd(B)g:> ! k;Dl g
k=1 k=1 x € bd(B)- 4

Al
INi: O € " By Cint(B). C Be, k> N, 2.2)



Abbildung 4:

Des weiteren gilt, d&C},) nach Voraussetzung Cauchy-Folge Bty, € N : D(Cy,Cj) < §, k,j >
Ns. Aus Definition 1.4 folgt

ANy G C(Cr)g, k> N
j=k

und darausB c B, =" (| J ) C (Ch)e, k= Ny,
=k

Diese Gleichung kombiniert mit (2.2) ergibt(B, Cy) < ¢ fur k > max{Ny, Na}.
Fur die vorliegende MengB gilt also Gleichung (2.1) bzw. es konvergié€;,) gegenB. Damit schliel3-

lich auch nochB € C behauptet werden kann, ist noch nachzuweisen, Bagswex ist. Das genau aber
besagt Satz 1.8. O

Beweis von Satz 2.Der Satz von Blaschke ergibt sich nun einfach durch Anwegdlar Lemmata 2.3
und 2.5 hintereinander, ist damit also bewiesen. O

3 Anwendungen

Der vorangehende Seminarvortrag musste die Losung deeigechen Problems, also den Beweis der
Existenz einer Figur mit maximaler Flache unter allen urg&gleichen Figuren im zweidimensionalen

Raum schuldig bleiben, da erst durch Anwendung des SatreBlaschke ein solcher Beweis auf einfa-

che Weise und mit Giberschaubarem Umfang gefiihrt werden, kaie die nachsten Absatze zeigen. Es
wird die folgende bekannte Definition fiir Stetigkeit bertut

Definition 3.1 (Folgenkriterium fir Stetigkeit) Sei 7/ C C eine Familie von Mengen. Eine Funktion
f + F — R heildt stetig aufF genau dann, wenn fur jede Folg#;),cy in F, die gegen eir§ € F
konvergiert, gilt:

iliﬂo"lo f(Si) = f(l.lino"lo Si) = f(5).
Satz 3.2.SeiF C E? die Familie der ebenen Figuren mit UmfaigDann entkilt F eine Figur mit
maximalem Rdcheninhalt.

Beweis. Sei S der Kreis mit Radius 1 ink?2. S beschrankt damit jedes Element a&isiach Translation.
Mengen mit leerem Inhalt und nicht-konvexe Mengen Ausind vernachlassigbar, da sie offensichtlich
nicht maximalen Flacheninhalt besitzen. Man betractge &l := {F € F N C : int(F) # 0}.



Fur F € F' ist der Flacheninhal#(F') beschrankt durckl(S) = 7. Also gibt es zumindest ein Supre-
mumm := sup A(F) € (0, x].
FeF

Seinun(F;);cy eine Folge inF’, sodassA(F;) gegenn konvergiert (existiert gemaf einer der Supremums-
Definitionen).{ F; : i € N} ist eine unendliche Teilmenge vahund gleichmafig beschrankt dursh
Nach dem Satz von Blaschke besitz}) damit eine Teilfolgg F;) jen, die gegen eid™ € C konvergiert.

Die reellwertige Umfangsfunktio®® und die Flacheninhaltsfunktiod sind stetig aut#’. Der Beweis
wirde den Rahmen dieser Abhandlung sprengen. Er wird initéde2 von [1] durchgefiihrt. Dies vor-
ausgesetzt gilt

P(F) S222p(1im Fy) " tim p(Fy) PO o pee
Jj—00 Jj—00
und weiter
J]—00 J]—00
= lim A(F;), da Teilfolgen den selben Grenzwert besitzen
Vogus. e
F*hat also von allen ebenen Figuren mit Umfang 1 den maximdeehEninhalt. O

Zugegebenermalden ist der obige Beweis noch recht indivValufedas isometrische Problem zugeschnit-
ten und nicht ohne Weiteres auf andere Probleme tUbertragiteEinfihrung des Kompaktheitsbegriffs
aufC konnen jedoch auch allgemeinere Existenzbeweise gefigrden:

Definition 3.3 (Kompaktheit) Eine FamilieF von Mengen au€§ heil3t kompakte Familie genau dann,
wenn jede Folge it eine konvergente Teilfolge besitzt, die gegen ein Elemesit konvergiert.

Satz 3.4.Ist F C C kompakte Familie ung : F — R stetig, so nimmg auf F ein Minimum und ein
Maximum an.

Beweis fir die Existenz des Maximumsg(F) ist kompakt, weil in metrischen Raumen das Bild einer

kompakten Menge unter einer stetigen Funktion wieder kdnigh Also istg(F) ein Intervall inR.

Seienm := sup g(F') und (F;);en Folge inF, die gegenn konvergiert. WeilF kompakt ist, besitzt
FeF

nach Definition 3.3 F;) eine konvergente TeilfolgeF;),cn, die gegen eirf” € F konvergiert. Wegen
der Stetigkeit vory erhalt man

9(F') = g(lim Fy) = lim g(Fy) = lim g(F;) = m.

j—00 j—00 1—00
Der Beweis fur die Existenz des Minimums verlauft analog. O

Es bleibt fir eine gegebene Menge @&usachzuweisen, dass sie eine kompakte Familie darstelh. Zu
Abschluss dieser Ausarbeitung erbringe ich diesen Nachfiieidie Menge aller konvexen kompakten
nicht-leeren Teilmengen einer konvexen kompakten Teitjedt desE™, also

Satz3.5.F :={X € C: X C K furfestesk’ C E™ konvex, kompaktist eine kompakte Familie.
Beweis. Zu zeigen ist, dass der Satz von Blaschke nach wie vor gihtnwedurch das eben definierie

ersetzt wird. Und in der Tat: Lemma 2.3 kann olmederung tibernommen werden, da jede Teilmenge
M von F auch Teilmenge vo{ ist.



Im zweiten Lemma 2.5 ist lediglich der Nachweis hinzuzfiigdass die im zugehorigen Beweis kon-
struierte Menge3 Teilmenge vonk und damit Element vorF ist. Dies ist aber leicht einzusehen, denn
sindCy,Cy € F, soistcl(Cy N Cq) C K, also auchBy, := cl(Cy N Ci41 ... ) und damit offenbar auch

B:= () Bg.
k=1

Fur jede Folge(S;);en in F ist {S; : i € N} gleichmafiig beschrankte Teilmenge \#bn (S;) besitzt
nach dem Satz von Blaschke also eine konvergente Teilfdlgegegen ein Element aus konvergiert.
Nach Definition 3.3 istF daher eine kompakte Familie, und fur reellwertige stekgektionen aufF
gilt Satz 3.4. O
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