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In diesem Referat werden der Begriff der konvexen Hiille einer Menge einge-
tiihrt und einige Eigenschaften der konvexen Hiille behandelt. Dazu wird —
nach einer Auflistung wichtiger Begriffe, die bereits bekannt sein sollten — zu-
néchst der Satz von Carathéodory bewiesen. Speziell werden danach noch die
konvexe Hiille endlicher Mengen sowie die konvexe Hiille von offenen oder
kompakten Mengen betrachtet. Als Grundlage fiir dieses Referat ist das Buch
,Convex sets and their applications” von Steven R. Lay (New York etc.: John
Wiley & Sons, 1982), Seite 16 bis 22, verwendet worden.

Einige wichtige Begriffe

In diesem Abschnitt werden einige Begriffe und Sétze aufgefiihrt, die bereits
im ersten Referat vorgestellt worden sind. Sie werden aber spéter benétigt, so
daf$ hier nur daran erinnert werden soll.

Eine Anmerkung zur Notation: Ein reeller Vektorraum R" mit Skalarpro-
dukt wird mit E" bezeichnet.

Definition (2.14): Eine Linearkombination y = Zﬁ-‘zl Aix; von xq,...,x; € E" mit
reellen Koeffizienten A; heifst

o Affinkombination, falls Zi'(:1 Ai=1,

e Konvexkombination, falls Zﬁ-‘zl Ai =1und A; > 0 fiir alle i.

Satz (2.15): Fiir S C E" gilt:

S konvex <= Jede Konvexkombination von
Elementen aus S liegt in S.

Satz (2.16): Fiir S C E" gilt:

Saffin < Jede Affinkombination von
Elementen aus S liegt in S.
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Definition (2.17): Eine endliche Menge {x1,...,x} heifit affin abhingig, wenn
es reelle Koeffizienten Ay, ..., Ay gibt, A; # 0 fiir mindestens ein i, so daf3

m
/\i =0 und Z /\ixi = 0.
i=1
Andernfalls heifit die Menge affin unabhdngig.
Satz (2.18): Sei S C E". Es gilt:

M

~
Il
—_

S hat (n + 1) Elemente — S ist linear abhiingig,
S hat (n + 2) Elemente — S ist affin abhiingig.

Der Satz von Carathéodory

Bevor wir den Satz von Carathéodory! beweisen, fiihren wir zunéchst die zen-
tralen Begriffe der konvexen und der affinen Hiille ein und zeigen einen etwas
allgemeineren Satz.

Definition (2.20): Die konvexe Hiille einer Menge S ist der Durchschnitt aller kon-
vexen Mengen, die S enthalten. Man bezeichnet sie als conv S.

Definition (2.21): Die affine Hiille einer Menge S ist der Durchschnitt aller affinen
Mengen, die S enthalten. Man bezeichnet sie als aff S.

Bemerkung:
e Die konvexe (affine) Hiille einer Menge S ist die , kleinste” konvexe (af-
fine) Menge?, die die Menge S enthiilt.

e Es gilt: S konvex < S = conv S, und S affin & S = aff S.

e Danach Satz (2.13) jede affine Menge A C E" ein affiner Unterraum von
E" ist, konnen wir die Dimension einer Menge S als die Dimension der
affinen Hiille von S festlegen:

dim S := dim(affS)

Satz (2.22): Fiir jede Menge S C E" besteht die konvexe (affine) Hiille von S aus
allen Konvexkombinationen (Affinkombinationen) von Elementen aus S:

conv s = { Y Ajx; | Jendlich, x; € S, A >0, YA =1}

j€] j€l
affS = {Zijj ’ J endlich, x; € S, Y _Aj = 1}
j€] j€l

LConstantin Carathéodory: * 13.9.1873 Berlin, T 2.2.1950 Miinchen, deutscher Mathematiker
griechischer Abstammung.

2Zur Definition einer konvexen oder affinen Menge sei auf den ersten Vortrag von Norman
Wirsik verwiesen.
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Beweis: Der Beweis wird fiir konvexe Hiillen gefiihrt. Fiir affine Hiillen ist der
Beweis analog.

Sei T := {¥jejAjxj | Jendlich, x; € S, A; > 0, YjejA;j = 1} die Menge
aller Konvexkombinationen von Elementen aus S. Nach Satz (2.15) liegen alle
Konvexkombinationen von Elementen aus conv S in convS. Da S C conv S,
gilt:

T C convsS.
Seien x,y € T mit x := Z;‘Zl ajxjund y := 25'21 Bjy;. Fur z € Xy folgt:

z=Ax+(1—-Ay) furein0 <A <1
k 1
=) Aajxj+ Y (1—A)Byi.
j=1 i=1

Dabei ist:
0<Ag; <1 fur alle j, 0<(1-A)B; <1firallei,

k l
Y Aaj+ Y (1-A)Bi =1
j=1 i=1

Alsoistz € T.
Da dieses fiir jedes z € T gilt und x,y € T beliebig gewahlt sind, ist T
konvex. Aufierdem ist S C T, da jedes x, eine Konvexkombination ist:

Xp = Z/\l-xi mit /\p = 1,/\1' =0 fir 75 p.
iel
Nach Definition der konvexen Hiille ist damit

convS C T.

Insgesamt gilt also:
convS =T. |

Der folgende Satz ist von zentraler Bedeutung fiir die Untersuchung kon-
vexer Mengen. Wahrend der vorige Satz, nach dem jedes Element in der kon-
vexen Hiille einer Menge S als Konvexkombination von endlich vielen Ele-
menten x; aus S dargestellt werden kann, keine obere Schranke angibt fiir die
Anzahl der notwendigen x;, begrenzt der Satz von Carathéodory diese: Fiir
eine n-dimensionale Menge gentigen n + 1 Elemente.

Satz (2.23 — Carathéodory): Sei S C E", S # &. Dann gilt: Jedes x € conv S
lifst sich als Konvexkombination von hochstens (n + 1) Elementen aus S darstel-

len:

n+1
Ajx;
i=1

conv S = {
]

n+1
X]'E S,/\] >0, 21/\]:1}
]:
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Beweis: Nach Satz (2.22) 1463t sich jedes x € conv S als endliche Konvexkombi-
nation darstellen.

Sei x = Z;-;l /\jxj eine Konvexkombination mit k > n + 2, Xj € S. Nach
Satz (2.18) sind dann xy, ..., x; affin abhdngig, d. h. es gibt Skalare a;, ..., &k
mit:

Y wixj=0, ) aj=0, a;#Ofireinle{1,...,k}
j j
Durch Umsortieren (falls notwendig) 143t sich in jedem Fall erreichen:
ap >0, 2—1’: gi—;furallejmitzxj>0.
Fir1 <j < kseinun ,Bj = /\j — ;\—II:D(]'. Dabei gilt:
@ B =0
A
) Tf B =T A~ a=1-0=1
(IIl) B; > 0 fiir alle j. Denn:

.. . A
) Furtx]-§01st‘6]-:/\]-—£tx]-2/\-20.

G o ist B: = \i — Mgy, —
e Fira; > 0ist f; = A; =

Auflerdem gilt, da B = 0:

k-1 k k /\k k /\k k
; Bixj=)_Bixj=)_ (M - —“j) xj = ;ij,- —— ) a4 =x.
]:

X X j=1

T T
x € conv S laft sich also als Konvexkombination von (k — 1) Elementen aus S
darstellen: x = Z;.‘:_ll Bjx;.

Obiges Verfahren ldfst sich so lange fortsetzen, bis x eine Konvexkombinati-
on von # + 1 Elementen aus S ist. Dann kann man dieses Verfahren nicht mehr
weiterfithren, da dann die xy,...,x,4 im allgemeinen nicht affin abhidngig
sind.

Damit l4fst sich jedes x € convS C E" als Konvexkombination von hoch-
stens (n 4 1) Elementen aus S darstellen. |

Bemerkung: Die konvexe Hiille einer Menge S C E" ist die Menge aller Kon-
vexkombinationen von Elementen aus S. Damit 1dft sich der Satz von Cara-
théodory wie folgt formulieren:

X € convS <= xistin der konvexen Hiille von hochstens
(n+1) Punkten p € S.
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Die konvexe Hiille einer endlichen Menge

Definition (2.24): Die konvexe Hiille einer endlichen Menge S C E" heifit Polytop
(oder konvexes Polytop).

Die konvexe Hiille einer Menge S = {x1,...,Xky1}, dim S = k, heifit k-dimensio-
nales Simplex. Die Punkte x1, . .., xy .1 werden dann als Eckpunkte bezeichnet.

Xy
X3

Xl X

1 X

Xy X1 3
X2
=1 k=2 k=3

S = {Xll X2} S = {Xll Xz, X3} S = {Xl’ X2, X3, X4}

Abbildung 1: Beispiele fiir Simplizes von endlichen Mengen S.

Im folgenden nehmen wir o. B. d. A. an, dafs fiir eine k-dimensionale Menge
S ={x1,...,x¢,1} C E" gilt: Die Vektoren (x2 — x1), (x3 — x1),..., (Xg11 — X1)
sind linear unabhingig.

Satz (2.25): Sei S := {x1,...,Xx 1} eine k-dimensionale Menge, S C E". Dann
besitzt jedes x im Simplex conv S eine eindeutige Darstellung als Konvexkombi-
; _ vk+1
nation x = Zjil Ajx;.
Beweis: Nach Satz (2.22) ist jedes x € conv S als Konvexkombination x =
Z;‘;Lll wjx; der k + 1 Elemente von S darstellbar. Sei x = Z;‘;Lll Bjx; eine weitere
Konvexkombination. Mit A; := a; — B; folgt:

k+1 k+1 k+1 k+1

Z/\ijZO mit 2/\]':20(]'—2‘5]':1—1:0
j=1 j=1 j=1 j=1
= M=—-(A2+Az+...+ M) 1)
Damit folgt:
k+1 k+1

0= Z /\]x] = Z /\](X] — Xl)
j=1 j=2

Da nach obiger Annahme (xp — x1), (x3 — x1),..., (x¢ 1 — x1) linear unab-
héngig sind, ist dieses nur erfiillt, falls A]- =0fur2 <j < k+1. Nach (1) ist
dann A = 0.

Fiir alle j gilt dann: a; = fj; jedes x € conv S besitzt also eine eindeutige
Darstellung als Konvexkombination der x; € S. |
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Definition (2.26): Sei T := conv{xy,...,Xx1} ein k-dimensionales Simplex. Sei

x € T mit der eindeutigen Darstellung x = Z;‘;Lll 0jX;.

Die Koeffizienten a; bezeichnet man als Schwerpunktkoordinaten von x.
Der Punkt xq := 7 (x1 4 - . . + Xg11) heifit Zentrum des Simplex.

Das relative Innere relint S ist das Innere einer Menge S beziiglich des mi-
nimalen affinen Unterraums, der S enthélt. Zum Beispiel ist fiir einen Kreis im
E® das relative Innere des Kreises die offene (zweidimensionale) Kreisscheibe.

Mit Hilfe des Zentrums laf3t sich zeigen, dafs jede nichtleere konvexe Men-
ge S ein relatives Inneres relint S hat. Dieses zeigen wir zunéchst fiir Simplizes.

Satz (2.27): Sei S := conv{xy,...,Xx41}. Ist S ein k-dimensionales Simplex, so
gilt: relint S # @.

Beweis: Fiir den Beweis werden die zwei Hilfssdtze aus dem Anhang benotigt
(O Anhang A).

Sei S := conv{xy,...,xx1} C E" ein k-dimensionales Simplex. Nach obi-
ger Annahme sind die Vektoren (x; — x1),..., (x);1 — x1) linear unabhangig.
Nach dem Hilfssatz (1) sind dann die xy, ..., x,,1 affin unabhédngig; und nach
Hilfssatz (2) hat jedes x < aff S eine eindeutige Darstellung als Affinkombina-
tion der x1, ..., Xg 1.

Man kann damit eine stetige Abbildung f definieren, die jedem x € affS
das (k+1)-Tupel der Koeffizienten der eindeutigen Affinkombination von x
zuordnet:

fraffS — B, f(x) = flarxg 4 .o 4 g Xeg) = (@1, 00, &)

Sei xg das Zentrum von S. Es gilt dann:

1 1 a1
f(xo): (m,,m) mltm>0

Da f stetig ist, gibt es dann ein » > 0, so daf’ fiir alle x € B(xo,r) NaffSs,
x = Z;‘;Lll w;xj, gilt': Fiir alle j ist a; > 0.

Damit sind aber alle x € B(xg, r) Naff S darstellbar als Konvexkombination
der x1,..., X 1. Nach Satz (2.22) gilt dann: (B(xo,7) NaffS) C convS. Da S
nach Voraussetzung ein Simplex ist, gilt conv S = S, also (B (xo,7) Naff S) C S.

Wegen xg € B(xo,r) und xg € S C affSist xg € (B(xo,r) NaffS). Da aff S
der , kleinste” affine Unterraum ist, der S enthilt, ist xy € relint S. ]

Korollar (2.28): Sei S C E" konvex, dim S = k. Dann gilt: relint S # @.

Beweis: Da dim S = k, gibt es (k+1) affin unabhéngige Punkte x1,..., x5 €
S. Die konvexe Hiille dieser Punkte ist ein k-dimensionales Simplex T. Nach
Satz (2.27) gilt: relint T # .

Darelint T C relint S, ist relint S # &. [ |

1Zur Erinnerung: B(xo,r) := {x € E" | |[x — xo|| <7}
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Die konvexe Hiille offener und kompakter Mengen

Wir betrachten zunéchst die konvexe Hiille einer offenen Menge.
Satz (2.29): Die konvexe Hiille conv S einer offenen Menge S ist offen.

Beweis: Sei S C E" eine offene Menge. Dann ist S N Rand(conv S) = @. Wegen
S C conv S gilt: S C int(conv S).

Da conv S die ,kleinste” konvexe Menge ist, die S enthélt, und da das In-
nere einer konvexen Menge konvex ist!, ist conv S C int(conv S).

Es gilt ebenfalls: int(conv S) C conv S.
Damit ist insgesamt: conv S = int(conv S), d. h. conv S ist offen. |

Satz (2.30): Die konvexe Hiille conv S einer kompakten Menge S ist kompakt.

Beweis: Sei B := {(a1,...,0y41) | ):7;11 & =1, 4 >0V j} C E" Nach
Hilfssatz (3) (O Anhang B) ist B kompakt.

Wir definieren nun eine stetige Abbildung;:

FrE" X" x .. x B = B0 L En
(n+1)-mal
n+1
f(le,...,oanJ,xlll,...,xllg, ,xn+1,1,...,xn+1ln) = szj(x]-,l,...,len).
j=1

-

\/ \/

€ Ertl € E" € E"
Sei nun S C E" kompakt. Nach dem Satz von Carathéodory (2.23) gilt?:
n+1 n+1

Xx=)Y axj,xj €S, 0 >0, Zajzl}.
=1 =1

conv S = {x cE"

Wir betrachten nun die Menge B x S x ... x S C E""! x E" x ... x E". Die
oben definierte Abbildung f bildet diese Menge ab auf conv S:

f:BxSx...xS—convs,

da B entsprechend gewdihlt ist.
Da B kompakt, S kompakt, ist auch B x S x ... x S kompakt. Da f stetig
ist, ist conv S kompakt. |

10 Korollar (2.10)
?Beachte: xj € S C E", also x; = (Xj1,..., Xj,)
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Anhang

A Zwei Hilfssitze

Hilfssatz (1): Es gilt:
{x1,..., %Xk, } affin abhingig <= {xp—x1,..., X1 — X1} linear abhingig.
Bemerkung: Aus Hilfssatz (1) folgt:

{x1,...,xk41} affin unabhidngig <= {x2—x1,..., X1 — X1} linear unabh.

Beweis:
»=": Sei {x1,...,x¢,1} affin abhdngig. Es gibt dann Skalare o furl < j <
k + 1 mit:
(I) ap # 0O fiir mindestens ein ¢ € {1,...,k+1},
(ID) Zk+11 wj = = a1 = ;‘+21 wj,
(110 ):k ajxj = 0.
Aus (II) und (III) folgt:
k+1 k+1 k+1 k+1
0=aixy + ) axj = —x1 Z a; + Z wjxj = Z aj(xj — x1)
j=2

Wegen (I) gilt «; = 0 nicht fiir alle j. Damit ist diese Glelchung nur erfiillt,
wenn {x2 — Xq,...,Xx,1 — X1} linear abhédngig.

» =" Sei {xp — x1,..., X1 — X1} linear abhdngig. Es gibt dann Skalare Bj fur
2 <j<k+1mit

(I) B¢ # O fiir mindestens ein £ € {2,...,k+1},
k+1 k+1

ki1
(IT) i Bilxi—x1) =0 = -—x ) B+ % Bjx;=0.
j=2 J=2 J=2

Mit By := kH , Bj folgt:

k+1 k+1

Z‘B]X]ZO und Z‘B]ZO
j=1 j=1

Damit ist wegen (I) {x1, ..., xx1} affin abhidngig. ]

Hilfssatz (2): Sei S := {x1,...,xx11} C E" eine k-dimensionale Menge. Fiir
jedes x € affS gilt: x hat eine eindeutige Darstellung als Affinkombination der
x1,. .. ,xk+1.

Der Beweis dieses Hilfssatzes erfolgt analog zum Beweis des Satzes (2.25).
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B Eine kompakte Menge

Zum Beweis des Satzes (2.30) benotigen wir den folgenden Hilfssatz:

Hilfssatz (3):

) n+1
Die Menge A := {(le,. e i)

Y oaj=10a>0 Vj} C B ist kompakt.
j=1

Beweis: Wir zeigen: A ist beschrankt und abgeschlossen.
00 A ist beschrankt, denn es gilt:
n+1

(wg,...,00401) €A = |ag] gj;lzxj =1ftirallel <k<n+1.

[0 A ist abgeschlossen.

Dazu betrachten wir die lineare (und damit stetige) Abbildung
FETN SR, f(x)=f(xy,.. ., Xpp) i= .lej.
]:

Wir definieren nun zwei Mengen:

H:={x€eE"|f(x)=1}=f 1),
Q:=[0,1] x...x[0,1] c E"L.

-

\/

(n+1)—mal
Da die Menge {1} abgeschlossen ist, ist wegen der Stetigkeit von f die
Menge H abgeschlossen. Ebenfalls abgeschlossen ist die Menge Q.

Esist nun A = H N Q; damit ist A als Durchschnitt zweier abgechlosse-
ner Mengen abgeschlossen. |



