Konvexe Mengen

Kanglin,Chen

Universitdt Bremen, Proseminar WS 04/05

Satz. (Satz von Kirchberger)

Sei P,(Q C E™ kompakt und nicht leer. Dann gilt: P, () sind durch eine Hyperebene streng
trennbar. < Fiir jede Menge 7" C P U @, T mit n + 2 order weniger Punkte, 3 eine
Hyperebene, die "N P und 7' N @) streng trennt.

Gegenbeispiel fiir n + 1 :

[ J [ J
Die Menge der schwarzen Punkte und die Menge des weissen
o Punktes nicht durch eine Gerade streng trennbar.Obwohl alle
zwei schwarzen Punkte und ein weisser Punkt durch eine Gerade
streng trennbar sind.
[ J [ J

Bemerkung. Falls in E? alle 4 Punkte aus zwei Mengen durch eine Gerade streng
trennbar sind, sind die beiden Mengen durch eine Gerade streng trennbar.

Defintion. Ein Punkt p in E™ hat k-Punkte simplifizierte Eigenschaft bzgl einer Men-
ge S C E™ wenn 3 ein Simplex A = conv{zy,xs,...,x,.} mit r < k, die Endpunkte
T1,To,...,T. €S, p € A.

Vereinbarung. S, = die Menge aller Punkte p in E™ mit k-Punkte simplifizierter Ei-
genschaft bzgl S.

Lemma. Seien A, B C E" kompakt und convA N convB # ¢. Sei x ein extremer von
convA N convB und 4,j die kleinsten natiirlichen Zahlen mit z € A; N B;. Dann gilt:

1+ 5 <n-+2.

Beweis. © € A;, i die kleinste.



= 3 ein Simplex A = conv(ay, ..., a;)
nach Definition von Simplex = dim A =i — 1 mit z € A = conv(ay, ..., a;) .
=

x = Zakak, Zak =1, a >0, Vke{l,..,i}.
k=1 k=1

Dann koénnen wir durch Anderung der Koffizienten «ay, eine offene Kugel 74 mit x Mittel-
punkt von 74 finden. Und es gilt:

Ta C conv (aq,...,a;) C convA mit dim7y =17 — 1.
analog: 3 eine offene Kugel 75 mit z Mittelpunkt von 75 mit dim7g =i — 1. =
TAaNTE = {2}
Denn z ist der extremer Punkt von convA N convB. Wir wissen:
dim (t4 N7g) +dim (74 + 78) = dim74 + dim7p =i+ 1+ j + 1.
wegen dim (74 N7) =0, dim(ta+73) <n.=>i—1+j—-1<n. =

t+j<n+2 O

Beweis zum Satz von Kirchberger.
7«<" (Indirekt)
Annahme: P und @ seien nicht durch eine Hyperebene streng trennbar. =

convP N conv@) # ¢
Sei x ein extremer Punkt € convP N conv(). nach Lemma =
JA:={ay,....,a;} CPund B:={by,...,0;} CQ, miti+j<n+2

und z € convA N convB. = A, B sind nicht durch eine Hyperebene streng trennbar.
Sei T := {a1,...,a;,b1,....0;} |T|<n+2=TnNP=A TN =B wegen A, B nicht
trennbar. =

TNPund TNE nicht trennbar

Das wire ein Widerspruch zur Voraussetzung: ( jedes T' C P U mit n + 2 order weniger
Punkte. 3 eine Hyperebene, die TN P, T'N Q) trennt.)



7 =" trivial. O

Defintion. Streifen in E" ist eine geschloflene zusammenhéngende durch zwei disjunkt
parallele Hyperebenen beschriankte Region. Die Breite von einem Streifen ist der Abstand
zwischen den beiden Hyperebenen.

~—— Streifen in E?

Defintion. Sei f eine lineares Funtional mit aller Koffizienten ungleich 0 in E™ und
a,f € R mit @ < . Dann heiit: Der Streifen S := {2 € R | a < f(x) <3 } trennt
streng P, C E" wenn f(P) > (3, f(Q) < a order f(P) <, f(Q) > «a sind.

Satz. Seien P,() C E" kompakt und nicht leer. Dann gilt: P, () sind durch einen Streifen
der Breite 0 > 0 streng trennbar. < Fiir jede Menge T' C P U Q mit n + 2 order weniger
Punkten, 4 einen Streifen der Breite 6 > 0, der T'N P,T' N () streng trennt.

Lemma. Es seien P,Q C E", kompakt und nicht leer. Die folgenden Aussagen sind
zueinander dquivalent:

i) P und @ koénnen durch einen Streifen der Breite 29 streng getrennt werden.

i1) Ps und Qs konnen durch eine Hyperebene streng getrennt werden.

wobei: Ps:={ 2€R" ||z —z||<d, 2€P} Qs ={weR"||lw—y| <5 ye }

Bewets zum Lemmea.
i) = ii) Sei S ein Streifen der Breite 20, der P und @ streng trennt.
S={zeR|a<flx)<f,0—a=20} f:R"— R linear. Es gilt:

fl@)<a, YzeP; fly)>h Vyeq

Sei H :={z e R" | f(z) = O‘Qﬁ} , H ist eine Hyperebene in R”.
Behauptung. H trennt streng Ps und ()s.
Beweis. Sei z€ Py= 3z € P:|z—x| <0 wobel x, z so dargestellt:

& =hy +7re, 2= hy+ se. hi,hy € Kernf, e € (Kernf)*
und 0.B.d.A nehmen wir f(e) = 1.



:>52Hz—xH:HhQ—hl—i-(s—r)eH:\/]]hg—hl\\2+(s—r)22]5—7“|.

(——5> ||f()2) — f@ = lf(z =) = [If(he — b + (s = r)e]| = |[(s =) | fle)]| = s —r| <&
>0).

= fz) < fla)+d<a+d=a+ 52 =20 = f(z) < 422

Sei w € Qs analog haben wir: 5

o+

flw) >

= H trennt streng Py und Q5.
= Ps und ()5 konnen durch eine Hyperebene streng getrennt werden.

1) = 1) Sei d > 0, P, C R" kompakt.
Po={zeR"[[z—z| <0, 2€P}, Qs ={weR" |Jwu—y| <0, yQ }.
= Pj, (s sind kompakt. Sei f : R" — R linear. Dann nehmen wir 0.B.d.A:

flz) <0Vx e Ps; f(y) >0Vy € Qs

Sei H := Kernf und e € R",e € H*, |le] = 1. 0.B.d.A sei f(e) =1.
Dann gilt fiir alle z € R™ :

z=f(z)-e+h(z), h(z) e H
Behauptung. Fir alle 0 <r <{Jgilt: PN (H —re) = ¢, QN (H +re) = ¢.
Beweis. Sei x € PN (H —re), x = hy —re, alsor = f(z).
Falls 0 <r <4, dann folgt:
flx+de)=f((—r+de+h)=—r+6>0
Widerspruch, da x + de € Ps.
Seiy e QN (H +re), y=hy —re, alsor = f(z) Falls 0 < r <4, dann folgt:
fly—=de)=f((r=0)e+hy) =r—-5<0
Widerspruch, da y — de € Qs.

= PN(H—re)=¢, QN (H +re) = ¢.

= P, konnen durch einen Streifen der Breite 20 streng getrennt werden. O

Satz. Seien P,() C E™ kompakt, nicht leer. Dann gilt: P und () sind durch einen Streifen
der Breite 20 streng trennbar. < fiir jedes T C TUQ, |T| < n+2, 3 einen Streifen mit

4



20 > 0,der TN P und T'N @ streng trennt.

Beweis. 7 <"
Es seien X = {#1,....5} C P5, Y = {fi, ..., s} C Qs mit 1 <7, 1 <5, r+5<n+2,
dann nehmen wir )

T={%1,. ., Tr, U1, 0s} |T| <n+2

Ferner seien z; € P und y; € () mit
12 — il <0, |7 -yl <6, 1<i<r, 1<j<s

und X ={zy,...,2,} CP, Y ={y1,...,ys} CQ, 1 <r, 1 <s, r+s<n+2.

Sei T'={x1,....@r, Y1, ysy |T] <n+2.

nach Voraussetzung: TNP = X, TN =Y und X, Y sind durch einen Streifen der Breite
20 streng trennbar. =" X € Psund Y C Qs sind durch eine Hyperebene streng trennbar.
=TNP =X, TNQs =Y sind durch eine Hyperebene streng trennbar.

Satz von Kehbereer D Qs sind durch eine Hyperebene streng trennbar.

tem® po @ sind durch einen Streifen der Breite 20 streng trennbar.

=" trivial. U



Anwendung. Sei ¢: R*> — R mit (z,y) — ¢(x,y).

Seien (21, Y1, 21), -y (T, Yr, 2;) gegeben mit z; = d(x;,y;), 1 < i < r. Wir suchen eine Ebe-
ne z = f(z,y) = ax + by + ¢, um z; = ¢(x;, y;) zu approximieren. Wir definieren folgende:
die Differenz § :=max{|f(z;,yi) — z;| i =1,..,r}. Q :={(zi,v:) | f(xi,y;) = = 2z}
(die Menge der Punkte mit grofiter Differenz iiber die Approximationebene),

P :={(zs,y) | f(xi,y;) + = 2z} (die Menge der Punkte mit grofiter Differenz unter der
Approximationebenen).

Methode. z ist die beste Approximationsebene mit linearer Funktion f(x,y) < convPN

conv@) # ¢.

AN R

Beweis. 7"

P = {p1,p2, 03,01}, Q@ = {q} wie oben definiert mit groBter Differenz unter bzw. iiber
2z Ebene. Weil P,() nicht trennbar sind, dann kann beliebige Rotation von z Ebene
nicht gleichzeitig die Differenz aller Punkte von P, reduzieren. Dann ist unter Beid-
gung: convP N conv@ # ¢. z die beste Approximationsebene fiir ¢(x;, y;) bzgl. gebenener

o.



r— Cb(xi; yz)

I
P = {p17p2}
I Q:{CI1,Q2}

X

Beweis. "="

z ist die beste Approximationsebene mit linearer Funktion f(z,y). = convPNconv@ # ¢.
< convP N conv@) = ¢ = 3 bessere Approximationsebene.

Wegen convP N conv@ = ¢, dann sind P, ) durch eine Gerade L streng trennbar. Man
kann immer durch eine Rotation von Ebene z um diese Gerade eine bessere Approxima-
tionsebene fiir alle Punkte von P, () finden.

Bemerkung. Wir wissen in E? convP Nconv@ # ¢ < 3 ein T mit 4 Punkte, T C PUQ
dann gilt: "N P und T N @ nicht trennbar. Um die bessere Approximationsebene zu
finden, brauchen wir nur die beste Approximationsebene von 4 Punkte aus P U Q(P und
() wie oben definiert) zu finden. Dann ist die Approximaitonsebene die beste Approxi-
maitonsebene fiir alle Punkte.



